




Combinación de estación terrena, radiotelescopio y colector solar disenado y construído por 
por el autor. La antena de plato, de 2.60 m de diâmetro y diseno de bajo costo, capta senales de TV 
provenientes de satélites estacionados en órbitas de Clarke y también funciona como antena de ra¬ 
diotelescopio, con un tanque de agua con su foco opera como colector de energia solar. 

La antena está en un montaje de al-az (altitud-azimut) accionado por gatos eléctricos de 12 V dei 
tipo usado en automóviles. El amplificador de bajo ruido (LNA) de 4 o de 12 GHz en su foco está 
conectado, mediante un corto tramo de cable coaxial de 50 Q, a un convertidor reductor que se 
encuentra detrás dei plato. La salida de frecuencia intermedia de 70 M Hz dei convertidor reductor, a 
su vez, está conectada a un receptor principal de senales de satélites y a un televisor mediante un cable 
coaxial de 50-íl más largo. Como radiotelescopio, todo el ancho de banda dei amplificador (LNA) 
de casi GHz puede usarse para aumentar la sensibilidad de detección de cuerpos celestes. Como 
colector de energia solar, la apertura puede captar hasta 5 k W de energia proveniente dei Sol. 
(Véanse la Secc 10-22 y los problemas 10-6-1. 14-5-13. 14-6-8. 14-6-9 y 14-6-10.) 
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PREFACIO 


t* 

En esta obra se hàn realizado algunos câmbios y se han agregado nuevos datos y 
otros elementos para satisfacer las necesidades expresadas por los lectores de la 
edición anterior, con la finalidad de presentar los elementos básicos de la teoria 
electromagnética para un curso introductorio. Los temas se desarrollan en pasos 
fáciles desde los casos especiales más sencillos hasta los más generales, con aplica- 
ciones a numerosas situaciones prácticas. 

La introducción (Cap. 1) establece la base y proporciona una perspectiva 
acerca de los términos, nombres y unidades que aparecen repetidas ocasiones en el 
libro y los relaciona a una historia dinâmica. Los capítulos dei 2 al 6 se refieren a los 
campos eléctrico y magnético y a las comentes constantes que constituyen el funda¬ 
mento de la teoria dei campo. Los capítulos dei 7 al 9 examinan los problemas de 
valores a la frontera o limite, los campos que cambian con el tiempo y la relación 
de la teoria dei campo y de circuitos,iculminando en las:ecuaciones;de Maxwell.;Se 
analizan las soluciones a los problemas mediante vários métodos, incluyendo las 
soluciones analíticas, gráficas y por computadora (tanto digital como analógica). 

En los capítulos dei 10 al 12 se estudian las líneas de transmisión, las ondas 
planas, la polarización, la reflexión, la refracción y la difracción. En los capítulos 13 
y 14 se explican las guias de onda, los resonadores, las antenas y la radiación, 
incluyendo muchos ejemplos de las últimas innovaciones como las fibras ópticas, 
los sensores remotos y la televisión con satélites geoestacionarios. 

Las líneas de transmisión tienen aplicaciones tan importantes que los instruc- 
tores hacen especial hincapié en ellas y desean ensenarlas a la brevedad posible. 
En consecuencia, las líneas de transmisión se introducen más pronto y se explican 
con más detalle que en la edición anterior. El concepto de línea de transmisión de 
campo-celda se usa para relacionar las líneas de transmisión y las ondas planas, 
siendo idênticas en forma las ecuaciones para ambas. 
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Como respuesta al creciente interés de los ingenieros en las áreas biológicas, se 
incluyen breves aspectos sobre el corazón como un dipolo eléctrico, el axón (la fibra 
nerviosa) como una línea de transmisión sin ruido ni pérdidas y los sensores de la 
retina dei ojo como antenas de elementos múltiples. 

En esta obra se presentan ilustraciones nuevas y totalizan cerca de 1 000 los 
diagramas, gráficas y fptografías; se rehicieron completamente los conjuntos de 
problemas y éstos se agrupan de acuerdo tanto con el capítulo como con la sección, 
facilitando las asignaciones. Algunos de los problemas se adaptan para solucionar- 
se con computadoras y se proporcionan soluciones de muestra tanto en BASIC 
como en FORTRÀN. Muchos problemas pertenecen a situaciones modernas dei 
mundo real de la ingeniería, como por ejemplo los que comprenden estúdios de 
factibilidad o diseno de dispositivos prácticos. Algunos de ellos tienen soluciones 
múltiples o indefinidas (pocos problemas dei mundo real tienen una sola respuesta 
exacta) e ilustran los câmbios que se realizan en la práctica. Incluyendo partes múl¬ 
tiples, esta edición contiene cerca de 1 500 problemas que abarcan todos los niveles 
de dificultad. 

Los problemas constituyen una ampliación importante dei texto; los que son 
de prueba o de muestra contienen valiosa información suplementaria, útil en 
trabajos de diseno o en la solución de otros problemas. Leer los^roblemas, aun sin 
resolverlos, es altamente recomendable, en especial los que están en los grupos de 
Aplicaciones Prácticas (el último grupo de cada conjunto). Se estudian temas 
de interés actual, algunos de los cuales podrían servir como matéria de tesis o de 
ponencias. 

El apêndice A contiene tablas de constantes, ecuaciones y fórmulas impor¬ 
tantes, así como otra información útil; contiene también una tabulación completa 
de unidades y sus equivalentes. El apêndice B es una bibliografia y el apêndice C 
proporciona las respuestas a muchos de los problemas. Se encuentra un listado 
completo de símbolos en la segunda de forros y en la primera guarda; algunas rela¬ 
ciones vectoriales empleadas frecuentemente aparecen en la tercera de forros. 

Los capítulos sobre partículas y plasmas, así como sistemas en movimiento y 
relatividad que vienen en la segunda edición, se omitieron porque la mayoría de los 
instructores no tuvieron tiempo de incluir estos temas. 

Se prestó particular atención al arreglo de los temas, de tal manera que el libro 
se use no sólo para un curso de dos semestres (o tres cuatrimestres), sino también 
para cursos más cortos. Así, un curso de un semestre puede cubrir aproximada¬ 
mente la mitad dei libro (la mayor parte de los cinco primeros capítulos, partes de 
los dos siguientes y unas cuantas partes introductorias de los cuatro últimos). En 
un curso breve se puede omitir la mayor parte dei capítulo 6 y todo el capítulo 7. 

Como requisitos prévios, el estudiante debe tener conocimientos de física y 
matemáticas, incluyendo cálculo diferencial e integral. También es deseable un 
curso de análisis vectorial en forma previa o concurrente. 

Aunque se tuvo gran cuidado, fueron inevitables algunos errores en el texto o 
en las figuras. Cualquier persona que al encontrarlos me escriba me haría un gran 
servido para que puedan corregirse en impresiones subsecuentes. 

No habría sido posible preparar esta obra sin la ayuda constante dei doctor 
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Erich Pacht, dei Ohio State University Radio Observatory, quien participo en 
algunos aspectos dei proceso. El doctor Keith R. Cárter, quien colaboro en la 
segunda edición, estuvo mucho tiempo fuera de su institución y no fue posible 
que ayudara en esta edición. 

He tenido el estímulo de recibir innumerables comentários y sugrencias 
útiles de muchas personas de la Ohio State University y de otras partes y, en par¬ 
ticular, agradezco la ayuda de los profesores Louis Bailin, Walter Burnside, 
Stuart Collins, John Cooper, John Cowan, Jr., Charles Fell, Walter Flood, 
Robert Garbacz, Daniel Hodge, Cari lngling, Edward Kennaugh, Hsien Ching 
Ko, Robert Kouyoumjian, Curt Lewis, William Peake, Leon Peters, Jack Rich- 
mond, Clarence Schultz, Thomas Seliga, Chen-To Tai y Herman Weed. 

Finalmente, deseo expresar sincero agradecimiento a mi esposa Alice, por su 
ayuda, paciência y estímulo durante los anos de preparación dei libro. 


John D . Kraus 




1INTRODUCCIÓN 


1-1 ELECTROMAGNETISMO: SU HISTORIA E IMPORTANaA 

Las fuerzas eléctrica y magnética, la gravedad y las llamadas fuerzas “débiles” 
y “fuertes” son las cinco fuerzas conocidas de la física. La gravedad es do¬ 
minante a una escala planetaria y estelar, mientras que las fuerzas débiles y 
fuertes son importantes dentro dei núcleo de los átomos; las fuerzas eléctrica 
y magnética son fundamentales en el intermédio. De hecho, la mayor parte de las 
fuerzas que no son gravitacionales, son eléctricas o magnéticas. 

El electromagnetismo abarca tanto la electricidad como el magnetismo y es 
básico para todo lo eléctrico y lo magnético. Aunque un resistor, capacitor o in- 
ductor puede considerarse como un elemento de circuito de dos terminales, sin 
tomar en cuenta la teoria dei campo electromagnético, la comprensión de lo que 
ocurre dentro de estos elementos de circuito requiere un conocimiento de los 
campos electromagnéticos, siendo un campo cualquier región en la que actúan 
fuerzas eléctricas y magnéticas. Como se verá en el capítulo 9, es importante 
notar que la potência proporcionada por un generador a una carga fluye, no 
tanto a través de los alambres que los conectan, sino más bien por los campos 
que los rodean. Y cuando se llega a las ondas en las guias de onda, a las on¬ 
das que radian de las antenas, o a las ondas que viajan en el espacio, la teoria dei 
campo electromagnético ofrece las únicas respuestas. Aunque la teoria de cir¬ 
cuitos puede ser adecuada en muchas situaciones, se necesita la teoria dei campo 
electromagnético para una plena comprensión. < 

Algunos conceptos sobre el electromagnetismo, y su alcance e importância, 
se hacen evidentes mediante la siguiente y breve historia. 

Tales de Mileto, matemático, astrónomo y filósofo griego, 600 aftos a.C. 
observó que al frotar el âmbar con seda se producían chispas y el âmbar adquiria 
la capacidad aparentemente mágica de atraer partículas de pelusa y de paja. La 
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palabra griega para el âmbar es elektron y de dia se dau tas paftdncs dtec- 
tricidad, electrón y electrónica . Este filósofo notó l ambica la de airac- 

ción entre trozos de una roca magnética natural llamadi piedra de mãm que se 
encontro en un lugar llamado Magnésia , de cuyo nombre se deiivaa las paàabras 
magneto y magnetismo . Tales de Mileto fue pionero tanto de la doctricidad 
como dei magnetismo, pero su interés, como el de otros contemporâneos suyos, 
era filosófico más que práctico, y pasaron 22 siglos antes de que estos fenó¬ 
menos fuesen investigados de una manera experimental seria. 

William Gilbert, de Inglaterra, alrededor dei ano 1600, realizo los primeros 
experimentos sistemáticos acerca de los fenómenos eléctricos y magnéticos, des- 
cribiéndolos en su libro De Magnete . Gilbert invento el electroscopio para medir 
los efectos electrostáticos; también fue el primero en reconocer que la Tierra 
misma era un gigantesco imán, proporcionando así una nueva visión dentro de 
los principios de la brújula y la aguja o brújula de inclinación. 

En 1750, Benjamín Franklin, estadista y científico estadounidense, esta- 
bleció la ley de la conservación de la carga en experimentos hechos con elec- 
tricidad, que condujeron a su invención dei pararrayos, y determino que existen 
tanto cargas positivas como negativas. Más tarde, el francês Charles Augustin 
Coulomb inveníó la balanza de torsión que mide las fuerzas eléctricas y mag¬ 
néticas. Durante este periodo, Karl Friedrich Gauss, matemático y astrónomo 
alemán, formuló el teorema de la divergência relacionando un volumen y su 
superfície. 

Alessandro Volta, de Italia, había inventado en 1800 la pila voltaica y, 
conectando varias en serie, la batería eléctrica. Con baterías podían producirse 
corrientes eléctricas; en 1819, el danés Hans Christian Oersted, profesor de 
física, encontro que un alambre por el que fluyera corriente provocaba la des- 
viación de la aguja de una brújula cercana, descubriendo que la electricidadpo¬ 
dia producir magnetismo . Antes de Oersted, la electricidad y el magnetismo 
se consideraban como fenómenos enter amente independientes. 

Al ano siguiente, André Marie Ampère, físico francês, amplió las obser- 
vaciones de Oersted. Invento la bobina de solenoide para producir campos magné¬ 
ticos y formuló correctamente la teoria de que los átomos de un imán se mag- 
netizan por medio de corrientes eléctricas muy pequenas que circulan en ellos. 
En aquella misma época, el alemán Georg Simon Ohm formuló la ley que lleva 
su nombre y relaciona la corriente, el voltaje y la resistência. 

Sin embargo, inicialmente sus ideas fueron realizadas y no fue sino hasta 
después de una década que los científicos comenzaron a reconocer su verdad e 
importância. 

En 1831, el inglês Michael Faraday demostró que un campo magnético 
cambiante podia producir una corriente eléctrica. Mientras que Oersted encon¬ 
tro que la electricidad podia producir magnetismo, Faraday descubrió que el 
magnetismo podia producir electricidad . Al mismo tiempo, el estadounidense 
Joseph Henry observó el efecto independientemente. Henry inventó también el 
telégrafo eléctrico y el relé o relevador. 

Las investigaciones experimentales de Faraday posibilitaron a James Clerk 
Maxwell, profesor de la Universidad de Cambridge, Inglaterra, establecer la in- 
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terdependencia de la electricidad y el magnetismo. En 1873, publicó la primera 
teoria unificada de electricidad y magnetismo y fundó la ciência dei electromag- 
netismo. Postuló que la luz era de naturaleza electromagnética y que la ra- 
diación electromagnética de otras longitudes de onda debia ser posible. 


Pioneros dei electromagnetismo 


Nombre 

Fechas 

Papel que desempefió 

Unidades 

Tales de Mileto 

636-546 a. C. 

Pionero en la electricidad y magnetismo 


William Gilbert 

1540-1603 d.C. 

Reconoció que la Tierra es un gran 
imán 

gilbert (Gb) 

Benjamin Franklin 

1706 1790 

Estableció la conservación de la carga 


Charles A. de Coulomb 

1736-1806 

Midió fuerzas eléctricas y magnéticas 

coulomb (C) 

Karl F. Gauss 

1777-1855 

Enuncio el teorema de la divergência 

gauss (G) 

Alessandro Volta 

1745-1827 

Inventó la pila voltaica 

volt (V) 

Hans C. Oersted 

1777-1851 

Descubrió que la electricidad podia 
producir magnetismo 

oersted (Oe) 

André M. Ampére 

1775-1836 

Inventó el solenoide 

ampere (A) 

Joseph Henry 

1797-1878 

Realizo experimentos que condujeron 
al telégrafo eléctrico 

henry (H) 

Georg S. Ohm 

1787-1854 

Formuló la ley de Ohm 

ohm (Í2) 

Michael Faraday 

1791-1867 

Demostró que el magnetismo podia 
producir electricidad 

farad (F) 

James P. Joule 

1818-1889 

Estableció que el calentamiento es 
proporcional al cuadrado de la 
corriente 

joule (J) 

James C. Maxwell 

1831-1879 

Fundó la teoria electromagnética 

maxwell (Mx; 

Heinrich Hertz 

1857-1894 

Padre de la radio 

hertz (Hz) 

Guglielmo Marconi 

1874-1937 

Hizo práctica la radio 

Thomas Alva Edison 

1847-1931 

Inventó la lámpara incandescente y 
construyó los primeros sistemas eléc¬ 
tricos de potência 


Nikola Tesla 

1856-1943 

Demostró el valor de la corriente 
alterna 

tesla (T) 

Albert Einstein 

1879-1955 

Hizo universales las ecuaciones de 
Maxwell a través de su teoria de la 
relatividad 



Otros pioneros honrados con unidades dei SI 


Nombre 

Fechas Papel que desempenó 

Unidades 

Isaac Newton 

1642-1727 d. C. Formuló leyes de movimiento y de 
gravitación universal. Las ecuaciones 
de Newton son a la mecânica lo que 
las ecuaciones de Maxwell son al 
electromagnetismo 

newton (N) 

James Watt 

1736-1819 Hizo práctica la aplicación de la potên¬ 

cia dei vapor 

watt (W) 

Wilhelm Weber 

1804-1891 Fue pionero en los trabajos acerca dei 

magnetismo terrestre 

weber (Wb) 
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Aunque las ecuaciones de Maxwell son de gran importaca y. jrto con 
condiciones en la frontera, de continuidad y otras relaciones íi i inn . son la 
base dei electromagnetismo moderno, algunos científicos dei tiempo de Maxwell 
fueron escépticos de sus teorias; en 1888 éstas fueron vindicadas por Heànridi 
Hertz, profesor de física en Karlsruhe, Alemania, quien generó y dctectó on¬ 
das de radio de cerca de 5 metros de longitud de onda. Hertz demostró que, con 
un transmisor y receptor de chispa o seflal, excepto por la diferencia en la lon¬ 
gitud de onda, la polarización, la reflexión y la refracción de las ondas de radio 
eran idênticas a las de la luz. 

Hertz fue el padre de la radio, pero su invento permaneció como una 
curiosidad de laboratorio hasta que el italiano Guglielmo Marconi adaptó d 
sistema de chispa de Hertz para enviar mensajes a través dei espacio. Marconi al 
agregar la sintonización, una antena grande, sistemas de tierra, y longitudes de 
onda más largas pudo enviar senales a grandes distancias. En 1901 causó sen- 
sación al enviar senales de radio a través dei Océano Atlântico. Marconi fue 
pi onero en el desarrollo de la comunicación por radio para barcos. Antes de la 
radio o comunicación “inalámbrica”, como se le llamaba entonces, las naves 
estaban en altamar en el más completo aislamiento. Podia ocurrir un desastre 
sin que nadie en tierra o en otras naves pudiera ser avisado de lo ocurrido. Mar¬ 
coni inició un cambio con su invento y la radio comenzó a desarrollar una gran 
importância comercial. 

Thomas Alva Edison, inventor estadounidense, dio a la electricidad y al 
magnetismo aplicaciones prácticas para la telegrafia, la telefonia, la iluminación 
y la generación y transmisión de potência. Mientras que Edison era partidário 
de la corriente continua, Nikola Tesla desarrolló la transmisión de potência con 
corriente alterna e inventó el motor de inducción. Disenó el sistema de gene¬ 
ración de potência en las cataratas dei Niágara. En 1895, cuando este sistema 
comenzó a trabajar, generó tanta potência como todas las otras estaciones 
generadoras de Estados Unidos juntas. Cuando joven, Tesla emigró a Estados 
Unidos procedente de lo que hoy es Yugoslavia. 

Los pensadores de antano creyeron que un instante de tiempo dado tenia el 
mismo significado para todos los observadores, estacionários o en movimiento. 
Sin embargo, hacia 1905, un análisis crítico de estos conceptos realizado por Al- 
bert Einstein, examinador de la oficina de patentes en Suiza, produjo una nueva 
formulación de ideas acerca dei espacio y dei tiempo. El concepto de relatividad 
o de espacio-tiempo de Einstein nos dice que no hay un campo eléctrico o mag¬ 
nético puro que retenga su identidad para todos los observadores. En conse- 
cuencia, lo que parece ser un campo eléctrico estático para un observador es¬ 
tacionário, le parece, al menos parcialmente, .un campo magnético a un obser¬ 
vador en movimiento. 

Hasta Einstein, la gravedad y el electromagnetismo eran considerados 
como fenómenos completamente ajenos entre si, pero su predicción de que las 
ondas electromagnéticas, al pasar cerca de un objeto de grandes dimensiones 
como una estrella podrían desviarse, o refractarse, por medio dei campo gra- 
vitacional dei objeto, ha sido confirmada ampliamente. 
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Figura 1-1 Espectro electromagnético con longitudes de onda en escala logarítmica desde las más 
cortas de los rayos gamma hasta las ondas de radio de mayor longitud. Las longitudes de onda se 
expresan en unidades métricas. La opacidad atmosférica se muestra en la parte superior evidencian¬ 
do las ventanas óptica y de radio. 


Einstein y otros trataron de relacionar las cinco fuerzas de la física en una 
Gran teoria unificada en la que las ecuaciones de Maxwell serían un caso es¬ 
pecial. Tal unifícación no ha sido lograda todavia, pero su realización es una de 
las grandes metas de la física moderna. 

Existen ahora pocas matérias entendidas de manera tan meticulosa como el 
electromagnetismo y pocas que hayan tenido mayor aplicación práctica. Los 
motores y generadores eléctricos, el alumbrado y la calefacción eléctricos, los 
teléfonos, la radio, la televisión, el manejo de datos, la electrónica médica, el 
radar y los sensores remotos cambiaron completamente nuestra forma de vida. 
Cientos de satélites estacionariçs de comunicación cubren ahora la Tierra como 
si estuvieran montados en torres de 36000 km de altura. Y aun ahora, las sondas 
exploran el sistema solar hasta Saturno y más allá, respondiendo a las senales y 
enviando de regreso fotografias y datos aunque le tome a las ondas de radio 
más de una hora recorrer la distancia en un solo sentido. Con telescópios tanto 
con base terrestre como en órbita, el universo es explorado hasta sus limites en 
todas las longitudes de onda electromagnéticas, desde las más cortas de los 
rayos gamma hasta las ondas de radio más largas. Véase la figura 1-1. Los teles¬ 
cópios reciben ondas electromagnéticas de objetos tan distantes que las ondas 
han tenido que viajar durante miles de millones de anos. 

La civilización evolucionó por el electromagnetismo. De hecho, estamos en 
una sociedad electromagnética. Pero se haría mal en pensar que ya se conoce 
todo. H. G. Wells escribió cierta vez: “El pasado no es sino el comienzo dei 
comienzo y todo lo que es y ha sido no es sino el crepúsculo de la aurora.” 


1-2 DIMENSIONES Y UNIDADES 

Se atribuyen a Lord Kelvin estas palabras: 
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Cuando se puede medir aquello de que se está hablando y rn a eurin f 
algo de ellos; pero cuando no se puede medir, cuando no se eqscsa ca 
conocimiento es superficial e insatisfactorio; puede ser d principio ddcaaoã 
se ha progresado escasamente en el pensamiento de la cienãa. cuaiqujen q-je 

A esto se podría agregar que antes de que podamos medir algo, debemos definir 
sus dimensiones y proporcionar algún estándar o patrón o unidad de referenda, 
en términos de la cual, la cantidad puede expresarse numéricamente. 

Una dimensión define alguna característica física. Por ejemplo, longitud, 
masa, tiempo, velocidad y fuerza son dimensiones. Las dimensiones de lon- 
gitud, masa, tiempo, corriente eléctrica, temperatura e intensidad luminosa se 
consideran como dimensiones fundamentales, puesto que otras dimensiones 
pueden definirse en términos de estas seis. Esta elección es arbitraria pero con¬ 
veniente. Las letras L, M, T, I, e ./ representan las dimensiones de longitud, 
masa, tiempo, corriente eléctrica, temperatura e intensidad luminosa, respec¬ 
tivamente. Otras dimensiones son secundarias. Por ejemplo, el área es una 
dimensión secundaria que puede expresarse en términos de la dimensión fun¬ 
damental de longitud al cuadrado (L 2 ). Como otros ejemplos, las dimensiones 
fundamentales de la velocidad son L/T y de la fuerza son ML/T 2 . 

Una unidad es un patrón o referencia por medio de la cual una dimensión 
puede expresarse numéricamente. En consecuencia, el metro es una unidad en 
términos de la cual puede expresarse la dimensión de longitud y el kilogramo es 
una unidad en términos de la cual puede expresarse la dimensión de la masa. 
Por ejemplo, la longitud (dimensión) de una varilla de acero puede ser de 2 
metros y su masa (dimensión) de 5 kilogramos. 



1-3 UNIDADES FUNDAMENTALES Y DERIVADAS 

Las unidades para las dimensiones fundamentales se denominan unidades fun¬ 
damentales o básicas. En este libro se usa el Sistema Internacional de Unidades, 
abreviado SI. + En este sistema el metro, el kilogramo, el segundo, el ampere, el 
kelvin y la candeia son las unidades básicas para las seis dimensiones fundamen¬ 
tales de longitud, masa, tiempo, corriente eléctrica, temperatura e intensidad 
luminosa. Las definiciones para estas unidades fundamentales son: 

Metro (m). Longitud igual a 1 650763.73 longitudes de onda en el vacío corres- 
pondiente a la transición 2p 10 -5d 5 dei kriptón 86. 

Kilogramo (kg). Igual a la masa dei kilogramo prototipo internacional, una 
masa de platino-iridio que se conserva en Sevres, Francia. Este kilogramo 
estándar o patrón es el único artefacto entre las unidades básicas dei SI. 
Segundo (s). Igual a la duración de 9 192631 770 períodos de radiación corres- 
pondiente a la transición entre dos niveles hiperfinos desde el estado de 


i El Sistema Internacional de Unidades es la versión moderna dei sistema métrico. La abreviatura 
SI es dei nombre francês Systéme Intertionale d-Unités. Para la descripción oficial completa dei sis- 
tema véase U.S. Na ti Bur. St and, Spec. Pub . 330, 1971. 
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base dei cesio 133. El segundo se definia antes como 1/86400 parte dei día 
solar medio. La velocidad de rotación de la Tierra disminuye paulati¬ 
namente, pero la transición atómica (cesio 133) es mucho más constante y 
constituye ahora el patrón. Los dos patrones difieren aproximadamente en 
1 segundo por ano. 

Ampere (A). Es la corriente eléctrica que produce una fuerza de 200 nanonew- 
tons por metro de longitud (200 nN m“ 1 = 2 x 10 -7 N m “ 1 ) al circular a 
través de dos alambres paralelos infinitamente largos en el vacio y separa¬ 
dos por 1 metro. 

Kelvin (K). Temperatura igual a 1/273.16 dei punto triple dei agua (o punto 
triple dei agua igual a 273.16 kelvin). t 

Candeia (cd). Intensidad luminosa igual a la de 1/600000 de metro cuadrado de 
un radiador perfecto a la temperatura de congelación dei platino. 

Las unidades para otras dimensiones se denominan unidades secundarias o 
derivadas y se basan en estas unidades fundamentales (véase la tabla 2, Sec. A- 
1, en el Apêndice A). 

El material en este libro trata casi exclusivamente í con las cuatro dimen¬ 
siones fundamentales longitud, masa, tiempo y corriente eléctrica (simbolos 
dimensionales L, M, T e 7). Las cuatro unidades fundamentales para estas 
dimensiones son la base de lo que antiguamente se llamó el sistema metro- 
kilogramo-segundo-ampere (mksa), ahora un subsistema dei SI. 

El SI completo contiene no sólo unidades sino también otras recomen- 
daciones, una de las cuales es que los múltiplos y submúltiplos de las unidades 
dei SI deben establecerse en múltiplos de 10 3 ylO” 3 Por lo tanto, el kilómetro 
(1 km = 10 3 m) y el milímetro (1 mm = 10“ 3 m) son unidades preferidas de 
longitud, pero el centímetro ( = 10” 2 m) no lo es. Por ejemplo, la designación 
apropiada dei SI para el ancho de las películas de movimiento es 35 mm y no 
3.5 cm. Para una lista de unidades preferidas véase el apêndice A, Sec. A-l, 
tabla 1. Esta tabla también da la pronunciación, la abreviatura y la obten- 
ción de estas unidades. 

En este libro se usan unidades dei SI racionalizadas . El sistema raciona¬ 
lizado tiene la ventaja de que no aparece el factor 4 n en las ecuaciones de Max¬ 
well aunque aparece en ciertas relaciones. La tabla 2, Sec. A-l proporciona una 
tabla completa de unidades de este sistema, en el apêndice A. La tabla lista 
dimensiones, o cantidades, en forma alfabética bajo cada uno de los siguientes 
encabezamientos: Fundamentales, Mecânicas, Eléctricas y Magnéticas. Para 
cada cantidad se detalla el símbolo matemático (como se usa en las ecuaciones), 
la descripción, la unidad dei SI y su abreviatura, las unidades equivalentes y las 
dimensiones fundamentales. 


tNótese que el símbolo para grado no se usa con los kelvin. En consecuencia, el punto de 
ebullición dei agua es 373 kelvin (373 K), no 373°K. Sin embargo, el símbolo de grado se conserva 
con los grados Celsius. 

í Un par de ecuaciones contienen temperatura; ninguna a la intensidad luminosa. 
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Se sugiere que cada nueva cantidad y unidad que se analice, el estudiante 
consulte la tabla y, en particular, se familiarice con las dimensiones fúndamen- 
tales para la cantidad. 


1-4 CÓMO LEER LOS SÍMBOLOS Y LA NOTACIÓN 

En este libro, las cantidades o dimensiones que sean escalares, como la carga Q, 
la masa M, o la resistência, R, están siempre en cursivas. Las cantidades que 
pueden ser vectores o escalares, son negritas cuando son vectores y cursivas 
cuando son escalares, por ejemplo: campo eléctrico eléctrico E (vector) o E (es¬ 
calar). Los vectores unitários son siempre puestos en negritas con un sombrero 
o acento circunflejo sobre la letra, por ejemplo, 4 o f.f 

Las unidades están en tipo redondo, o sea, no cursivo; por ejemplo, H para 
Henry, s para segundo, o A para ampere.í La abreviatura para una unidad se 
pone con mayúscula si la unidad se deriva de un nombre propio; si no, se usan 
minúsculas. Por ello, tenemos C para Coulomb, pero tenemos simplemente m 
para el metro. Nótese que cuando se escribe completo el nombre de Ia unidad se 
usan siempre minúsculas, aun cuando se deriven de un nombre propio. Los 
prefijos para las unidades están también en letra redonda, como n en nC para 
nanocoulomb o M en MW para megawatt. Véase en la tabla 1, Sec. A-l, en 
apêndice A, una lista completa de prefijos. 

Ejemplo 1 D = 4200 pC m~ 2 

significa que la densidad de flujo eléctrico D es un vector en la dirección 
positiva de x con una magnitud de 200 picocoulombs por metro cuadrado 
( = 2 x IO -10 coulomb por metro cuadrado). 

Ejemplo 2 V = 10 V 

significa que el voltaje V es igual a 10 volts. Distíngase cuidadosamente en¬ 
tre V (cursiva) para voltaje, V (redonda) para volts, v (negrita, minúscula) 
para velocidad y v (cursiva minúscula) para volumen. 

Ejemplo 3 S = 4 W m ” 2 Hz 1 

significa que la densidad de flujo S (escalar) es igual a 4 watts por metro 
cuadrado por hertz. Esto también se puede escribir S = 4 W/m 2 /Hz o 
4 W/(m 2 Hz), pero la forma W m 2 Hz' 1 es más directa y menos ambigua. 


t En alguna notación un vector puede indicarse por medio de una línea sobre la letra y un som¬ 
brero o acento '*) sobre el vector unitário. 

% En esa notación no se hace distinción normalmente entre cantidades (cursivas) y unidades 
(redondas). Sin embargo, se puede hacer la distinción colocando una línea bajo la letra para indicar 
cursivas o escribir la letra en forma distinta. 
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Nótese que para ser más concisos, se usan prefijos cuando sean apropiados 
en lugar de los exponentes. En consecuencia, la velocidad de la luz se daria 
como c = 300 Mm s" 1 (300 megametros por segundo) y no 3 x 10 8 m s “ l . Sin 
embargo, para resolver un problema se usaria la forma exponencial ya cono- 
cida (3 x 10 8 ms -1 ). 

Las unidades métricas modernas dei SI y las convenciones usadas aqui se 
combinan para dar una notación concisa, exacta y sin ambigüedades. 


1-5 NUMERACIÓN DE ECUACIONES 

Las ecuaciones importantes y las mencionados en el texto se numeran en forma 
consecutiva comenzando en cada sección. Cuando se hace referencia a una 
ecuación de diferente sección, su número está precedido por el número de 
capítulo y de sección. Así (14-15-3) se refiere al capítulo 14, sección 15, ecua¬ 
ción (3). Una referencia a esta misma ecuación dentro de la sección 15 dei capí¬ 
tulo 14, se leería simplemente como (3). Nótese que los números de capítulo y de 
sección están impresos en la parte superior de cada página. 


1-6 ANÃLISIS DIMENSIONAL 


Por motivos de corrección, es una condición necesaria que cada ecuación con- 
tenga unidades iguales dimensionalmente en ambos miembros de la ecuación. 
Por ejemplo, considérese la fórmula hipotética 



donde M = masa 

L = longitud 

D = densidad (masa por unidad de volumen) 

A = área 

Los símbolos dimensionales para el lado izquierdo son M/L, los mismos que se 
usan. Los símbolos dimensionales para el lado derecho son 

M M 

1? L ~T 

Por lo tanto, ambos lados de esta ecuación tienen las dimensiones de masa por 
longitud y la ecuación está correcta dimensionalmente. Esto no es una garantia 
de que la ecuación sea correcta, es decir, no es una condición suficiente para su 
corrección. Es, sin embargo, una condición neeesaria para que sea correcta, y 
con frecuencia es útil para analizar ecuaciones y determinar en esta forma si es¬ 
tán o no dimensionalmente congruentes. 
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El anátisis dimensional también es útil para determinar cuiftes son las di¬ 
mensiones de una cantidad. Por ejemplo, para encontrar las dimenaones de la 
fuerza, se hace u$o de la segunda ley de Newton que establece que 

Fuerza = masa x aceleración 

Puesto que la aceleración tiene las dimensiones de longitud entre tiempo al 
cuadrado, las dimensiones de la fuerza son 

Masa x longitud 
Tiempo 2 


o, en símbolos dimensionales 


ML 

Fuerza = -yj- 


PROBLEMAS t 

Grupo 1-1: Sec. 1-1. Historia electromagnética. 

1 - 1 - 1 . Unidades. Para cada una de las siguientes unidades llamadas así en honor a alguna persona, 
tcuâles fueron sus aportaciones? (fl) coulomb; (ó) ampere; (c) volt; (d) ohm; (e) farad; (/) hertz; (g) 
newton; (A) joule; (i) watt. 

1-1-2. Unidades. Menciónese por lo menos cuatro científicos famosos o inventores para quienes no 
se han designado unidades en su honor (todavia). 

1-1-3. Espectro electromagnético (<i) ^Cuántas octavas componen el espectro electromagnético de la 
figura 1-1? (b) ^Para cuántas octavas es transparente la atmósfera de la Tierra? 

Grupo 1-2: Secciones 1-2 a 1-6. Dimensiones, unidades y analisis dimensional. 

★ 1-2-1. Dimensiones y unidades. Proporciónense: (ff) la descripción dimensional, (A) las fórmulas 
dimensionales en términos de los símbolos M, L, T e /, y (c) las unidades dei SI para las siguientes 
expresiones: 

dl 

— donde / = longitud y t = tiempo 
dt 

J F dl donde F — fuerza 

dl 

dx 

★ 1-2-2. Dimensiones y unidades. Proporciónese la información pedida en el problema 1-2-1 para 
cada una de las siguientes expresiones: 

(o) p dv ; (b) V: (f) £; (í/)|e-ííI; (e)^; (/) ; (g) J; (h) BIl. 


t Las respuestas a los problemas planteados con asterisco se dan en el apêndice C. 







Problemas 


I 


* 1-2-3, Energia. La energia & (símbolos dimensionales ML 2 /T 2 ) es una cantidad física fundamental. 
Si ê se usa con M, L, T e / o Q (carga * 17) para los símbolos dimensionales fundamentaks de las 
cantídades, se nota por ejemplo, que 


_ ê 

Fuerza = — 

L 

Fem = - 

Q 

$ 

Flujo magnético = — 

Encuéntrese la notación mês concisa M, L, T, / y Q para (n) trabajo, {b) momento, (c) cantidad 
de movimiento, (d) potência, (e) campo eléctrico E, (/) densidad de flujo magnético 8 y (g) densidad 
de energia. 

* 1-2-4, Igualdad dimensional. (fl)iLa igualdad o congruência dimensional de una ecuaciòn es con¬ 
di ción necesaria para que sea correcta? (b) ^Es condición suficiente para su correcciòn? 




Áá CAMPO ELÉCTRICO 
ESTÁTICO 


2-1 INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se explican las relaciones básicas para los campos eléctricos es¬ 
táticos en el espacio libre. Estas relaciones incluyen la ley de Coulomb y la fuer- 
za por carga, la ley de Gauss y el flujo eléctrico y la superposición de campos. 
También se estudia la equivalência dei campo eléctrico al gradiente dei potencial 
eléctrico y dei potencial eléctrico a la integral de linea dei campo eléctrico, al 
igual que la ortogonalidad de las líneas de campo y los contornos equipoten- 
ciales; se consideran las capas de carga y se mencionan los conceptos simpli- 
fícadores de estaticidad e idealidad y las convenciones de positividad, direc- 
cionalidad de mano derecha y hacia afuera. 


2-2 FUERZA ENTRE CARGAS PUNTUALES 
Y LEY DE COULOMB 

Tales de Mileto, en sus primeros experimentos eléctricos observo que el âmbar 
frotado con seda atraía partículas de lino o de paja. En general, el âmbar o la 
matéria en su estado normal, o neutral, se considera que contiene cantidades 
iguales de electricidad (o carga eléctrica) positiva y negativa. El frotamiento 
transfiere parte de la carga de un objeto al otro, de manera que ya no son 
neutrales, haciéndose uno positivo y el otro negativo. 

La carga transferida consiste en electrones que son sacados mecánicamente 
de las órbitas exteriores dei âmbar. Puesto que se considera que los electrones 
tienen una carga negativa , el âmbar, deficiente en electrones, se dice que se car¬ 
ga positivamente. El âmbar retiene tal carga puesto que las cargas no son libres 
de moverse por esta sustancia. Este comportamiento es típico de los aisladores 
(o dieléctricos). Los metales, por otra parte, son capaces de conducir o permitir 
la fácil migración de cargas y se clasifican como conductores. 






Secc, 2-2 


Campo eléctrico estático 13 


«: 


r 



+ 

O 


r 


F 


r 


(Ò) Figura 2-1 Dos cargas puntuales dei mismo signo se re- 
pelen (a), pero de signos opuestos se atraen (ZO¬ 


EI experimento básico de la electrostática, descrito por Coulomb en 
1785,t utilizaba cuerpos pequenos cargados.J Los resultados de este expe¬ 
rimento están dados por la ley de Coulomb , que establece que la fuerza F entre 
dos cargas puntuales Q x y Q 2 es proporcional al producto de las cargas e in¬ 
versamente proporcional al cuadrado de la distancia r entre ellas, o sea, 



( 1 ) 


en donde k es una constante de proporcionalidad. En virtud dei efecto dei 
cuadrado inverso de la distancia, se dice que esta ley es una ley de cuadrado in¬ 
verso. La fuerza se ejerce en la dirección de la línea que une las cargas. Como se 
sugiere en la figura 2-1, la fuerza es hacia afuera (fuerza repulsiva) si las dos 
cargas son dei mismo signo, pero es hacia adentro (fuerza atractiva) si las 
dos cargas son de signo opuesto. 

En el sistema internacional la constante de proporcionalidad está dada por 



en dond e e es la permitividad dei medio en el que están situadas las cargas. Por 
medio dei análisis dimensional (1) se encuentra que e tiene las dimensiones de 
capacitancia por longitud, o, en simbolos dimensionales, T 4 / 2 /ML 3 . (La ca- 
pacitancia se estudia en la sección 3-8.) Launidad dei SI para la permitividad es 
el farad por metro (F m” J ). La permitividad dei vacío es 


£ 0 = 8.85 x 10“ 12 Fm -1 = 8.85 pFm' 1 




supone que el medio es el aire o el vacio. En consecuencia, para ser explícitos, la 
permitividad se da como e G , aunque se debe hacer notar que las ecuaciones de 
este capítulo también pueden aplicarse para c / £ 0 en un medio no limitado 
que sea isotrópico, homogéneo y lineal. La situación general de los médios para 
los que £ ^ f 0 se considera en detalle en el capítulo 3. 

t Charles A. de Coulomb, History Royal Acad. Sei. ( France ), 1785, pp. 569 y 579. 

í Ideal mente, es conveniente considerarias como cargas puntuales. Esta suposición no introduce 
error apreciable puesto que el tamafio dei volumen ocupado por las partículas cargadas es pequeho 
en comparación con las otras distancias consideradas. 
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La fuerza es un vector; es decir, tiene tanto magnitud como dirección y 
sentido. Al volver a formular (1) como ecuación vectorial y sustituyendo el 
valor de k, se tiene 


4jce 0 rf 2 


donde F = fuerza, N| 

f = vector unitário (véase la figura 2-1) apuntando en la dirección de la 
línea que une las cargas; por lo tanto F = íF 
Qi = carga 1, C 
Q 2 = carga 2, C 

( 0 = permitividad dei vacío, Fm -1 
r 12 = distancia entre las cargas puntuales, m 

Esta es la expresión vectorial completa para la ley de Coulomb establecida en 
unidades dei SI racionalizadas. Para demostrar la aplicación de esta ley se con- 
sideran los siguientes problemas. 


Ejemplo 1 . Una carga puntual negativa de 1 /xC está situada en el aire en el 
origen de un sistema de coordenadas rectangulares. Una segunda carga 
puntual negativa de 100 /xC está situada en el eje x positivo a una distancia 
de 500 mm dei origen. <,Cuál es la fuerza sobre la segunda carga? 


Solución. Según la ley de Coulomb, la fuerza es 

. (-io~ 6 )(-io~ 4 ) 

(4?r x 0.5 2 X10“ 9 /367 t) 

= + 43.6 N 

Esto es, existe una fuerza de 3.6 N (0.8 lb) en la dirección positiva de x 
sobre la segunda carga. 

Ejemplo 2, Dos cargas puntuales de 1 C cada una y dei mismo signo, están 
colocadas con 1 mm de separación en aire. ^Cuál es la magnitud de la fuer¬ 
za de repulsión? 


Solución. Según la ley de Coulomb, la fuerza es 

1 x 1 


F = 


= 9 x 10 15 N 


47te 0 x 10~ 6 
ss peso de 9.2 x 10* 1 toneladas 
w peso de 10 12 ton de EUA 

t Un newton es igual a la fuerza requerida para acelerar 1 kg 1 ms -2 . 
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La fuerza es suficiente para levantar millones de rascacielos o, aproxi¬ 
madamente, todos los edifícios de Estados Unidos en forma simultânea. 
[Nótese que la fuerza N en la superfície de la Tierra por causa de la gra- 
vedad es igual a la masa (kg) por 9.8 m s“ 2 .] 

La fuerza de Coulomb entre partículas cargadas se extiende más allá de 
tales situaciones macroscópicas, aun para las fuerzas que unen los electrones 
de un átomo a su núcleo o las fuerzas que unen los átomos en moléculas o en 
agregados mayores de forma sólida o líquida. Es literalmente la fuerza que 
mantiene los sólidos unidos. 


2-3 IDEALIDAD Y ESTATICIDAD 

El concepto de carga puntual empleado en la sección 2-2 es una idealización. En 
algunas situaciones encontradas en ciência y tecnologia, se menciona la idea- 
lidad para simplificar el problema. 

En los capítulos 2 y 3 es importante notar que es el campo eléctrico estático 
lo que se estudia. La implicación de ello es que todas las cargas y objetos están 
en reposo entre sí. Esto también tiene algo de idealización, pero que es útil 
para desarrollar los concepW básicos de la teoria dei campo. En los siguientes 
capítulos, se tratará la situación en condiciones de movimiento. 


2-4 INTENSIDAD DEL CAMPO ELÉCTRICO 

Considérese una carga eléctrica positiva puntual Q x colocada de forma rígida en 
el origen de un sistema de coordenadas polares. Si se lleva otra carga positiva 
puntual Q 2 a la vecindad de Q u ésta es accionada por una fuerza que se dirige 
radialmente hacia afuera y se hace mayor en la medida que Q 2 se aproxima a 
Qi- Puede decirse que Q x tiene un campo alrededor de ella en donde actúa la 
fuerza. En consecuencia, un campo es una región en donde actúan fuerzas. 

La naturaleza dei campo alrededor de la carga puntual está sugerida por el 
diagrama vectorial de la figura 2-2, siendo la longitud dei vector proporcional a 
la fuerza en el punto. 

Al dividir (2-2-2) entre Q 2 se pone la ecuación en la forma dimensional de 
fuerza por carga, o sea, 


F ^ fuerza 
Q 2 carga 

que tiene los símbolos dimensionales 

ML _ ML 
T*Q “ r 1 / 
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Figura 2-2 Carga puntual Q t con vectores que in- 
dican la magnitud y la dirección dei campo eléctrico 
asociado. 


Si Q 2 es una carga positiva de prueba o testigo, la fuerza por unidad de carga 
resultante se define como la intensidad de campo eléctrico E. Por lo tanto. 



donde Q 2 = carga de prueba o testigo positiva 
r = distancia entre Q 2 y Q\ 


(D 


La unidad dei SI de intensidad de campo eléctrico es el newton por coulomb 
(N C' 1 ). Como se verá después de la explicación dei potencial eléctrico (sec- 
ción 2-7), una unidad equivalente para la intensidad dei campo eléctrico es el 
volt por metro (V m“ l ). 

De acuerdo con (1), la carga puntual Q x está rodeada por un campo eléc¬ 
trico de intensidad E, que es proporcional a Q } y es inversamente proporcional 
a r 2 . La intensidad de campo eléctrico E es un vector que tiene la misma direc¬ 
ción de la fuerza F, pero que difiere en dimensiones y en magnitud numérica. 

La ecuación (1) no implica que la carga positiva de prueba tenga un valor 
de 1 C. Puede tener cualquier valor conveniente puesto que la relación de la 
fuerza (newtons) a la carga de prueba (coulombs) es independiente de la mag¬ 
nitud de la carga, ya que la carga de prueba no perturba al campo que se mide. 
Como se observo en el ejemplo 2 de la sección 2-2, 1 C representa una carga 
mucho mayor de las que se encuentran ordinariamente en los problemas es¬ 
táticos. En consecuencia, si se intenta utilizar una carga de prueba de 1 C, se 
tendería a perturbar las cargas cuyo campo se intenta medir. Por lo tanto, es 
necesario usar cargas de prueba de magnitud pequenas; de hecho, la carga de 
prueba debe ser lo suficientemente pequena para asegurar que no perturbe la 
confíguración de cargas cuyo campo se medirá. 

Si la carga de prueba se hace lo suficientemente pequena, se puede con¬ 
siderar como de magnitud o valor infinitesimal, de manera que el valor defi- 
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nitivo de la intensidad dei campo eléctrico en un punto viene a ser la fuerza AF 
sobre una carga positiva de prueba A Q dividida entre la carga (AQ) tomando 
como limite cuando la carga tiende a cero; es decir, 


E = 


lím 

AC-0 


AF 

ÃQ 


( 2 ) 


Realmente, la carga de prueba màs pequena que puede encontrarse es el elec- 
trón. Puesto que es una carga finita, se deduce que E no se puede medir con 
precisión ilimitada. Aunque esto es de importância en problemas atómicos, no 
interesa en los problemas de gran escala o macroscópicos que se tratan en este 
libro. En la práctica, E se mediría con una carga de prueba pequefía pero finita 
y, si esta carga es lo suficientemente pequena, E no diferiría apreciablemente de 
la medida con una carga de prueba infinitesimal o sumamente pequeha, como se 
da a entender según (2). 


Ejemplo: Una carga puntual negativa de 10 nC está situada en el aire en el 
origen de un sistema rectangular de coordenadas. <,Cuál es la intensidad de 
un campo eléctrico en un punto situado sobre el eje x positivo a 3 m dei 
origen? 

Solución. Por (1) la intensidad se da por 

10“ 8 

E = -i--5- 

(4jt x 3 2 )(10“V36 tt) 

= -S10 NC' 1 (oV m -1 ) 

Esto es, la intensidad de campo eléctrico es 10 N C ~ 1 (o 10 V m~ *) y es en 
la dirección negativa de x. 


2-5 POSITIVIDAD 

Será conveniente en lo sucesivo adoptar varias convenciones. 

1. Es conveniente definir el campo eléctrico, como en la sección 2-4, en tér¬ 
minos de carga positiva. En consecuencia, el campo electrónico en cualquier 
punto es en la dirección de la fuerza sobre una carga de prueba positiva 
colocada en ese punto. 

2. Es conveniente estandarizar los sistemas de coordenadas dextrórsum o de 
mano derecha. Por ejemplo, el sistema coordenado rectangular de kffigura 
2-3Ó, es de mano derecha puesto que al girar el eje xpositivo hacia el eje y 
positivo en la dirección de un tornillo de rosca derecha, el movimiento es en 
Ir dirección z positiva; este conjunto de ejes coordenados, conforme a lo 
dicho, puede denominarse conjunto positivo. El sistema de coordenadas 
rectangulares en la figura 2-3a es sinistrórsum o de mano izquierda puesto 
que al girar el eje x positivo hacia el eje y positivo en la dirección de un tor¬ 
nillo de rosca izquierda, el movimiento es en la dirección dei eje z positivo. 
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Figura 2-3 (a) Sistema de coor¬ 
denadas sinistrórsum o de mano 
izquierda y (6) dextrórsum o de 
mano derecha. El tomillo de rosca 
derecha al ser girado como se 
muestra se mueve en la direcdón 
+z. 


3. Es una consecuencia de Ia convención de positividad que el campo eléctrico 
que rodea una carga positiva es hacia afuera {véase figura 2-2). Una con¬ 
secuencia posterior es que se toma como direcdón positiva de la normal en 
cualquier punto de una superfície cerrada como la normal hacia qfuera. 

EI concepto de positividad es inherente a las definiciones y, como ya se ex- 
plicó, se asocia también con las definiciones de direccionalidad de mano derecha 
y hacia afuera. 


2-6 CAMPO ELÉCTRICO DE VARIAS CARGAS PUNTUALES 
Y EL PRINCIPIO DE LA SUPERPOSICIÓN DE CAMPOS 

Puesto que el campo eléctrico en una carga puntual es función lineal dei valor 
de la carga, se deduce que los campos de más de una carga puntual se pueden 
superponer linealmente por medio delaadicióndevectores. Como generalización, 
este hecho se puede enunciar como el principio de la superposición aplicado a 
los campos eléctricos como sigue: 

El campo total o resultante en un punto es la suma vectorial de los campos 
componentes individuales en el punto. 

En consecuencia, consultando ta figura 2-4, la intensidad de campo de la 
carga Q, en el punto P es E, y de la carga Q 2 es E 2 . El campo total en P de- 
bido a ambas cargas es el vector suma de Ej y E 2 , es decir E, como se indica en 
la figura. 



Figura 2-4 Suma de vectores de campos debidos a dos car¬ 
gas puntualcs iguales dei mlsmo signo que da como resul¬ 
tado el campo total E. 
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Figura 2-5 Suma vectorial de campos debidos a dos cargas desiguales de signos opuestos para dar ei 
campo resultante o total E. 


Ejemplo 1. Una carga Q t de 1 nC está situada en el origen (x = 0, y = 0) 
y una carga Q 2 de-2 nC se sitúa en el eje j» a 1 m dei origen (x = 0, y = 1), 
como se muestra en la figura 2-5. Encuéntrese la intensidad dei campo eléc¬ 
trico total en el punto P sobre el eje x a 2 m dei origen (x = 2, y = 0). 


Solución. El valor vectorial dei campo eléctrico E t en el punto P (2, 0) en 
virtud de la carga Q t en el punto (0, 0) es, según (2-4-1), 

10 ~ 9 

1 “ *(4tt x 2 2 Xl<T 9 /367t) 

= X2.25NC -1 

La magnitud dei campo E 2 en el punto P en virtud de la carga Q 2 en (0, 0) 
es 

E x IO" 9 

2 (4;r x 2.24 2 )(10“ 9 /367t) 

= —3.59 N C -1 


El valor vectorial de E 2 está dado por 

E 2 = —43.59 cos a 




59^na, 


-- S3 - 59 2T4 + >3 - 59 2k 


= -43.2 + 5^1.6 NC' 1 

donde 4 = vector unitário en la dirección x 
$ = vector unitário en la dirección y 


El campo vectorial total E en P puede obtenerse por adición gráfica de vec- 
tores de E, y E 2 , o analiticamente como sigue: 

E = 4(2.25 - 3.2) + $1.6 

\ 
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Figura 2-6 Geometria para notación vectorial 
dei campo E en el punto .PCx; y t z) debido a la 
carga Q en z,). 


o en las formas tanto rectangular como polar 

E = — 40.95 + $1.61 = 1.86 /120.7° N C _1 

En notación vectorial, se tiene, en general, que E en el punto P (pc, y, z) a 
causa de la carga Q en un punto (xj, y lf z ( ) (véase la Fig. 2-6) está dada por 

r Q * Q 


E = 


r| 4ne 0 r 2 


= í 


4ne 0 r 2 


(NC- 1 ) 


( 1 ) 


donde t = — = - = vector unitário en la dirección dei vector r donde r( = I r I f) 
l r l r 

tiene la longitud r y la dirección de P desde la carga Q y donde, en coorde¬ 
nadas rectangulares, 

r = 4(x - Xj) + $(.y - >>!) + 2(z - zj 

r = V(x - xj 2 + ly - JJ 2 + (z - z,) 2 

<?[*(* - x t ) + f(y - + á(z - zj\ 


E = 


( 2 ) 


4tc£ 0 [(^ - *i) 2 + (y - y i) 2 + (z - zj 2 ] 3 ' 2 
Ejemplo 2. Repitase el ejemplo 1 de la figura 2-5 usando notación vectorial. 
Solución. Se tiene 

Q x (1 nQen*! = 0, y x — 0, z x ~ 0 

Q 2 ( — 2 nC)enx 2 = 0, y 2 = 1, z 2 = 0 

Punto P en x = 2, j’ = 0, z = 0 ^ 

Por lo tanto, de (2), 

El = 9[x2 — = *2.25 + $0 + Í0 N C“ 1 


E, = 


[ 4 ] 3/2 

-18[S2 - $1 + Í0] 

[5F 2 


= -&3.2 + $1.61 + áONC 
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Sumando E x y E 2 se obtiene la E total en P como sigue: 

E = E : + E 2 = —xO.95 + y 1.61 + 20NC " 1 


2-7 POTENCIAL ELÉCTRICO ESCALAR 

Considérense dos puntos, x x y x 2 , situados en un campo eléctrico E uniforme, 
paralelo a la dirección x. Muévase una carga de prueba positiva en x 2 en la 
dirección negativa de x hacia x u como en la figura 2-7. El campo ejerce una 
fuerza sobre la carga de manera que requiere trabajo mover la carga contra 
la fuerza. La cantidad de trabajo por unidad de carga es igual a la fuerza por 
unidad de carga (o intensidad de campo E) por la distancia a través de la que se 
mueve la carga. En consecuencia, 

E(x 2 — x t ) = trabajo por unidad de carga (joules/coulomb, J C“ *) (1) 

Las dimensiones son 

Fuerza . . , trabajo 

-x longitud =- 

Carga carga 

o bien, 

MLL _ ML 1 

~f T Q~ f 3 / 

En unidades dei SI la relación es 

Newtons joules 

——:-— x metros =--- 

Coulomb coulomb 

Las dimensiones dei trabajo por carga son las dei potencial. En el ejemplo 
(Fig. 2-7), el trabajo o energia por unidad de carga, que se requiere para trans¬ 
portar la carga de prueba desde x 2 hasta x x se denomina diferencia de potencial 
eléctricof de los puntos x 2 y x v El punto x x tiene el potencial más alto puesto 
que se necesita trabajo para alcanzarlo desde el punto x 2 . En consecuencia, al 
movemos de x 2 a x, (oponiéndonos al campo E), se experimenta un aumento o 
elevación de potencial. La unidad dei potencial eléctrico V es el volt (V) y es 
igual a 1 JC _i . Entonces, el potencial eléctrico se puede expresar tanto en 
joules por coulomb como en volts. 

Newtons joules 

7 ;—:— r- x metros =-=-— = volts 

Coulomb coulomb 

t Potencial, en general, es la medida de la energia por alguna clase de cantidad imitaria. Por 
ejemplo, la diferencia de potencial gravitacional al nivel dei mar y a 100 m sobre dicho nivel es igual 
al trabajo requerido para elevar 1 kg masa, o la* masa de un kilogramo desde el nivel dei mar a una 
altura de 100 m en contra dei campo gravitatorio de la Tierra. El potencial es una cantidad escalar; 
es decir, tiene magnitud pero no tiene dirección. 
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Dividiendo entre metros, se obtiene 


Newtons 

Coulomb 


volts 

metro 


intensidad dei campo eléctrico 


Entonces, la intensidad dei campo eléctrico E se puede expresar tanto en new¬ 
tons por coulomb como en volts por metro. 


Ejemplo: Considérese que el campo eléctrico uniforme de la figura 2-7 tiene 
una intensidad E de 10 V m ' l . Si la distancia x 2 - x x es de 100 mm, icuàl 
es la diferencia de potencial entre los dos puntos? 

SoLUCióN.De (1) el potencial eléctrico está dado por 

V = 10 x 0.1 = 1 V 

Esto es, el potencial de x í es 1 V más elevado que el potencial de x 2 . 

Considérese en seguida el caso de un campo no uniforme como existe en la 
vecindad de la carga puntual positiva Q (Fig. 2-8a). El campo eléctrico E es 
radial y es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia r a la carga Q. 
La energia por coulomb requerida para mover una carga de prueba positiva de 
r 2 a r x a lo largo de una trayectoria radial es igual a la diferencia de potencial, 
o elevación, V 2l entre los puntos. Esto dará por 

V 2l = CdV= - r i Edr (V) 

Jr 2 Jr 2 

El signo negativo se debe a que el movimiento de r 2 a r x es opuesto al sentido 
dei campo. Sustituyendo el valor de E de (2-4-1) da 



donde V x = potencial en el punto r x 
V 2 = potencial en el punto r 2 

La diferencia de potencial en (2) es positiva puesto que se debe realizar 
trabajo para mover la carga positiva de prueba de r 2 a r 1 en contra dei campo. 
Sin embargo, si el movimiento es de r x a r 2 ,^l campo realiza trabajo sobre la 
carga y existe una caída de potencial (diferencia de potencial negativa). 



x ij Trayectoria x 2 


Figura 2-7 Trayectoria lineal en un campo 
eléctrico uniforme. 
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V 

/ 

• + Q m- 

\ 


r, Trayectoria r t 


\ 


Figura 2-8 a Trayectoria lineal en un campo eléc¬ 
trico no uniforme. 


Si el punto r 2 (Fig. 2-8 a) se lleva al infinito, se define arbitrariamente como 
un potencial de cero. En consecuencia, (2) se convierte en 


K = 


Q 

4ne 0 r 1 


(V) 


(3) 


Este potencial es llamado el potencial absoluto dei punto r x a causa de la carga 
Q. Es inversamente proporcional a la distancia de Q al punto r x y es, por de- 
finición, el trabajo requerido por coulomb para llevar una carga positiva de 
prueba desde el infinito hasta el punto r x . 


2-8 POTENCIAL ELÉCTRICO ESCALAR COMO INTEGRAL 
DE LÍNEA DEL CAMPO ELÉCTRICO 

En la sección 2-7 la carga de prueba se desplazaba por la trayectoria más corta 
entre dos puntos. Realmente, la trayectoria seguida no es importante puesto que 
la diferencia de potencial está determinada únicamente por la diferencia de poten¬ 
cial entre los dos puntos extremos de la trayectoria. En consecuencia, remitién- 
dose a la figura 2-8a, el potencial en el punto r x respecto al potencial en el pun¬ 
to r 2 se dice que tiene un valor único; o sea que sólo puede tener un valor, 
independientemente de la trayectoria seguida entre r 2 y r { . Cuando la trayecto¬ 
ria de la carga de prueba no es paralela a E sino que tiene un ângulo 9 , como en 
la figura 2-86, la diferenciade potencial V 2 \ entre los puntos x 2 y x x es igual a la 
longitud de la trayectoria x 2 — x x multiplicada por la componente de E pa¬ 
ralela a ella. Por lo tanto, V 21 = (x 2 - x x )E cos 9. 

Si la carga de prueba se mueve perpendicularmente a la dirección dei cam¬ 
po (0 = 90°), no se realiza trabajo y por ello se dice que esta trayectoria es una 
línea equipotenciaL Es una propiedad importante de los campos que las lineas 
de catnpo y equipotenciales sean ortogonales. 

Se considera en seguida el caso en que la trayectoria de la carga de prueba 
sea una curva. Entonces la diferencia de potencial entre los puntos extremos de 
la trayectoria está dada por el producto dei elemento infinitesimal de la longitud 
de la trayectoria dl y la componente de E paralela a ella, integrada a lo largo de 
la longitud de la trayectoria de a a b. Para la trayectoria en el campo uniforme 
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Figura 2-8 b Trayectoria lineal en un campo eléctrico 
uniforme a un ângulo 0. 

E de la figura 2-9, el aumento infinitesimal de potencial dV entre los extremos 
dei elemento de trayectoria dl está dada por 



dV = — E cos 0 dl = —E • d\ (1) 

donde dl = | di | = magnitud dei elemento de trayectoria d\ 

8 = ângulo entre d\ y el campo E 

Un aumento de potencial (diferencia positiva de potencial dV) requiere que 
la componente dei movimiento paralela a E sea opuesta al campo. Por ello el 
signo positivo en (1). Integrando (1) entre los puntos ay b se obtiene el aumen¬ 
to en el potencial V ab entre los puntos a y ò. En consecuencia, 



<Jq 


E cos 8 dl = 


í 

Jq 


E dl 


( 2 ) 


Viendo la trayectoria en zigzag de la figura 2-9, nótese que las contribuciones al 
trabajo ocurren solamente cuando la trayectoria tiene una componente paralela 
a E. Entonces, el trabajo para ir de a a b es la suma de los incrementos de 
trabajo a lo largo de los elementos paralelos a E(0 = 180°) de la trayectoria zig- 
zagueante, tomados en el limite cuando los incrementos tienden a cero, sin con- 
tribución al trabajo de los elementos de la trayectoria zigzagueante perpendi¬ 
culares a E (8 = 90°). 

La integral que contiene a dl en (2) se llama integral de línea . Entonces, el 
aumento de potencial entre a y b es igual a la integral de linea de E a lo largo de 
la trayectoria curva de a a b. Tal como se expresa en (2), el resultado puede ex- 
presarse tanto en forma escalar (con cos 8) como en forma vectorial, como 
producto escalar o producto punto. 



Figura 2-9 Trayectoria curva en un campo eléctrico 
uniforme. 
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EjempLo 1. En la figura 2-9, sea E en cualquier punto en la dirección +x e 
igual a 10 V m~ 1 (un campo uniforme). Sea x x = 1 m. Encuéntrese V ab 


Solución. Según (2) 


i i*o 

E cos 0 dl = — E dx *= E = + 10 V 



Considérese ahora la situación en que la trayectoria de la carga de prueba 
sea curva y el campo eléctrico no sea uniforme. Supóngase que el campo no 
uniforme se debe a una carga puntual +Q como en la figura 2-10. La inten- 
sidad de campo producida por una carga puntual está dada por (2-4-1). Sus- 
tituyendo ésta en (2) y poniendo también dr = cos 6 dl, donde dr es un elemento 
infinitesimal de la distancia radial, da 



(V) 


(3) 


Poniendo b = r, y a = r 2 se produce un resultado idêntico que con (2-7-2), 
donde la trayectoria es a lo largo de una línea radial. 

Exemplo 2. Sea la carga positiva Q, figura 2-10, igual a 233 pC. Además, 
sea a = 400 mm y b = 100 mm. El medio es aire. Encuéntrese el poten¬ 
cial absoluto V a en a, el potencial absoluto V b en b y el aumento de po¬ 
tencial V ab 

Solución. 


V a = 




Vab = V b - V a * 15 V 



5 - 


Figura 2-10 Trayectoria curva en un campo eléctrico no 
uniforme. 
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El trabajo para mover una carga de prueba a lo largo de un contorno o 
superfície equipotencial es cero (0 = 90°). La cantidad máxima de trabajo por 
distancia unharia es desarrollado al moverse en forma normal (perpendicular) a 
una superfície equipotencial. Ello coincide con la dirección dei campo. 

El trabajo para transportar una carga de prueba alrededor de una trayec- 
toria cerrada en un campo estático es cero puesto que la trayectoria comienza y 
termina en el mismo punto. Entonces, los limites superiores e inferiores de las 
integrales de (2) se vuelven uno solo y el resultado es cero. Una propiedad dei 
campo eléctrico estático es, entonces, que la integral de línea de este campo en 
una trayectoria cerrada es cero; esto es. 


<j)E-d1 = 0 (4) 

Un campo para el que se cumple la ecuación (4) se denomina campo conser- 
vativo o laminar . Se concluye que la diferencia de potencial entre dos puntos 
cualesquiera de un campo conservativo es independiente de la trayectoria. 


2-9 RELACIÓN ENTRE LAS LÍNEAS DE CAMPO ELÉCTRICO Y 
LOS CONTORNOS EQUIPOTENCIALES; ORTOGONALIDAD 

Una línea de campo indica la dirección de la fuerza que se ejerce sobre una car¬ 
ga positiva de prueba introducida en d campo. Si se suelta la carga, se mueve en 
la dirección de la línea de campo. 

En un campo uniforme, las líneas de campo son paralelas, como en la fi¬ 
gura 2-11. Una sola línea de campo no proporciona información acerca de la 
intensidad dei campo; indica sólo la dirección. Sin embargo, midiendo el tra¬ 
bajo por coulomb que se necesita para mover una carga positiva de prueba a lo 
largo de la línea de campo, se puede determinar la diferencia de potencial a lo lar¬ 
go de la línea. Mientras más grande sea la diferencia de potencial entre dos pun¬ 
tos separados por una distancia unitaria, más intenso es el campo. En un 



0 10 20 30 40 50 mm 


Figura 2-11 Líneas de campo (con¬ 
tinuas) y líneas equipotenciales (dis- 
continuas) de un campo eléctrico 
uniforme. 























Secc. 2-9 


Campo eléctrico estático 27 


campo uniforme la diferencia de potencial por longitud unitaria es constante, de 
manera que las líneas equipotenciales (que son ortogonales a las lineas de cam¬ 
po) están espaciadas igualmente. En el ejemplo de la figura 2-11, la intensidad 
de campo eléctrico es 0.2 V mm" 1 , de modo que los contornos equipotenciales a 
intervalos de 1 V son lineas paralelas espaciadas a cada 5 mm. A una de las 
lineas, tomada arbitrariamente se le asigna un potencial de cero, de manera que 
los potenciales mostrados son relativos a esta línea. 

Considérese ahora el caso de un campo no uniforme como el que existe en 
la vecindad de la carga puntual positiva Q de la figura 2-12. Si en este campo se 
suelta una carga positiva de prueba, ésta se moverá radialmente alejándose de la 
carga Q, de modo que las líneas de campo son radiales. La intensidad de campo 
varia en forma inversa al cuadrado de la distancia. En la figura 2-12 esto es 
sugerido por el hecho de que las líneas de campo se separan al aumentar la dis¬ 
tancia a Q. El potencial absoluto es inversamente proporcional a la distancia de 
Q, Si Q = 10 pC, los contornos equipotenciales para 20, 10, 5 y 3 V se mues- 
tran entonces como círculos concêntricos en la figura 2-12. 

Hay que notar que el aumento de potencial es siempre en dirección opuesta 

aE. 



Escala de distancia 

_i_ _i ___-_J 

10 20 30 mm 


Figura 2-12 Líneas de campo (continuas) y líneas equipotenciales (discontinuas) en un campo eléc¬ 
trico no uniforme. 
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2-1# CAMPOS DE DOS CARGAS PUNTUALES IGUALES 
DE SIGNOS OPUESTOS Y DEL MISMO SIGNO 

El campo eléctrico en un punto P a causa de dos cargas puntuales + Q y —Q es 
igual a la suma vectorial de los campos en P debidos a cada una de las cargas 
por separado. Esto se muestra en la figura 2-13. El potencial Ken P es igual a la 
suma algebraica de los potenciales en P debidos a cada carga sola. 

Un mapa de las lineas de campo (continuas) y los contornos equipotenciales 
(punteadas) se muestra en la figura 2-13 para las cargas puntuales +Q y —Q 



Figura 2-13 Variación de campo eléctrico y potencial alrededor de un dipolo eléctrico que consiste 
en cargas positiva y negativa de 140 pC separadas por 127 mm. Las lineas continuas son lineas de 
campo y las lineás discontinuas son contornos equipotenciales, con su nivel de potencial indicado en 
volts. 
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Figura 2-14 Variación de campo eléctrico y potencial alrededor de dos cargas iguales positivas de 
140 pC separadas por 127 mm. Las líneas continuas son lineas de campo y las Hneas discontinuas 
son contornos eqüipotenciales, con su nivel de potencial indicado en volts. 

separadas 127 mm. Los contornos eqüipotenciales estàn dados en volts para X) 
= 140 pC. La configuración de cargas de la figura 2-13 constituye un dipolo 
eléctrico con una separaciôn de 127 mm. 

En contraste con lo anterior, se consideran ahora dos cargas puntuales 
iguales dei mismo signo (positivo) como en la figura 2-14. Se muestra un mapa 
de líneas de campo (continuas) y de contornos eqüipotenciales (punteados) para 
una separaciôn de carga de 127 mm. Los contornos eqüipotenciales estáfl dados 
en volts para Q = 140 pC. La única diferencia entre las configuraciones de car¬ 
ga de lás figuras 2-14 y 2-13 es que la carga de abajo es positiva. 

Cerca de cada carga el efecto de la otra es pequeflo; y las equipoten- 
crales sôn círculos como los que hay alrededor de una carga puntual aisla- 
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da. Para distancias intermedias, las líneas equipotenciales tienen las formas 
mostradas en la figura 2-14. Es de interés particular la linea equipotencial en 
forma de 8 (V = 39.5 V) que se cruza sobre si misma en el punto P, donde E = 0. 
Este punto se llama punto singular. En dicho punto, el campo y las lineas 
equipotenciales no son perpendiculares. 

Nótese que en tres dimensiones las lineas equipotenciales (punteadas) son 
superfícies generadas por rotación de las figuras 2-13 y 2-14 alrededor dei eje 
(vertical) que pasa por las cargas. 


2-11 DENSIDAD DE CARGA Y DISTRIBUCIONES 
CONTINUAS DE CARGA 


La densidad de carga eléctrica (promedio) p es igual a la carga total Q en un 
volumen v dividida entre el volumen. Entonces, 



La densidad de carga eléctrica tiene las dimensiones de carga por unidad de 
volumen, o en símbolos dimensionales, Q/L 3 = /T/L 3 . La unidad dei SI para la 
densidad de carga es el coulomb por metro cúbico (C m -3 ). 

Suponiendo que la carga eléctrica pueda estar distribuída de manera con¬ 
tinua a través de una región, se puede definir el valor de la densidad de carga p 
en un punto P como la carga AQ en un elemento de volumen pequeflo Av 
dividida entre el volumen, tomando el limite de esta razón cuando el volumen 
tiende a cero alrededor dei punto P. En símbolos. 


P = 


lím 

0 


AQ 

Av 


( 2 ) 


Esto da el valor p en un punto y define así p como una función de punto. 

Será conveniente usar esta definición de p, pero hay que hacer notar que se 
basa en la suposición de que la carga eléctrica está distribuída de manera con¬ 
tinua. Realmente, la carga eléctrica no está distribuída de manera continua sino 
que está asociada con partículas discretas (electrones o átomos) separadas por 
distancias atômicas finitas. No obstante, la suposición de una distribución con¬ 
tinua de carga (una idealización) no conduce a un error apreciable puesto que la 
región contiene muchos átomos o electrones, y las distancias consideradas son 
grandes comparadas con las dimensiones atómicas. La suposición de distri¬ 
bución continua de carga se puede aplicar a los problemas macroscópicos o de 
gran escala tratados en este libro, pero no seria aplicable a problemas sobre es- 
tructura atómica en donde la naturaleza discontinua de la distribución de carga 
se debe tomar en cuenta. 

La densidad de carga p, aqui analizada, algunas veces se llama densidad 
volumétrica de carga, para distinguiria de la densidad superficial de carga y de 
la densidad lineal de carga. La densidad superficial de carga p s da la carga por 
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unidad de área (coulombs por metro cuadrado, C m -2 ), en un punto en una 
distribución continua de carga en la superfície. La densidad lineal de carga p L 
da la carga por unidad de longitud (coulombs por metro, Cm" 1 ), en un punto 
de una distribución continua de carga en una línea. Tanto p s como p L son fun¬ 
ciones de punto que pueden definirse como en ( 2 ), con un elemento de super¬ 
fície o de línea en sustitución dei elemento de volumen. 


2-12 POTENCIAL ELÉCTRICO DE DISTRIBUCIONES 
DE CARGA Y EL PRINCIPIO DE LA SUPERPOSICIÓN 
DEL POTENCIAL 


Puesto que el potencial eléctrico escalar debido a una sola carga puntual es fun- 
ción lineal dei valor de su carga, se concluye que los potenciales de más de una 
carga puntual pueden superponerse linealmente por adición escalar (algebraica). 
Como generalización, este hecho puede enunciarse como el principio de super- 
posición aplicado al potencial eléctricot como sigue: 

El potencial eléctrico total en un punto es la suma algebraica de los poten¬ 
ciales individuales componentes en el punto. 

En consecuencia, si solamente están presentes las tres cargas puntuales Q lt 
Qz y Q 3 en I a figura 2-15, el potencial eléctrico total (trabajo por unidad de 
carga) en el punto P está dado por 



donde r x = distancia de Q t a P 
r 2 = distancia de Q 2 a P 
r 3 = distancia de Q 3 a P 

Esto se puede expresar con un signo de sumatoria. Por lo tanto, 


K = 


— I- 

H«=i r„ 


( 2 ) 


Si la carga no está concentrada en un punto sino distribuída a lo largo de 
una línea, como en la figura 2-15, el potencial en P debido a esta distribución 
lineal de carga es 


Vl 


1 

4ké 0 



(V) 


(3) 


donde p L = densidad lineal de carga, Cm -1 
dl = elemento de longitud de línea, m 
Se efectúa la mtegración en toda la longitud de la línea. 

t Aunque se quiere decir potencial eléctrico escalar, la palabra escalar serà omitida normalmente 
por brevedad. 
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r 


Figura 2-15 Potencial eléctrico en P es la suma algebraica de los potendales debidos a las distri- 
buciones de carga puntual, lineal, superficial y volumétrica. 

Cuando la carga está distribuída en una superfície, como en la figura 2-15, 
el potencial en P producido pór esta distribución superficial de carga es 



(4) 


(V) 


donde p s = densidad superficial de carga, Cm 2 
ds = elemento de superfície, m 2 

La integración se realiza en toda la superfície de carga. 

Para una distribución volumétrica de carga, como en la figura 2-15, 



(5) 


(V) 


donde p = densidad (volumétrica) de carga, C m 3 
dv = elemento de volumen, m 3 

La integración se realiza a través dei volumen que contiene la carga. 

Si las cargas puntuales, la distribución lineal de carga, la distribución 
superficial de carga y la distribución volumétrica de carga de la figura 2-15 se 
presentan todas simultàneamente, el potencial eléctrico total en el punto P 
debido a todas estas distribuciones es, por el principio de superposición, la suma 
algebraica de los potendales componentes individuales. Así pues, en general, 


V= V p +V L +V x + V, : 


(6) 
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obien; 


o 

. Vü 

tJ- 

II 

(?H 

Í7 á, + J 

+ 

qg| ^ 


(7) 


Ejemplo. Como se muestra en la figura 2-16, un cuadrado que tenga 1 m 
por lado y el medio sea aire, tiene una carga puntual = +1 pC en el 
vértice superior derecho, una carga puntual Q 2 = -10 pC en el vértice in¬ 
ferior derecho y una distribución lineal de carga de densidad uniforme 
p L = + 10 pC m " 1 a lo largo de la arista izquierda. Encuéntfese el potencial 
en el punto P en el centro dei cuadrado. 


Solución. El potencial de P debido a las cargas puntuales es 

1 /IO” 12 io- n \ 

K '-4^(õ^-Õ7Õ7)-- 0115V 



Figura 2-16 Cargas lineal y puntuales para ejemplo que ilustra 
la superposición dei potencial eléctrico. 


El potencial ón P producido por la distribución lineal de carga es 


1 çy=0.S 

L ' 47t£ 0 J,.= -o. 


10 


-11 


v/0.5 2 + r 


:dy = +0.158 V 


El potencial total en P es entonces 

v= v p + V L = +43 mV 


El principio de superposición establecido para los casos «speciales de 
potencial en esta sección y para los campos en la sección 2-6, puede aplicarse, en 
general, a cualquier cantidad que esté relacionada linealmente con su causa. Los 
campos o potenciales eléctricos en un punto son funciones lineales de las cargas 
que los producen y, en consecuencia, se pueden superponer (por adición vec- 
torial para los campos y por adición escalar para los potenciales). 


2-13 CAMPO ELÉCTRICO COMO GRADIENTE 
DE POTENCIAL ELÉCTRICO 

La devadón de potencial entre dos puntos a lo largo de una línea de campo 
déctríco es una medida dei gradiente dei potencial, en la misma forma que un 
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aumento en ta elevación entre dos puntos en una cuesta es una medida de 
gradiente de la cuesta. Más específicamente, et gradiente dei potencial en un 
punto se define como el aumento de potencial AF a traves de un elemento d 
kmgitud Aí a lo largo de una llnea de campo dividida entre A/, tomado el 
limite de esta razón cuando Al tiende a cero. Por lo tanto, 

d) 


Gradiente de F = lím 

Al - * 0 


AF 


dV 
' ~dl 


En forma más completa, el gradiente de F es un vector cuya direccion es a 
lo largo de una línea de campo con una magmtud dada segun (1). Puesto qu 
ocurre un aumento de potencial cuando se mueve en contra dei campo electnco 
(véase sección 2-8), la dirección dei gradiente es opuesta a la dei campo. Por 

ello, 

Gradiente de F = — E 
En notación más simbólica puede escribirse 


Gradiente de V = grad F = VF = -E 


( 2 ) 


en donde grad F expresa el gradiente de F. Como se estudiará en la siguiente 
sección, el gradiente de Ftambién se expresa con el operador nabla, o dei, V, 

como VK 


2-14 GRADIENTE EN COORDENADAS RECTANGULARES 

En esta sección se deducirá una relación para el gradiente en coordenadas rec- 
tangulares. Para hacerlo, considérese la distribución de potencial electnco de a 
figura 2-17. El trabajo por coulomb para traer una carga positiva de prueba 
hasta el punto P (en el origen de las coordenadas) es de 104 V. Este es el poten¬ 
cial absoluto F en P. El potencial en cualquier punto es una funcion de x y de y 
y su variación se indica por los contornos equipotenciales. El campo es uni¬ 
forme. En consecuencia, los contornos son rectos, paralelos e iguamene 
espaciados. No existe variación respecto a z (perpendicular a la pagina), bn 
el campo eléctrico es conforme se indica con el vector E, perpendicular a la linea 

eQUÍ Considérese ahora el cambio de potencial a lo largo de un elemento infi¬ 
nitesimal de la longitud de trayectoria en la dirección x(y = constante). Enton- 

ces 


-= £ cos a = E x 

dx 

donde ol = ângulo entre E y el eje x 

E x = componente de E en la dirección x 
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flfva 2-17 Distribución de potencial con campo eléctrico E en un punto P. 


En forma semejante, para un elemento infinitesimal de longitud de trayectoria 
en la dirección y, 


— = E cos p = E, 


donde /? = ângulo entre E y el eje y 

E y = componente de E en la dirección y 

Por el principio de superposición, el campo total E en el punto P es la suma 
vectorial de los campos componentes en el punto. Entonces, 



Así pues, el gradiente en este caso bidimensional rectangular es igual a las 
derivadas respecto a x y y dei potencial sumadas vectorialmente. 

Ejemplo. Supóngase que en la figura 2-17 el potencial disminuye de acuer- 
do a 2 V m 1 en la dirección xyyen 1 Vm“ 1 en la dirección y. Encuén- 
trese el campo eléctrico E. 

Solución. grad V = -x2 - yl 

y E = -grad V = *2 + $>1 = 2.24 /26.6° V m" 1 

Por lo tanto, E tiene una magnitud de 2.24 V m" 1 y está dirigido en un ân¬ 
gulo de 26.6° respecto al eje x positivo (a = 26.6°). 

El caso bidimensional considerado arriba puede extenderse fácilmente a 
tres dimensiones. Por lo tanto, como se muestra en la figura 2-18, existen com¬ 
ponentes de campo en el origen en las tres direcciones coordenadas como sigue: 


xE x = x£ cos a = — x — 
õx 
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y E y = y£ cos 0 = -S-ãj 
JV 

z E z = z E cos y = —z — 


Por el principio'de superposición, el campo total E en el origen es la sumavec- 
torial de los campos componentes, es decir. 


E = 


( A õV J V 



(d 


donde la relación en el parêntesis es la expresión completa en coordenadas rec- 
tangulares para el gradiente de V. A menudo es conveniente considerar que esta 
expresión es el producto de V y el operador nabla (V). Por lo tanto, en coor¬ 
denadas rectangulares 


d , S A d 
v -*S + í ãí + i & 


( 2 ) 


La cantidad V es un operador vectorial. Carece de significado hasta que sé 
aplica. Tomando el producto de V y V se tiene el gradiente de V. Esto es, 

ÕV . ÔV Á dV j t/ i? (Vi 

sv = + St + = ê rad v= -E 

dx dy õz 

Las expresiones para el gradiente en otros sistemas de coordenadas estàn dadas 
en la tercera de forros de este libro. 



Figura 2-18 Componentes de campo eléctrico en coor¬ 
denadas rectangulares. 
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2-15 DlROLO ELÉCTRICO Y 
MOMENTO DE DIPOLO ELÉCTRICO 

La combinación de dos cargas puntuales iguales Q de signos opuestos separados 


por una pequefla distancia / se llama dipolo eléctrico y el producto Ql es el 
momento del dipolo eléctrico . Si las dos cargas se sobrepusieran, el campo 
resultante seria cero. Sin embargo, cuando Ias dos cargas se separan, aun por 
una distancia pequefla, existe un campo resultante finito (véase figura 2-13). 

Al considerar la separación entre las cargas como un vector 1, apuntando la 
carga negativa hacia la positiva como en la figura 2-19, el momento dei dipolo 
puede expresarse como un vector Ql con la magnitud de Ql y la dirección de 1. 
Remitiéndose a la figura 2-19, el potencial de la carga positiva en el punto 

.Pes 



47té 0 r, 


El potencial de la carga negativa en P es 


-Q 


4n Ê 0 r 2 


El potencial total V en P es entonces 



Si el punto P está a una distancia grande comparada con la separación / de 
manera que las lineas radiales r,, r, y r 2 son esencialmente paralelas, se tiene de 
manera aproximada que 


r i ~ r ~ 2 cos ® y r 2 = r + 2 cos & 

donde r = distancia dei centro dei dipolo al punto P 
0 = ângulo entre el eje dei dipolo y r 


Eje dei 
dipolo 


-Q 



Figura 2-19 Dipolo eléctrico. 
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De aqui que el potencial V a una distancia r de un dipolo eléctrico es 


Ql cos 0 
4ne 0 r 2 


(V) 


0 ) 


en donde se supone que r es mayor que / (r l) de manera que los términos en 
l 2 pueden despreciarse en comparación con los de r 2 . 

Es conveniente considerar la ecuación (1) como el producto de cuatro fac- 
tores que incluyen el momento dei dipolo, el ângulo, la distancia y una constan¬ 
te, característica dei sistema de unidades empleado. Asi pues, 


V = Ql cos 0 


1 


1 

4ne 0 


( 2 ) 


Momento Factor Factor de Constante 

dipolar t de ângulo distancia 

Las expresiones para el potencial y también para el campo eléctrico de dipolos 
(y cuadripolos y configuraciones de orden mayor) también contienen estas 
cuatro clases de factores. 

Para encontrar el campo eléctrico dei dipolo de la figura 2-19 es convenien¬ 
te hacer uso dei operador gradiente estudiado en la sección precedente. Por lo 
tanto, se toma el gradiente dei potencial dado por (1), obteniéndoset 


E = 


ÕV q 1 ÕV ç Ql cos 6 ^ ^ Q\ sen 0 
ôr r ÕO ~ 2ne 0 r 3 4ne 0 r 3 


(3) 


donde f = vector unitário en dirección de r (véase figura 2-20) 
9 = vector unitário en dirección 6 
l = separación entre las cargas dei dipolo Q 


De acuerdo con (3), el campo eléctrico tiene dos componentes, como se muestra 
en la figura 2-20, una en la dirección r ( E r ) y otra en la dirección 0 (£„). En con- 
secuencia 

E = tE r + ê£ 9 (4) 


o bien, 


Ql cos 
2t ie 0 r 3 


Ql sen 6 
4ne 0 r 3 


(Vrn -1 ) 


(5) 


En estas ecuaciones se impone la restricción de que r P I. 

Por un procedimiento similar al anterior, es posible obtener las relaciones 
de potencial y de campo para configuraciones de carga más complejas, por 
ejemplo, el cuadripolo u octipolo mostrados en la figura 2-21 (véase problema 
2-3-17). Las variaciones dei potencial y dei campo con la distancia para estas 
configuraciones se listan en la tabla 2-1, junto con los factores de distancia para 
un dipolo y una carga simple. Obsérvese que cuanto mayor es el orden de la 
configuración de cargas, el potencial o el campo cae más rápido con la distan¬ 
cia. 


+ Véase en la tercera de forros de este libro el gradiente en coordenadas esféricas. 
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figura 2-20 Campos componentes y campo total E a una 
distancia r de un dipolo eléctrico. 


Cuadripolo 


© 

© 

© 

© 


(a) 


Octipolo 



Figura 2-21 Configuración de carga: 
para un cuadripolo (a) y para un oc¬ 
tipolo (b). 


También se nota que para cualquier configuración dada, el campo decrece más 
rápidamente que el potencial. 


Tabla 2-1 Factor de distancia de potencial 
eléctrico y campo eléctrico para diferentes 
configuraciones de carga. 



Potencial 

Campo 

Configuración 

eléctrico V 

eléctrico E 

Una sola carga 

T~ 1 

r~ 2 

Dipolo 

r~ 2 

r ~ 3 

Cuadripolo 

r“ 3 

r“ 4 

Octipolo 

r -4 

r -5 
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2-16 FLUJO ELÉCTRICO 

tfoZJoLl a m dada como « donde ^ es d - J secaôn transver¬ 
sal dei tubo. Entonces, d flujo eléctrico para un tubo esta dado por 

ij/ = DÁ (C) 

donde D = densidad de flujo promedio, C m 2 

/I = área de la sección transversal dei tubo, m 


En forma más general se tiene 

yj, = JJ D • ás = JJ D n ds (C) 


( 1 ) 


La relación «*« ,«e d M. **£££££$£. S?í*£ 

»+■ '»£° f 0 r-"io s i" " £ 

tubos de flujo que conecten +0 Y V* rAr a^ es iaual a Q En forma se- 
nasan Dor el plano infinito que separa las cargas «igual a y. 

mejante, al integrar D en un plano infinito se obtiene Q, o bien 




(C) 


( 2 ) 


plano iníinilo 


■a -i nomnn piArtrico alrededor de una simple carga 


E = í 




~ 4nr 

La segunda ecuación tiene las dimensiones de carga por unidad de área, o de 
densidad de flujo eléctrico. Se deduce que 

Q 


D = f 


4nr 2 


(3) 


o bien 


D = e 0 E 


(4) 


donde D = densidad de flujo eléctrico. Cm 2 

e 0 = permitividad dei vacío, Fm _ i 

E = intensidad dei campo eléctrico, V m 

t i i..,w .. Iwrinr aue las liacas da campo tennlnan cp una cwga ne^tiva igml distribuídas Ml ri 
interior de una esfera colocada en el infinito. 
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Tubos de flujo 


Plano infinito 


Figura 2-22 Campo eléctrico entre dos car¬ 
gas puntuales de signos opuestos con tubos 
de flujo que las unen. Los tubos siguen las 
lineas dei campo eléctrico. Cada tubo tiene 
una cantidad constante de flujo. 


De acuerdo con (4), la densidad de flujo y la intensidad de campo son vectores 
con la misma dirección. Esto es cierto para todos los médios isotrópicos, es 
dedr, médios cuyas propiedades no dependen de la dirección. 

Puesto que 47tr 2 es igual al área de una esfera de radio r, se concluye que 
la magnitud de D en el radio r es idêntica a la densidad superficial de carga, que 
dcurriría si la carga Q estuviera distribuída uniformemente en una esfera de 
radio r, en lugar de concentrada en el centro (véase figura 2-23). 



Figura 2*23 Campo eléctrico de una 
carga puntual positiva aislada Q. La 
densidad de flujo D a un radio r es la 
misma que la densidad superficial de 
carga sobre la esfera si Q estuviera 
uniformemente distribuida sobre la es¬ 
fera. 
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2-17 FLUJO ELÉCTRICO SOBRE UNA SUPERFÍCIE 
CERRADA; LEY DE GAUSS 

En la figura 2-24, está situada una carga puntual positiva Q en el centro de una 
esfera imaginaria de radio r. La cantidad infinitesimal de flujo eléctrico que 
pasa a través dei elemento de superfície ds está dada por 

di/s = D • ds 

Integrando esta expresión en la esfera de radio r, se obtiene el flujo total a 
través de la^sfera 

i/f = j"J D • ds (!) 

Se nota que D es en todas partes normal a la superfície esférica, de manera que 

D • ds = D ds 

donde D = |D| = magnitud escalar dei vector D 
ds = I ds | = magnitud escalar dei vector ds 

De acuerdo con (1) y (2-16-3) 



Según la figura 2-24, ds = (r d6)(r d</> sen 6) = r 2 sen 0 dO d<l >, y el ângulo sólido 
díí subtendido por el elemento esférico de área de la superfície ds es ds/r - 
dfi = sen 0 itO d<f>; por lo tanto 

-êíj-srr—* 

= ^-[-cos0]S J d# = ^ X 2 X 2n = Q (3) 

En consecuencia, el flujo eléctrico total sobre la esfera (obtenido por integra- 
ción de la componente normal de la densidad de flujo D en la esfera) es igual a 
la carga Q encerrada en la esfera. 

Se podría obtener et resultado para este caso especial de una manera mas 
simple, multiplicando D = Q/4nr 2 por el área de la esfera (4m- 2 ). Pero si la carga 
no está en el centro de la esfera, o si existe una distribución de carga encerrada 
por una superfície de forma arbitraria, el resultado no es tan obvio. Sin embar¬ 
go, aplicando una relación matemática formulada por Kar! Friednch Gauss en 

1813, la situación se puede generalizar como sigue: . 

El flujo eléctrico a través de cualquier superfície cerrada es igual a la carga 

encerrada. 

Esta es la ley de Gauss para los campos eléctricos. 




2-17 


Campo eléctrico estático 


z 



Figura 2-24 Carga puntual Q en el origen de 
un sistema coordenado esférico. 


Puesto que la integral de superfície de la componente normal de la den- 
sidad de flujo eléctrico D da el flujo a través de la superfície, se tiene 



(C) 


(4) 


donde Q es la carga total o neta encerrada. Esta carga puede también expresarse 
como la integral de volumen de la densidad de carga p , de manera que la ley de 
Gauss está dada por 



(5) 


donde la integración de superfície se realiza para la superfície cerrada y la in- 
tegración de volumen a través de la región encerrada. Una notación alterna de 
la ley de Gauss es 



( 6 ) 


donde = integral doble, o de superfície, sobre toda la superfície cerrada 
} v = integral triple, o de volumen, en toda la región encerrada 

La ley de Gauss es el teorema básico de la electrostática. Es una consecuen- 
cta necçsaria de la ley dei cuadrado inverso (ley de Coulomb). Entonces, si D 
para que una carga puntual no varie de l/r 2 , el flujo total en una superfície que 
la encierre no seria igual a ia carga. 

En capítulos posteriores se explicará un conjunto de cuatro relaciones elec¬ 
tromagnéticas fundamentales conocidas como las ecuaciones de MaxwetL Estas 
ecuaciones pueden expresarse tanto en forma integrai como diferencial (pun- 
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toall La ecuación (6) es una de esas relaciones en su forma integraL Más ex- 
pSa^nS, es la L »cid» de Maxwell de la ley de Gaux. En la seccrbn 3-22 se 

Cindia la misma ecuación en su forma diferencial o puntual. 

Para ejemplificar la ley de Gauss, se analizarán varias situaciones en las 
siguientes secciones. 


2-18 CASCARÓN CON CARGA 

Consultando la figura 2-25», supóngase que una carga positiva Q ! está^distri¬ 
buída uniformemente sobre un cascarbn o esfera hueca maginarraderadio 
El medio es aire. Aplicando la ley de Gauss, integrando D sobre una superlic 
esférica (radio r, - dr) sólo dentro de la esfera hueca de carga, se tiene 

(D 


E • ds = 0 


hueca de carga, se tiene, despreciando partes infimtesimales, 

( 2 ) 


£ 0 j) E • ds = e 0 E Anr\ = Q 


o bien, 


E = 


^Jt£ 0 rj 


(3) 


Fste valor de intensidad de campo es idêntico a aquél que se encuentre a un 
L 7 íesde una ciga puntual Q. Se puede concluir que el campo dentro dei 
cícarón de carga es el mismo que si la carga Q estuviese concentrada enelcen- 
tro Resumiendo, el campo debido a un cascarón esferico de carga es siempre 


E = 0 dentro r < r t 


E = f 


47t£ 0 r 


7 fuera 


r > 


(4) 


(5) 


La variación de E en función de r se ilustra en la figura 2-25b.t 

El potencial absoluto en un radio r fuera dei cascarbn esta dado por 


■-r 


E-dr 


( 6 ) 


t Nótese que una carga puntual en el to £ddS 

superfície de área finita en un radio r, da un E ^ CU “f ° r ^ densidad sup erficial de car- 
volumétrica de carga p de una carga puntual es mfmua, mentiu ?“Y 
ga p, dei cascarón de carga cs finita. En e) caso presente, p, Ql i ■ 




2-18 


Campo eléctrico estético 45 



x 


(a) 


(b) 


(c) 


Figura 2-25 Cascarón esférico cargado 
uniformemente con gráficas que mues- 
tran la varíadón de la intensidad dei 
/ campo eléctrico E, el potencial eléctrico 
V y la densidad superficial de carga P„ 
como una fundón de la distancia radial 


Al introducir el valor de E obtenido en (5), 

y _ q r* Q 

4ne 0 J x r 2 4ne 0 r 

En el cascarón, donde r = r u se tiene 


47t£ 0 ri 


(V) 


(7) 

( 8 ) 


Puesto que E dentro dei cascarón es cero, no se requiere trabajo para introducir 
tina carga de prueba y por lo tanto el potencial es constante, stendo igual al 
valor sobre el cascarón. Resumiendo, el potencial eléctrico en cualquier punto 
debido a un cascarón esférico de carga de radio r, es 

V = 4^ dm,r0 r S r ' W 


v = 


4ne 0 r 


fuera 


( 10 ) 


La variación de V en función de r se ilustra por medio de la figura 2-25 c. La 
variación de la densidad superficial de carga p s se muestra en la figura 2-25d. 
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La densidad superficial es cero en todas partes excepto en r = r u en donde tiene 
un valor de Q/4nrl, como se indica con la línea vertical o pico. 

Debe observarse que el potencial es continuo, siendo (9) y (10) iguales en el 
cascarón (r = rj. Sin embargo, el campo eléctrico es discontinuo y brinca 
súbitamente de cero justo dentro dei cascarón, a un valor Q/47 iê 0 '‘i justo fuera 
dei cascarón. Esto proviene de la suposición de que el cascarón de carga tiene 
un espesor cero. 


2-19 CONDUCTORES Y CARGAS 1NDUC1DAS 

Un conductor puede conducir o transportar carga eléctrica. En condiciones es¬ 
táticas un conductor se define como un medio en el que el campo eléctrico siem- 
pre es cero. Se deduce que todas las partes de un conductor deben estar al mis- 
mo potencial. Los metales como el cobre, el bronce, el alumínio y la plata son 
ejemplo de conductores. 

Cuando un conductor metálico se introduce dentro de un campo electnco, 
diferentes partes dei conductor adquirirían diferentes potenciales si no fuese por 
el hecho de que los electrones fluyen en el conductor, hasta que se forma una 
distribución superficial de carga que reduce el campo total en el conductor a 
G ero. í Se dice que la distribución superficial de carga consiste en cargas in- 
ducidas. El campo en el que se coloca el conductor puede denominarse campo 
aplicado E a , mientras que el campo producido por la distribución superficial de 
carga puede ser llamado campo inducido E, . La suma dei campo aplicado y el 
inducido da como resultado un campo total en el conductor igual a cero. Aun- 
que el campo total dentro dei conductor sea cero después de que se haya alcan- 
zado una situación estática, el campo total no es cero mientras las cargas in- 
ducidas estén en movimiento, esto es, mientras estén fluyendo comentes. 

Para resumir, en condiciones estáticas el campo eléctrico en un conductor 
es cero y su potencial es una constante. La carga puede residir en la superfície 
dei conductor y, en general, la densidad superficial de carga no necesita ser 

constante. 


2-20 CASCARÓN CONDUCTOR 

Un cascarón conductor inicialmente descargado, de radio interior a y radio ex¬ 
terior b (espesor de pared b — d), se muestra en sección transversal en la figura 
2-26. Supóngase una carga puntual + Q colocada en el centro dei cascarón. Esto 
puede hacerse introduciendo la carga a través de un orifício en el cascarón, que 
K tapa después que la carga esté dentro 4 La carga puntual tiene un campo 


t Los electrones en la órbita más externa de los átomos de un conductor están unidos tan débil¬ 
mente que emigran con facilidad de átomo a átomo bajo la influencia de un campo eléctrico. 

t Esta es una versión idealizada de un experimento efectuado primero por Faraday, usando un 
balde o recipiente para hido. 
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Cargas inducidas 


Casca rón 
conductor 


Figura 2-26 Cascarón conductor de espesor de pared 
b — a con carga puntual Q en el centro. 


déctrico radial. Llámese a éste el campo aplicado E fl . Para que sea cero el cam¬ 
po total E en la pared conductora se requiere un campo inducido E ; dentro de 
la pared, tal que 



E fl + E; = E = 0 

(1) 

o bien, 

w 

1 

II 

w 

(2) 


El campo inducido E ; es producido por una distribución de cargas negativas in¬ 
ducidas en la pared interna dei cascarón y cargas positivas inducidas en la pared 
externa dei cascarón, como se sugiere en la figura 2-26. Se aplica la ley de Gauss 
a esta situación para determinar cuantitativamente la magnitud de las cargas in¬ 
ducidas. 

Supóngase que una esfera imaginaria designada como con un radio de 
a — dr, está situada justo dentro de la cara interna dei cascarón como en la figura 
2-27. Por la ley de Gauss, la integral de superfície de la componente normal de 
D llevada a esta esfera debe ser igual a +Q. Esto es, 


cj> Dds = +Q (3) 

JS! 


Al aplicar la ley de Gauss a la esfera S 2 de radio a + dr, justo dentro dei con¬ 
ductor, puesto que el campo total E en el conductor es cero, se tiene 


D * ás = e 0 d) E * ds = 0 

s 2 


(4) 


Por lo tanto, la carga total dentro de la esfera S 2 debe ser cero. Se deduce que 
una carga — Q está situada en la superfície interna de la pared dei cascarón. 
Puesto que el cascarón estaba originalmente descargado, esta carga Q negativa, 
producida por una migración de electrones hacia la superfície interna, debe 
dejar una deficiência de electrones, o carga positiva Q, en la superfície externa 
dei cascarón. Se supone que las cargas superficiales residen en una capa infi¬ 
nitesimalmente fina. 
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Casca rán 
conductor 


' Figura 2-26 Cascarón conductor de espesor de pared 

Cargas inducrdas b — a con carga puntual Q en ei centro. 


Cargas ii 


eléctrico radial. Llâmese a éste el campo aplicado E fl . Para que sea cero el cam¬ 
po total E en la pared conductora se requiere un campo inducido E f dentro de 
la pared, tal que 


( 1 ) 


E a + E f = E = 0 


o bien, 


( 2 ) 


El campo inducido E ( es producido por una distribución de cargas negativas in- 
ducidas en la pared interna dei cascarón y cargas positivas inducidas en la pared 
externa dei cascarón, como se sugiere en la figura 2-26. Se aplica la ley de Gauss 
a esta situación para determinar cuantitativamente la magnitud de las cargas in¬ 
ducidas. 

Supóngase que una esfera imaginaria designada como con un radio de 
a — dr, está situada justo dentro de la cara interna dei cascarón como en la figura 
2-27. Por la ley de Gauss, la integral de superficie de la componente normal de 
D llevada a esta esfera debe ser igual a +Q. Esto es, 


£ 


(3) 


D • ds = + Q 


Al aplicar la ley de Gauss a la esfera S 2 de radio a + dr , justo dentro dei con¬ 
ductor, puesto que el campo total E en el conductor es cero, se tiene 



(4) 


Por lo tanto, la carga total dentro de la esfera S 2 debe ser cero. Se deduce que 
una carga —Q está situada en la superficie interna de la pared dei cascarón. 
Puesto que el cascarón estaba originalmente descargado, esta carga Q negativa, 
producida por una migración de electrones hacia la superficie interna, debe 
dejar una deficiência de electrones, o carga positiva Q, en la superficie externa 
dei cascarón. Se supone que las cargas superficiales residen en una capa infi¬ 
nitesimalmente fina. 
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Casca rón 
conductor 


Figura 2-27 Cascarón conductor de espesor de pared 
b—a con superfícies de integración. 


Al aplicar la ley de Gauss a la esfera S 3 de radio b + dr, justo en el lado 
exterior de la superfície externa dei cascarón, se tiene entonces. 


j 1 

J s 3 


D • ds = +Q 


(5) 


Para resumir, la carga + Q en el centro dei cascarón induce una carga exac- 
tamente igual pero negativa -Q en la superfície interna dei cascarón y esta, a 




Campo 

total 

E 



(c) 




(g) 


' 1 —-- 

T 




(h) 



Figura 2-28 Cascarón conductor de 
espesor de pared b — o con gráficas 
que muestran U variación dei campo 
aplicado el campo indurido E i . d 
campo total E, el potencial V la den- 
sidad superficial de carga p s con car¬ 
ga Q en el centro {b, c, d y é) t y con 
carga solamente en el exterior de la 
concha (f, g, h, ei). 
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su vez, produce una carga positiva igual + Q distribuida en la superfície externa 
dei cascarón. Los tubos de flujo que se originem en +Q en el centro, terminan 
en la carga igual negativa en el lado interno dei cascarón. No hay campo total y 
no hay flujo en la pared dei cascarón. Fuera dei cascarón, los tubos de flujo 
continúan de la carga + Q en la superfície exterior como si no estuviese presente 
el cascarón. La variación de los campos componentes E fl (aplicados) y E ; (in- 
ducidos) como una función de r se ilustra en la figura 2-28ó. La variación dei 
campo total E se muestra en la figura 2-28c. 

Si se conecta un alambre conductor de la superfície interna dei cascarón a 
la carga + Q en el centro, los electrones fluirán y reducirán la carga en el centro 
y en la superfície interna a cero. Sin embargo, la carga + Q permanece en la 
superfície externa dei cascarón. Esto produce un campo aplicado solamente ex¬ 
terno al cascarón (r > b) y dei mismo valor que antes. No hay campo inducido 
en ninguna parte. En consecuencia, el campo total es idêntico al campo aplicado 
y es cero para r < b como se muestra en la figura 2-28/y g. El resultado final se 
pudo conseguir de una manera más simple, en primer lugar, al aplicar la carga 
+ Q en el lado externo de la esfera conductora originalmente descargada. 

La variación de V y p s como una función de r cuando la carga + Q está en 
el centro de la esfera se indica en la figura 2-28tí y e, mientras que la variación 
cuando la carga está solamente en el exterior dei cascarón se muestra en la fi¬ 
gura 2-28 h e i\ 


PROBLEMASf 

Nota: Un esquema hecho con cuidado es un buen primer paso en la solución de cualquier problema. 

Oupo 2-1: Secciones 2-1 a 2-6. Ley de Coulomb, intensidad de campo eléctrico y superposición de 
campos. 

*2-1-1. Dos cargas puntuales y la ley de Coulomb. Una carga puntual positiva de 5 pC se localiza en 
(0.20) mm (x = 0, y = 20 mm) y otra carga semejante en (20.0) mm. Encuéntrese la magnitud y la 
dirección de la fuerza F sobre una carga positiva de 20 nC en (20.20) mm. 

2-1-2. Campo eléctrico de dos cargas puntuales. Con cargas puntuales delOpC en (0.50) mm (.x = 0, 
y = 50 mm) y (50.0) mm, encuéntrese la intensidad de campo eléctrico E en (50.50) mm. 

*2-1-3. Levitación de una bola cargada. Dos bolas dieléctricas de 5 g, de pequefio diâmetro pueden 
correr libremente sobre una cuerda vertical no conductora. Cada bola porta una carga negativa de 
2 //C. Encuéntrese la separación si se impide que la bola menor se mueva. 

*2-1-4. Campo eléctrico de tres cargas puntuales alineadas. Una carga de + 1 C está situada en (—1, 
0), una carga de —2C en (0, 0), y una carga de +1 C en (1, 0) m. Encuéntrese la intensidad dei cam¬ 
po eléctrico E en (0, —1) m. 

2-1-5. Campo eléctrico de tres cargas puntuales en los vértices de un cuadrado. Una carga de 1 Q está 
situada en (^2, v /2) m. una carga de 2 Q en {-/l, y/l) m, y una carga de 3 Q en {-y/l, -y/l) m. 
S Q = 4h x 8.85 pC, encuéntrese la intensidad de campo eléctrico E en (0, 0) m. 

*2-1-6. Campo eléctrico en el eje de cuatro cargas en un plano. Con cargas puntuales de 5 nC en (—2, 
0, 0), (0, —2, 0), (2, 0, 0) y (0, 2, 0) m, encuéntrese el campo eléctrico E en (0, 0, 3) m {x = 0, y = 
0,z = 3m). 


tLas respuestas a los problemas planteados con ★ se dan en el Apêndice C. 
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cuéntrense las coordenadas en que el campo electnco E . . 

centro de cualquiera de sus caras. 

Í.M. w. d, pardal. Eneuéntrese E e» d pun.o <1,2, 3)» “cbido . u» CHW pun.ud 

«g. — Eneuéntrese E en e. pun.o (2.4. 3) m «d. . ™ — ■”* 

acuerdo con Ncwton, la fuerra entre dos tttasas puntuales estâ dada po 


donde F = fuerza, N 

i = vector unitário, sin dimensiones 
r = distancia entre las mas as, m 
M x = masa l, kg 
M 2 = masa 2, kg 

G = constante de la gravitación universal 


: 6.7 X 10“ 11 N m 2 kg 


=SSttl*«-í - ™» laTlerr. considerada conto una mas» pontua, en «t 
/ . Tierra v sea r = radio de la Tieira. Véase el Apêndice A-2. 

equilibrar atnreciOnen una sec- 

situado en el segundo cuadrante). Eneuéntrese V y E en el ongen. 

Pnlenclal d, » <«. C„«« pnn.ua.es de 1 nC ,„ân — « ■» P™°> 

( _4^ 6)j (_ 3 , _7) y (6, -5) m. Eneuéntrese V en el punto (5, 3) m. 


Cup. 2-2: Seeclones 2-7.2-14. Md .MH» «H«. M*- * «-• 

ga, mapas de campo y gradiente. r cituada 

en (l, 1) y otra carga puntual de —20 pC en t 
V en (1, 0) m. 

2-2-2 Potencial y campo de dos cargas puntuales positivas. Dos cargas puntuales de f nC estân 

. . muitos Í1 D v (_1 —1) m. (o) Eneuéntrese el potencial eléctrico escalar 

on U gen a (0, e 0). («Eneuéntrese la intensidad dei campo eléctrico E en el mismo punto. 
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*3-2-3. Potencial y campo de dos cargas puntuales iguales de signos opuestos. Una carga puntual de 
250 pC està situada en (1, 1) y una carga puntual de —250 pC en (—1, —1) m. (a) Encuéntrese el 
potencial eléctrico escalar V en el origen (0, 0). (6) Encuéntrese la intensidad dei campo eléctrico E 
en el mismo punto. 

2-2-4. Potencial de dos cargas puntuales en el eje jc. Dos cargas puntuales de 500 pC estàn situadas 
en (—500, 0) y (500, 0) mm. Encuéntrese el potencial eléctrico escalar V en (0, 1000) mm. 

2-2-5. Potencial de tres cargas puntuales en el eje jr. Tres cargas puntuales de 333 pC están situadas 
en (—500, 0), (0, 0) y (500, 0) mm. Encuéntrese el potencial eléctrico escalar V en (0, 1000) mm. 

2-2-6. Potencial de cinco cargas puntuales en el eje jc. Cinco cargas puntuales de 200 pC están si¬ 
tuadas en (—500, 0), (—250, 0), (0, 0) (250, 0) y (500, 0) mm. Encuéntrese el potencial eléctrico es¬ 
calar Ken (0, 1000) mm. 

*2-2-7. Potencial de carga lineal en el eje x. Una carga lineal uniforme de 1 nC está situada a lo largo 
dd eje jc entre los puntos (—500, 0) y (500, 0) mm. Encuéntrese el potencial eléctrico escalar V en ((0, 
1000) mm. 

2-2-8. Equivalência de cargas puntuales y lineales. Los problemas 2-2-4, 2-2-5, 2-2-6 y 2-2-7 invo- 
Kucran la misma carga total (1 nC), distribuída ya sea uniformemente o en puntos discretos a lo lar¬ 
go dei eje x entre (—500, 0) y (500, 0) mm. iCuántas cargas puntuales iguales espaciadas unifor- 
memente y que totalicen 1 nC se requeririan entre los mismos puntos sobre el eje x para dar un 
potencial V en (0, 1000) mm que esté dentro dei 1 Vo dei valor para la carga lineal uniforme con¬ 
tinua dei problema 2-2-7? 

*2-2-9. Dos cargas lineales a lo largo dei eje jc. Una carga lineal uniforme de - An x 8 85 pC m 1 es¬ 
tá situada entre los puntos (—5, 0) y (—2, 0) m y otra carga lineal semejante pero positiva entre 
(2, 0) y (5, 0) m. (a) Encuéntrese el potencial eléctrico escalar Ken (1, 0) m. (ò) Encuéntrese la inten¬ 
sidad dei campo eléctrico E en el mismo punto. 

2-2-10. Integral de línea. Calcúlese la integral de línea de A de (2, 1) a (4,2) donde 

A = r 

r 

*2-2-11. Normal a un plano. Encuéntrese la normal unitaria al plano definido por la ecuación 2x + 
3y + 6z = 12. 

2-2-12. Potencial de una distribución lineal cosenoidal comparada con distríbuclón puntual y 

uniforme, (a) Una carga lineal se extiende entre los puntos (1, 0) y (3, 0) m con una distribución 
dada por 


p L = 200 cos - .\ (pC m ') 

Encuéntrese el potencial V en el origen (0, 0). (ó) Encuéntrese el potencial V en el origen si la carga 
lineal está concentrada en el punto (2, 0). (c) Encuéntrese el potencial V en el origen si la carga lineal 
está distribuída de manera uniforme entre (1, 0) y (3, 0) (misma carga total), {d) Si (b ) y (c) se con- 
sideran como aproximaciones a (a), £cuâles son las diferencias porcentuales entre [ (b) y (a), y entre 
<c)y (*)]'> 

2-2-13. Potencial y campo de anillo de carga. Un anillo circular de 1 m de radio centrado en el 
origen y situado en el plano xy tiene una carga de 1 nC distribuída uniformemente en él. (a) Encuén¬ 
trese el potencial eléctrico escalar V sobre el eje dei anillo (eje z ) a una distancia de 1 m dei anillo, 
esto es j en el punto (0, 0, 1)| (ó) Encuéntrese la intensidad dei campo eléctrico E en el mismo 
punto. 

2-2-14. Potencial y campo de una espira cuadrada de carga. Una espira cuadrada de 2 m por lado, 
situada en el plano xy tiene una carga de 1 nC distribuída de manera uniforme, (a) Encuéntrese el 
potencial eléctrico escalar V a una distancia de 1 m, medido perpendicularmente desde el centro de 
la espira [punto (0, 0, 1)] (b) Encuéntrese la intensidad dei campo eléctrico E en el mismo punto. 
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B 



io largo de la línea A A '. Nótese que el campo E es inversamente proporcional al espaciamiento entre 
ios contornos equipotenciales. Este problema es apropiado para resolverse con una computadora. 

2^2-28. Mapa dei campo de ocho cargas puntuales. Ocho cargas puntuales iguales, positivas o ne¬ 
gativas, se localizan en los puntos {x, y ) de (100, 100), (100, 250), (100, 400), (250, 100), (250, 400), 
(400, 100), (400, 250) y (400, 400) mm. Usando un programa de computadora y uno de las confi- 
guraciones de carga de la figura P2-2-28a (u otras combinaciones), obténgase un mapa de contornos 
graficados por computadora dei área 0 < a < 500 y 0 < v < 500 mm y márquense los contornos 
jon el potencial (voltaje) apropiado. El mapa real puede dibujarse a un tamafto conveniente menor 
wüe 500 mm por 500 mm, aplicando un factor de escala, Todas las cargas son de ± i nC, de modo 
cue el potencial en cualquier punto es 


V = 




(V) 


Hágase el intervalo de contornos de 1 a 2 V. En la figura P2-2-28 a se muestran los contornos a in¬ 
tervalos de solamente 5 a 10 V, excepto en las regiones interesantes, en donde el intervalo es de 1 V. 
Las lineas gruesas de la figura P2-2-28fl son los contornos de potencial cero. Se sugiere que se es¬ 
criba el programa para calcular el potencial en los puntos de una red de 50 x 50 puntos (2 500 pun¬ 
ias). El programa entonces calcula la ubicación de las lineas de contorno equipotenciales. Para 
evàar potenciales infinitos, el mapa se puede terminar dentro de 5 unidades de cada carga o cuando 
d potencial total exceda de un valor especifico. 
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Figura P2-2-28 (o) Mapas de contornos de potencial generados por computador para diferentes 
configuraciones de ocho cargas de la misma magnitud y signos que se indican. La línea pesada es el 
contorno de potencial cero. 


Complètese el mapa dibujando un número apropiado de líneas de campo eléctrico con flechas. 
Obsérvese que estas líneas deben cruzar siempre los contornos equipotenciales en ângulo recto. 
Nótese que donde las líneas equipotenciales estàn más cerca entre sí, el campo es mâs fuerte y en 
donde están muy separadas el campo es más débil. 

Finalmente, prepare una gráfica de voltaje dei potencial a lo largo de vários bisectores dei mapa 
(verticales. horizontales o diagonales) como se hizo para el mapa de muestra de la figura P2-2-28<> 
en la figura P2-2-28<\ 

2-2-29 Carga lineal. Una carga lineal de longitud / está situada en coincidência con el eje x con un 
extremo en el origen y el otro en ,x = /. Si la densidad lineal de carga varia con x 2 encuèntrese Ken 
un punto *1 donde a , > /. 




















* l%n P2-2-28 (b) Mapa detallado para ocho cargas con intervalo de contornos de 1 V. 



5432101 2345 

f cm X 2.5 


Punto 

central 


figura P2-2-28 (c) Gráfica de voltaje para mapa de 
campo de ocho cargas (Fig. P2-2-286). 
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2-2-30. Lâmina de carga con un orifício. Una lâmina infinita de densidad de carga uniforme p, está 
situada en coincidência con el plano xy en z — 0. La lâmina tiene un orifício de radio r centrado en 
d origen. Encuéntrese (a) V y (b) E para los puntos a lo largo dei eje Z- 

2-2-31. Carga lineal parabólica. Una lineaparabólica de carga con vértice en el origen y foco enx = 
1 m se extiende 4 m en las direcciones +y y —y. Si p L = 2 nC m ' l , encuéntrese (a) Vy (b)E en el 
foco. 

2-2-32. Gráficas de potencial. La variación dei potencial de una carga puntual en el origen se mues- 
tra en la figura P2-2-32 a lo largo de Uneas paralelas al eje x, pero desplazadas de él. Un programa 
de muestra en BASIC se usa para generar la figura que se da. De igual forma, genérense las figuras 
para (a) 2, (ó) 3 y (c) 4 cargas puntuales situadas con espaciamiento uniforme a lo largo dei eje x. 
Nótese que la Y dei programa corresponde al potencial V. Su desplazamiento desde el eje x está 
dado por los términos que involucran 100 (= 10 2 ), 400 (= 20 2 ), etc. 

]10 HGR 

]20 HCOLOR=7 

]30 FOR X = 20 TO 256 STEP 1 

]40 Y = 1000/ {(138 - X) A 2 + 100) A .5 

]50 HPLOT X + 20 , Y + 40 

]60 Y = 1000 / ((138 - X) A 2 + 400) A .5 

]70 HPLOT X + 15 , Y + 30 

]80 Y = 1000/ ((138 - X) A 2 + 900) A .5 

]90 HPLOT X + 10, Y + 20 

]100 Y = 1000 / ((138 - X) A 2 + 1600) A .5 

]110 HPLOT X + 5 . Y + 10 

]111 Y = 1000 / ((138 - X) A 2 + 2500) A .5 

]112 HPLOT X,Y 

]120 NEXTX 



Figura P2-2-32 Variación de potencial alrededor de una carga puntual. 


Grupo 2-3: Secciones 2-15 a 2-20. Dipolo eléctrico, flujo eléctrico, ley de Gauss, cascarón con carga 
y conductores. 

2-3-1. Fuerza en un dipolo. Un dipolo eléctrico de momento 6pC m está situado a 100 mm de una 
carga puntual aislada de 2 nC. Encuéntrese la fuerza neta máxima en el dipolo. 

★2-3-2. Par en un dipolo. En un campo uniforme un dipolo no experimenta ninguna fuerza (de 
traslación) sino que experimenta un par. Desarróllese la expresión para este par en un dipolo 
de momento ql en un campo uniforme E. Sea 0 el ângulo entre el eje dipolar y el campo. 
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2-3-3. Flujo eléctrico sobre una esfera. Si E = k.x + $y + 2z V m \ encuéntrese el flujo eléctrico 
sobre una esfera de un radio de 2 m. 

'>3-4. Froducto escalar. Encuéntrese A ■ B, donde A = ft3 + J2 + í i yB = fení# = 45\^> = 30°. 
l usüv ase de dos maneras: (1) usando coordenadas rectangulares y (2) usando coordenadas es- 


>3-5. Froducto escalar. Si A = x3 + y4 — 25 y B = £3 + £4 + 25, encuéntrese el ângulo entre A 


434. Froducto escalar. Si. A = x2 + J0 + 22 y B = 22 en 0 = 45°, 0 = 0 o , encuéntrese el ângulo 

«flEte Ay B. 

>37. Esfera y ley de Gauss. Una distribución esférica de carga tiene una densidad p — kr C m ~ 3 
4bude k — constante. Encuéntrese D dentro de la esfera. 

434. Vector unitário paralelo. Encuéntrese el vector unitário que es paralelo a la resultante de los 

ucc tores A = x + £2 + 23 y B = £2 - $8 - 22. 

239. Potencial y campo de disco. Un disco plano delgado de carga, de radio de 1 m tiene una den- 
superficial de carga p s = ln nC m -2 . Encuéntrense E y V a las siguientes distancias perpen- 
i al centro dei disco: (a) I pm ; (b) 1 m; (c) 2 m; (d) 20 m. 

>319. Potencial y campo de un cascarón con carga. Un cascarón con carga de espesor infinitesimal 
Al ode radio tiene una densidad superficial de carga de p s = nCm 2 . Encuéntrense Ey Ka 
te iguientes distancias desu centro: (a) 1 pm:{b) 1 m ± I pm: (r) 2 m: y u/) 20 m. 

«8311. Gotas de agua. Una gota esférica de agua con una carga de 10 pC tiene un potencial de 
sperficie de 100 V. (a) Encuéntrese el radio de la gota. ( b ) Si dos gotas de éstas se juntan en una 
|prta esférica mayor, encuéntrese el potencial en la superfície de la nueva gota mayor. 

>312. Comparacíón de carga en un disco, un cascarón y de un punto. Encuéntrense E y V a las 
fl^nentes distancias de una carga puntual de 4-nC: («) 1 pm : (ó) 1 m; (c) 2 m; y (d) 20 m. Com- 
pfirense estos resultados con los valores Ey Kobtenidos para carga en un disco y en un cascarón es- 
Énco en los problemas precedentes. <,Cuan buena aproximación son los valores de carga puntual 
pn los valores en el disco y en el cascarón? 

>313. Campo gravítack al de la esfera terrestre, (a) Si la masa de la Tierra estuviese uniforme- 
■cate distribuída en una delgada corteza esférica dei mismo radio que la Tierra, ^cuâl seria el cam¬ 
po gravitacional en el lado exterior de la esfera?, ( b) ^cuál dentro de la esfera? 

>314. Cascarones concêntricos de carga. Dos cascarones concêntricos tienen rádios r, y r 2 . Una 
orga +Q i está distribuída uniformemente sobre el cascarón de radio r,, y una carga + Q 2 está dis- 
grBmida uniformemente sobre el cascarón de radio r 2 . Aplíquese la ley de Gauss para encontrar (a) 
d campo E en cualquier parte y (b) el potencial V en cualquier parte. 

>315. Ley de Gauss y relaclón dei cuadrado inverso. Demuéstrese que la ley de Gauss depende de 
va relación de cuadrado inverso entre campo y distancia; esto es, E x l/r 2 para una carga pun- 


2316. Flujo de cargas opuestas. Dos cargas puntuales iguales de signo opuesto estân encerradas 
por una superfície, (a) <£s posible para el flujo eléctrico de estas cargas cruzar esta superfície? (b) 
jÇuál es el flujo total a través de la superfície debida a estas cargas y otras cargas que puedan existir 
91 lado externo? 

>317. Cuadripolo. (a) Demuéstrese que a una gran distancia de un cuadripolo (como en la figura 2- 
21a) d potencial està dado por 


V = 


Ql l sen 0 cos 0 

2 ítí 0 r 3 


Q = carga individual 
/ = espadam ient o entre cargas 
r = distancia radial 

0 = ângulo desde el eje x o y a una línea radial (cuadripolo orientado como en la figura 2-21a) 
») Encuéntrese el campo eléctrico E. 
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2-3-18. Finjo de una carga lineal. Una carga lineal uniforme de = 6 nC m " 1 está situada en 
coincidência con el eje x. Encuéntrese el flujo eléctrico por unidad de longitud de linea que pasa a 
través de una tira plana que se extiende en la dirección x con los extremos en y = \, z = Oy y = 
1, Z = 5 m. 

2-3-19. Flqjo a través de un cilindro. Un cilindro de 1 m de radio con su eje en coincidência con el 
eje z se extiende entre los valores z de + 3 m. Encuéntrese el flujo eléctrico que pasa a través de la 
superficie dei cilindro desde una carga puntual de 3 /jC situada en (0, 0, 1). 

★2-3-20. Flqjo a través de una esfera. Una esfera de 2 m de radio tiene una carga puntual de 8 nC en 
su centro. Encuéntrese el flujo eléctrico que pasa a través de la parte de la esfera comprendida entre 
±60° de latitud y ±20° de longitud. 

2-3-21. Globo cargado. Una superfície esférica como la de un globo de hule tiene una densidad de 
carga eléctrica uniforme, (a) iCuál es el campo eléctrico E en el interior? (b) Si el globo se desinfla, 
^cambia el campo E en el interior? (c) Si el globo permanece esférico, pero cambia la carga super¬ 
ficial y no es uniforme, ^cambia la E en el interior? 


Grupo 2-4: Aplicaciones prácticas 

2-4-1. Indicación de inclinación longitudinal y transversal de aviación usando potencial atmosférico. 

Una persona parada en un campo abierto en un dia despejado tiene una diferencia de potencial de 
alrededor de 300 V entre la cabeza y los pies, debida al campo eléctrico E de la atmosfera de la 
Tierra. Esta E - 180 V m‘ 1 está dirigido hacia abajo de manera que la cabeza de la persona es 300 
V más positiva que sus pies. *Puede usarse este gradiente de potencial como un indicador de in¬ 
clinación longitudinal y transversal de un avión? Expliquese. (Véase M. L. Hill, Introducing the 
Electrostatic Autopilot, Astronautics and Aeronmitics t noviembre, 1972, pp. 22-31.) Cuando se 
acerca una nube de tormenta, la diferencia de potencial entre la cabeza y los pies de una persona 
puede subir hasta 20000 V. (Véase A.D. Moore, “Electrostatics”, Doubleday & Company, Inc., 
Garden City, NY., 1968; J.A. Chalmers, “Atmospheric Electricity”, Pergamon Press, Nueva York, 
1967.) 

2-4-2. Máquina xerográfica. Descríbase cómo se emplean los campos electrostáticos en máquinas 
xerográficas. Hay libros sobre la matéria. 
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+* CAMPO ELÉCTRICO 
ESTÁTICO EN 
DIELÉCTRICOS 


3.1 INTRODUCaÒN 

El presente capítulo amplia la teoria dei capítulo 2 para incluir médios mate- 
jãales; se explican las condiciones de homogeneidad, linealidad e isotropía. Se 
cstudia la influencia dei medio dieléctrico en las distribuciones de campo y se in- 
Iroducen los conceptos de energia electrostática y densidad de energia. Se deter- 
minan los campos para diversas distribuciones de carga. La introducción dei 
concepto de divergência conduce a la ecuación de divergência de Maxwell en 
D, que luego se aplica al capacitor de placas paralelas. 


|?2 HOMOGENEIDAD, LINEALIDAD E ISOTROPÍA 

Un medio es homogéneo si sus características físicas (densidad de masa, estruc- 
tura molecular, etc.) no varían de punto a punto. Si un medio no es homogé- 
se puede describir como inhomogéneo, no 'homogéneo o heterogéneo. 

Un medio es lineal en relación con un campo electrostático si la densidad de 
finjo D es proporcional a la intensidad de campo E. Este es el caso en el espacio 
Ebre, en donde D = e 0 E. Aqui, el factor e 0 » ° permitividad, es una constante. 
En los médios materiales la permitividad e puede no ser siempre constante. Si 
no lo es, se dice que el material es no lineal. 

Un material isotrópico es aquel cuyas propiedades son independientes de la 
dfaección. Por lo general, los materiales cuya estructura molecular está orien¬ 
tada aleatoriamente, serán isotrópicos. Sin embargo, los médios cristalinos o 
dcrtos plasmas pueden tener características direccionales. Tales materiales se 
doe que son no isotrópicos o anisotrópicos. 
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En este libro, los conceptos se desarrollan generalmente primero para el 
caso en que el medio es homogéneo, lineal e isotrópico. t Luego las ideas se 
pueden extender a los casos en que una o más de estas restricciones no se cum- 
plen. 


3-3 DIELÉCTRICOS Y PERMITIVIDAD 

En un conductor los electrones exteriores de un átomo son liberados facilmente 
y emigran con facilidad de átomo en átomo bajo la influencia de un campo 
eléctrico. Por otro lado, en un dieléctrico, los electrones están tan bien unidos o 
se conservan cerca de sus posiciones de equilíbrio, que no pueden desligarse al 
aplicárseles campos eléctricos ordinários. Por esta razón, un campo eléctrico no 
produce emigración de carga en un dieléctrico y t en general, esta propiedad hace 
que los dieléctricos actúen como buenos aisladores. La parafina, el vidrio y la 
mica son ejemplos de dieléctricos. 

Una característica importante de un dieléctrico es su permitividad c.l Pues- 
to que la permitividad de un dieléctrico es siempre mayor que la permitividad en 
el vacío, a menudo es conveniente utilizar la permitividad relativa e r dei dieléc¬ 
trico, es decir, la razón de su permitividad a la dei vacío. Entonces. 



donde e r = permitividad relativa dei dieléctrico 
e = permitividad dei dieléctrico 
e 0 = permitividad dei vacío = 8.85 pF m' 1 

Puesto que e o e 0 se expresa en farads por metro (F m" 1 ), la permitividad 
relativa es una razón adimensional. 

La permitividad relativa es el valor que se da ordinariamente en las tablas, 
La permitividad relativa de unos cuantos médios se proporciona en la tabla 3-1, 
en la que los valores para los campos estáticos (o de baja frecuencia) y, excepto 
para el vacío o el aire, son aproximados. Nótese que la i r para el aire es cercano 
a la unidad y para la mayor parte de los problemas puede considerarse que el 
aire es equivalente al vacío. 


t Dieléctricos de este tipo se designan algunas veces como dieléctricos Clase A. 
t También llamada constante dieléctrico . Sin embargo, la permitividad no es siempre una cons¬ 
tante, como se podría inferir con este término (véase el capitulo 8). 




Tabla 3*1 Permitividades de médios dieléctrícos para campos es¬ 
táticos t 


Medio 

Permitividad relativa c r 

Vacío 

n 

Aire (a presión atmosférica) 

1.0006 

Espuma de estireno 

1.03 

Parafina 

2.1 

Madera de triplay 

2.1 

Poliestireno 

2.7 

Âmbar 

3 

Caucho 

3 

Abedul 

3 

Plexiglas (metacrilato de metilo) 

3.4 

Suelo de arena seca 

3.4 

Nilón (sólido) 

3.8 

azufre 

4 

Cuarzo 

5 

Baquelita 

5 

Formica 

6 

Cristal de plomo 

6 

Mica 

6 

Mármol 

8 

Cristal de roca 

10 

Amoníaco (liquido) 

22 

Glicerina 

50 

Agua (destilada) 

81 

Rutilio (TiOi) 

89-173§ 

Titanato de bário (BaTiG 3 ) 

1 200» 

Titanato estróncico de bario(2 BaTi0 3 : I SrTi0 3 ) 

10 000» 

Zirconato titanato de bário (4BaTi0 3 : 1 BaZr0 3 ) 

13 OOOft 

Estanato titanato de bario (9 BaTi0 3 : 1 BaSn0 3 ) 

20 000tt 


+ Para una tabulación completa de permitividades, véase A. R. Von Hip- 
pel, “Dielectric Materials and Applications”, pp. 301-370, The M.I.T. 
Press, Cambridge, Mass., 1954. 

+ Por definidón. 

§ Los cristales, en general, no son isotrópicos; esto es, sus propiedades 
varían con la dirección. El rutilio es un ejemplo de tal sustancia cristalina 
no isotrópica. Su permitividad relativa depende de la dirección dei campo 
eléctrico aplicado en relación con los ejes de los cristales, siendo 89 cuando 
el campo es perpendicular a un cierto eje dei cristal y 173 cuando el campo 
es paralelo a ese eje. Para una agregación de cristales de rutilio orientada 
aleatoriamente f r = 114. Todos los cristales, excepto aquellos dei sistema 
cúbico, son no isotrópicos en los campos eléctricos; esto es, sus propiedades 
varían con la dirección. En consecuencia, la permitividad de muchas otras 
sustancias cristalinas pueden variar con la dirección. Sin embargo, en 
muchos casos la diferencia es poca. Por ejemplo, un cristal de cuarzo tiene 
una permitividad relativa de 4.7 en una dirección y 5.1 en ângulos rectos. El 
valor promedio es 4.9. El número entero más cercano es 5 y este es el valor 
dado en la tabla. 

r La permitividad de estos titanatos es altamente sensible a la tempe¬ 
ratura. Los valores de arriba son para 25°C. Véase, por ejemplo, E. 
Wainer, High Titania Dielectrics, Trans. Electrochem. Soc 89(1946). 

tt K. W. Plessner and R. West, High-permittivity Ceramics for Capa- 
citors, en J. B. Birks and J. H. Schulman (eds.), “Progress in Dielectrics**, 
vol. 2, John Wiley & Sons, Inc. Nueva York, 1960. 
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3-4 CAMPO ELECTRICO EN UN DIELÉCTRICO 

En el espacio libre, el campo eléctrico se define como fuerza por unidad de car- 
ga. Esto implica que el campo eléctrico en ei espacio libre es una cantidad men- 
surable. Sin embargo, para medir el campo eléctrico dentro de un dieléctrico u 
otro medio material puede ser muy difícil o impráctico. Pero si se centra la 
atención en los efectos externos dei dieléctrico, tales mediciones internas se con- 
vierten en innecesarias puesto que se puede formular una teoria para el compor- 
tamiento dei dieléctrico, que se produzcan de acuerdo con las condiciones exter¬ 
nas. Así pues, se debe hacer una distinción entre un campo eléctrico como 
cantidad mensurable (como en el espacio libre) y un campo eléctrico como can¬ 
tidad teórica (como en un dieléctrico).+ En este capítulo se desarrolla una teoria 
acerca dei campo electrostático en un dieléctrico y después se relaciona con el 
campo externo por medio de las condiciones en la frontera. 


3-5 POLARIZACIÒN 

Aunque no haya migración de carga cuando se coloca un dieléctrico en un cam¬ 
po eléctrico, ocurre un ligero desplazamiento de tas cargas positivas y negativas 
de los átomos o moléculas dei dieléctrico de manera que se comportan como si 
fuesen dipolos muy pequenos. Se dice que el dieléctrico está polarizado o en un 
estado de polarización cuando están presentes los dipolos. Para la mayor parte 
de los material es, í la supresión det campo produce el retorno de los átomos o 
moléculas a su estado normal no polarizado y la desaparición de los dipolos. 

Por ejemplo, considérese que un átomo polarizado de un material dieléc¬ 
trico estè simbolizado por un dipolo eléctrico, es decir, una carga puntual 
positiva que representa el núcleo y una carga puntual negativa que representa la 
carga electrónica, estando separadas las dos cargas por una distancia pequena. 
Los electrones giran alrededor dei núcleo y actúan como una nube cargada 
negativamente alrededor de dicho núcleo. Cuando el átomo no está polarizado, 
la nube rodea al núcleo simétricamente, como en la figura 3-la y el momento 
dei dipolo es cero (las cargas puntuales equivalentes, positiva y negativa, tienen 
desplazamiento cero). Bajo la influencia de un campo eléctrico, la nube de elec¬ 
trones se desplaza ligeramente, voiviéndose un tanto asimétrica, como en la 
figura 3-lú, y el átomo está polarizado. De acuerdo con la figura, el átomo 
puede representarse por su dipolo equivalente de cargas puntuales de la figura 
3-lc (momento dipolar p = ql). 


+ The Teaching of Electricity and Magnetisra at the College Levei (Report of the Coulomb’s Law 
Committee of the American Association of Physics Teachers), Am. J. Phys., 18(1): 5 (January 

í Cuando la polarización en un dieléctrico persiste en la ausência de un campo eléctrico aplicado, 
la sustancia está polarizada permanentemente y es llamada electreto. Un cristal piezoeléctrico defor- 
mado es un ejemplo de electreto. 
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v Considérese la placa de dieléctrico de permitividad e de la figura 3 -2a si- 
%iada en el vacío. Aplíquese a la placa un campo uniforme E. Éste polariza el 
^fitíéctrico, es decir, induce dipolos atómicos en toda la placa. En el interior las 


c 



^ ^ DIPOLO EQUIVALENTE 
(Momento = q/) 


un 


( b ) 


Figura 3-1 Un átomo sin polarizar 
como en (a) queda polarizado como en 
(6) cuando se aplica un campo eléc¬ 
trico. El dipolo equivalente se muestra 
en(c). 


h—-—t/- 



Figura 3-2 (a) Tabique dieléctrico en campo eléctrico uniforme. ( b) Capacitor de placas paralelas 
con una placa de dieléctrico en la parte baja. 
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c 3 jgB 5 positivas y negativas de dipolos adyacentes anulan sus efectos entre si. 
El resultado neto de la polarización es producir una capa de carga negativa 
■Aae-uaa superfície de la placa y una capa de carga positiva en la otra, como se 
supere en la figura 3-2 a. 

El efecto de los dipolos atómicos se describe como la polarización P, o 
momento dipolarpor unidad de volumen. Entonces, 


donde n = número de dipolos en el volumen r 
Q = nq = carga de todos los dipolos 
Ql = momento dipolar neto en el volumen < 

Por ejemplo, considérese el volumen rectangular de área superficial A y espesor 
L (t = AL) de la figura 3-2a. Para este volumen 

'-TL-h* <c ”' 2 > 

en donde p sp es la densidad superficial de carga que aparece en las caras de la 
placa. Entonces, P tiene las dimensiones de carga por área, las mismas que D. 

El valor de P en (2) es un promedio para el volumen t. Para definir el sig¬ 
nificado de P es conveniente suponer que un dieléctrico en un campo eléctrico 
tiene una distribución continua de dipolos infinitesimales, es decir, una pola¬ 
rización continua, mientras que en realidad los dipolos son discretos por ser 
átomos polarizados. La suposición de una distribución continua no conduce a 
ningún error apreciable puesto que se consideran sólo volúmenes que contienen 
muchos átomos o dipolos, esto es, regiones macroscópicas. Suponiendo ahora 
un dieléctrico polarizado de manera continua, el valor de P en un punto se 
puede definir como el momento dipolar neto Ql de un volumen pequeno Ai 
dividido entre el volumen At’, tomando el limite cuando At tiende a cero alre- 
dedor dei punto. Entonces, 


P= lím v - (3) 

ai - o At 

Considérese ahora un campo eléctrico uniforme en un capacitor de placas 
paralelas y separadas una distancia d, como se observa en la sección transversal 
de la figura 3-2 b. Existe una tensión voltaje V entre las placas, de manera que el 
campo eléctrico E = V/d en cualquier punto. El medio en la parte superior dei 
capacitor es el vacío o el aire con permitividad é 0 . La parte inferior contiene un 
material dieléctrico de permitividad c. El dieléctrico llena completamente el es¬ 
pado entre las placas, pero en la figura 3-2 b existe un espacio vacío para mos¬ 
trar las cargas entre las placas. 
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En la parte superior dei capacitor (Fig. 3-26) se tiene 

= e oE (4) 

donde D 0 = densidad de flujo eléctrico en el vacío (o parte llena de aire) dei 
capacitor. Cm -2 

e 0 = permitividad dei vacío = 8.85 pF m~ 1 

E = V/d = intensidad dei campo eléctrico, V m“ 1 

En la parte inferior, llena de dieléctrico dei capacitor, el campo eléctrico 
polariza el dieléctrico produciendo una densidad superficial de carga p sp que 
aparece en ambas caras de la placa dei dieléctrico. Estas cargas ligadas inducen 
cargas libres de signos opuestos en las placas dei capacitor (compârense las par¬ 
tes superior e inferior de la figura 3-26). En consecuencia, la densidad super¬ 
ficial de cargas libres sobre las placas se aumenta por Psp Por lo tanto, en el 
dieléctrico se tiene 


D„ = e 0 E + Psp 

pero según (2) p sp = P, y así 

D d = e 0 E + P 


(5) 

( 6 ) 


donde D d = densidad de flujo eléctrico en el dieléctrico, Cm -2 
e 0 = permitividad en vacío = 8.85 pF m“ 1 
E = intensidad dei campo eléctrico, V m“ 1 
P = polarización (dei dieléctrico), C m -2 


La ecuación (6) implica la presencia dei dieléctrico (en virtud dei término F) y 
así, el subíndice de£> es redundante. Por lo tanto, (6) se puede escribir 


D = e 0 E + P 


(7) 


Aunque fue desarrollada para el caso especial de un capacitor de placas pa¬ 
ralelas, (7) es una relación (vector) que se aplica en general. 

En el dieléctrico, también puede escribirse 



o bien D = D d = eE 


( 8 ) 


donde £ es la permitividad dei material dieléctrico en farads por metro. Igualan¬ 
do (6) y (8) se obtiene : 


eE = e 0 E + P 


( 9 ) 
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o sea 



o bien 



( 10 )+ 


Ejemplo. Encuéntrese la permitividad relativa c r y la polarización P para la 
placa de dieléctrico de la figura 3-26. Supóngase que cada signo más ( + ) o 
menos (—) representa InCm' 2 y el A = 1 m 2 . 


SOLUCIÓN. 


í (E D d 5 
(o ( o £ Do 3 


(adimensional) 


Analizando la figura 3-2 b se puede escribir 

p = Psp = 2nCm' 2 

El resultado también se puede obtener como sigue. Según (6) 


P = D d - e 0 E 


Por lo tanto, 

P = 5 — 3 = 2 nC m" 2 

la misma que antes. 

En médios isotrópicos PyE tienen la misma dirección, de manera que su 
cociente es un escalar y entonces,. e es un escalar. En médios no isotrópicos, 
como en los cristales, PyE son, en general, de diferente dirección, de manera 
que £ ya no es un escalar. Entonces, D = c 0 E + P es una relación general, 
mientras que D = i E es una expresión más concisa, la que, sin embargo, tiene 
un significado simple solamente para médios isotrópicos (o ciertos casos de mé¬ 
dios no isotrópicos). . 

En la práctica resulta más simple, siempre que esto sea posible, descnbir 
un dieléctrico por medio de su permitividad < [ = f 0 + (P/E)], lo que incluye im¬ 
plicitamente el efecto de cualquier polarización. Sin embargo, si desea consi¬ 
derar lo que pasa en el dielétrico, se debe tratar con la polarización P de manera 
explícita. 


3-6 RELACIONES DE FRONTERA 

En un medio particular el campo eléctrico es continuo. Esto es, el campo, si no 
es consente, cambia sólo en una cantidad infinitesimal en una distancia infi- 

f La raS&h P/E se escribe también algunas veces como P E = yc () , en donde / es la suscepti- 
bilidad eléctrica (adimensional). Comparando ésta con (10) da / = ( r — 1. Entonces, la suscepti- 
bilidad / = 0 para el vacío, para el cual, r, = 1 
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^— - Ax 

Medio 1 


r 

F-a , 

J 

L 


Medio 2 Figura 3-3 El campo eléctrico tangencial es 


^ continuo a través de una frontera. 


nriesimal. Sin embargo, en la frontera o limite entre dos médios diferentes el 
campo eléctrico puede cambiar abruptamente tanto en magnitud como en direc- 
ewo. En muchos problemas es de gran importância çonocer las relaciones de los 
campos en tales fronteras. Las relaciones en la frontera se explican en esta sec- 


Es conveniente analizar el problema en la frontera en dos partes: primero la 
fdarión entre los campos tangentes a la frontera y en segundo lugar los campos 
mormales a la misma. 

- En el primer caso, supóngase que dos médios dieléctricos de permitívídades 
íjt están separados por una frontera plana como en la figura 3-3. Se supone 
jambos médios son aisladores perfectos; esto es, las conductividadest o x y a 2 
de los dos médios son cero. Considérese una trayectoria rectangular, la mitad en 
cada medio, de longitud Ax paralela a la frontera y de longitud Ay normal a la 
frontera. Sea la intensidad promedio dei campo eléctrico tangente a la frontera 
medio 2 E n y la intensidad promedio dei campo eléctrico tangente a la fron¬ 
tera en el medio 2, E tZ . El trabajo por unidad de carga necesario para transpor¬ 
tar ma carga de prueba positiva alrededor de esta trayectoria cerrada es la 
integral de línea de E alrededor de la trayectoria (§E • dl). Haciendo que la lon- 
piud Ay de la trayectoria tienda a cero, el trabajo a lo largo de los segmentos 
de In trayectoria normal, o sea perpendicular a la frontera, se hace cero aunque 
poeda existir un campo eléctrico finito perpendicular a la frontera. La integral 
de finea de E alrededor dei rectángulo en la dirección de las flechas es entonces 


o bien 


E n Ax — E i2 Ax = 0 


H11 — 


d) 

( 2 ) 


De acuerdo çon (2) las componentes tangenciales dei campo eléctrico son 
IjÉ* mismas a ambos lados de una frontera entre dos dieléctricos . En otras 
{■faliras, el campo eléctrico tangencial es continuo a través de una frontera 
faEkso la descrita. 

♦ S el medio 2 es conductor (a 2 / 0). el campo E, 2 en el medio 2 debe ser 
■■■en condiciones estáticas y en consecuencia (2) se reduce a 

Hm = 0 (3) 


♦ Para profundizar acerca de la conductividad véase la sección 4-6, 
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Medio 2 

€ 2 <Tt 


Medio 1 


y 


Figura 3-4 La componente normal de 
la densidad de flujo es continuo a 
través de una frontera libre de carga. 


De acuerdo con (3), el campo eléctrico tangencial en una frontera dieléctrico- 
conductor es cero. t 

Si se centra ahora la atención a los campos normales a la frontera, se con- 
sideran dos médios dieléctricos de permitividades c, y c 2 separados por el plano 
xy como se muestra en la figura 3-4. Se supone que ambos médios son aisla- 
dores perfectos (a L = <r 2 = 0). Supóngase que se construye una caja imaginaria, 
ia mitad en cada medio, de área Ax Ay y de altura Az. Sea D nl la densidad de 
flujo promedio perpendicular a la parte superior de la caja en el medio 1 y D nl 
la densidad de flujo promedio perpendicular a la parte inferior de la caja en el 
medio 2. D ní es una normal hacia afuera (positiva), mientras que D n2 es una 
normal hacia adentro (negativa). Por la ley de Gauss ei flujo eléctrico o integral 
de superfície de la componente normal de D sobre una superfície cerrada es 
igual a la carga encerrada por ella. Haciendo que la altura de la caja Az tienda a 
cero, la contribución de los lados a la integral de superfície es cero. El flujo 
total sobre la caja es entonces debido enteramente al flujo sobre las superfícies 
superior e inferior. Si la densidad de carga superficial promedio en la frontera 
es p s , se tiene al aplicar la ley de Gaus 


D nl Ax Ay - D „2 Ax Ay = p s Ax Ay 


(4) 


Prtl ^nZ Ps 


o bien 


De acuerdo con (4) la componente normal de la densidad de flujo cambia 
en una frontera cargada entre dos dieléctricos en una cantidad igual a la den¬ 
sidad superficial de carga. Esta normalmente es cero en una frontera dieléctrico- 

t con esto se supone que no fluyen corrienies. Si hay comentes, E en el conductor no es cero, a 
no ser que la conductmdad sea infinita, y (2) se aplica en lugar de (3). En el capítulo 8 se amplían 
las relaciones de (2) y (3) para abarcar los campos que cambiem con ei tiempo, y se muestra que la 
relación £ , =* E r de (2) se satisface para campos estáticos o variables para la frontera entre dos 
médios cualesquiera, de permitividades» permeabilidades y conductívidades y ir s y /'a < > 

Más aún, para campos cambiantes la relación E„ * í> de (3) se restringe al caso en que ia con- 
ductividad dei medio 2 sea infinita í<r 2 = K Esto se sígue dei hecho de que un campo eléctrico 
cambiante en el tiempo en un conductor es cero sólo si !a conductividad es infinita. 

















il ! P 
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tükxr. ic o ser que la carga sea colocada ahí por médios mecânicos, como 


m&mm dd frotamiento. 


S li fromera está libre de carga, p s = 0 y (4) se reduce a 

&nl = Dfi2 


(5) 


■te ardo coo (5) la componente normal de la densidad deflujo es continua a 
aw ée kt pantera sin carga entre dos dieléctricos . 

Sd medio 2 es un conductor, D nl = 0 y (4) se reduce a 


( 6 ) 


■te a c ido con (6), la componente normal de la densidad deflujo en unaflon- 
mm z^ELcarico-conductor es igual a la densidad superficial de carga en el con- 


Ei mponante observar que p s , en estas relaciones, se refiere a una carga 
ia Rd separada por distancias finitas de cantidades iguales de cargas 
f no a la carga superficial p sp por causa de la polarización. La carga 
de polarización es producida por dipolos atómicos que tienen cargas 
1 1 1 separadas, por lo que se supone es una distancia infinitesi- 
üo m pennisible separar las cargas positiva y negativa de tal dipolo por 
„ - Vde integración y en consecuencia el volumen debe contener siem- 

mwÉÊÊtao entero de dipolos y, por lo tanto, carga neta de cero. Sólo cuan- 
m positiva y negativa están separadas por una distancia macros- 

* cotio en las caras opuestas de una lâmina conductora) se puede separar por 
dt m superfície de integración. Esto resalta una diferencia fundamental 
dnrinrinn o también llamada carga ligada o unida, en una superficie 
vta carga real en la superfície de un conductor. En una forma semejante, 
fcataiãita frontera para polarización es 





(7) 


T*nl 7 5 n 2 Psp 


SdRcio 2 cs d espacio libre, 


( 8 ) 


Pnl — ~Psp 

Las £C3cH>nc5 (6) y (8) pueden escribirse como 


(9) 


D' A = Ps y -P-ft = p sp 


mos en la relación de la polarización proviene dei hecho de que la 


~í polarización positiva en una superficie dieléctrica está dirigida hacia 
adentras que la normal a la superficie se dirige hacia afuera . 


f filáopíaÉ> 8 se seflala que la relación D nl — D nl = p s de (4) y D nl = D nl de (5) se cumple 
o varíables con el tiempo para dos médios cualesquiera de permitividades, 
ycoDductividades c,, p!, a, y í 2 ,/í 2 ,(t 2 , 
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Ejemplo 1. Frontera entre dos dieléctricos. Sean dos médios dieléctricos 
isotrópicos 1 y 2 separados por una frontera plana libre de carga como en 
la figura 3-5. Sean las permitividades e, y e 2 y sean las conductividades = 
a 2 = 0. Conforme a la figura 3-5, el problema es encontrar la relación 
entre los ângulos a, y a 2 de una línea de campo estático o tubo de flujo que 
atraviese la frontera. Por ejemplo, dado oti encuentre <x 2 . 

Solución. Sean 

Di = magnitud de D en el medio 1 
D 2 = magnitud de D en el medio 2 
E l = magnitud de E en el medio 1 
E 2 = magnitud de E en el medio 2 

Normal 



En un medio isotrópico, D y E tienen la misma dirección. De acuerdo con las 
relaciones de frontera, 


= ^2 y 

De acuerdo con la figura 3-5, 

D nl = D x cosa, y 

mientras que E n = E j sen ct i y 


En 

= E, 2 

(10) 

Dnl 

= D 2 cos a 2 

(11) 

E,1 - 

= E 2 sena 2 

(12) 


Sustituyendo (11) y (12) en (10) y dividiendo la ecuación resultante se ob- 
tiene 
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Pero D l = e l E x y D 2 = e 2 E 2 ; de manera que (13) viene a ser 


tan a, £ rl £ 0 e rl 

tan 0£ 2 *2 ^ 2*0 Ír 2 


(14) 


donde e rl = permitividad relativa dei medio 1 
£ r2 = permitividad relativa dei medio 2 
é 0 = permitividad dei vacío 

Supóngase, por ejemplo, que el medio 1 es el aire (f rl = 1), mientras 
que el medio 2 es una placa de azufre (e r2 = 4). Entonces cuando ol 1 = 30 c , 
el ângulo a 2 en el medio 2 es 66.6°. 

Ejemplo 2. Frontera entre un conductor y un dieléctrico . Supóngase que el 
medio 2 de la figura 3-5 es un conductor. Encuéntrese ol v 

Soluciôn. Puesto que el medio 2 es un conductor, D 2 = E 2 = 0 en condicio¬ 
nes estáticas. 

De acuerdo con las relaciones de frontera 



£. 2=0 


y 


En consecuencia 



n 1 


Se dice que una línea de campo eléctrico estático o tubo de flujo en una frontera 
dieléctrico-conductor es siempre perpendicular a la superfície dei conductor 
(cuando no hay comentes presentes). Este hecho es fundamental para trazar el 
mapa de campo (véase seceión 3-19). Si se introduce una lâmina conductora del¬ 
gada en forma perpendicular a un campo eléctrico, se inducen cargas super- 
ficiales sobre la lamina de manera que el campo inicial, externo a la lâmina, no 
se vea afectado, el valor de la densidad de carga superficial inducida p s es 
igual a la densidad de flujo D en la lâmina. Por lo tanto, puede interpretarse la 
densidad de flujo en un punto como igual a la densidad de carga p s , que apa¬ 
recería en una lâmina conductora delgada introducida en forma perpendicular a 
D en el punto. Refiriéndose, por ejemplo, a la lâmina conductora delgada nor¬ 
mal al campo de la figura 3-6, la relación de D y p s es como sigue: 


Del lado izquierdo: D = — n p s 
Del lado derecho: D = +Ap s 
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jr— Lâmina delgada 

+ 




Densidad superficial 
de carga ps 


■h Figura 3-6 Lâmina conductora delgada colocada en forma 

perpendicular al campo que tiene una densidad de carga 
superficial inducida p s , igual a la densidad de flujo D dei 
campo en la lâmina. Las densidades superficiales de carga 
en los dos lados de la lâmina son iguales en magnitud pero 
de signos opuestos. 


donde A es el vector unitário perpendicular a la superficie. En consecuencia D se 
dirige normalmente hacia adentro dei lado izquierdo y normalmente hacia 
afuera dei lado derecho. La magnitud de la densidad de flujo a cada lado es 
igual a la densidad de carga p s . 


3-7 TABLA DE RELACIONES DE FRONTERA 

La tabla 3-2 resume las relaciones de frontera para campos estáticos que se 
desarrollaron en la sección precedente. 


Tabla 3-2 Relaciones de frontera para campos eléctricos estáticost 


Componente 
de campo 

Condiciones de frontera 

Condición 

Tangencial 


(D 

Dos médios cualesquiera 

Tangencial 

En =0 

(2) 

El medio 1 es un dieléctrico; el medio 2 es un conduc- 
tor 

Normal 

Atl — Dft2 = Ps 

(3) 

Dos médios cualesquiera con carga en la frontera 

Normal 

Ail = Ai2 

(4) 

Dos médios cualesquiera sin carga en Ja frontera 

Normal 

£«1 = Ps 

(5) 

El medio 1 es un dieléctrico; el medio 2 es un conduc- 
tor con carga superficial 


+ Las relaciones (1), (3), y (4) se aplican en la presencia de comentes y también para campos que 
varían con el tiempo (Cap. 8). Las otras relaciones, (2) y (5), también se aplican para situaciones 
que cambian con el tiempo puesto que n 2 = oc. 
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3-8 CAPACITORES Y CAPACITANCIA 


Un capacitor t es un dispositivo eléctrico que consiste en dos conductores se¬ 
parados por un medio aislante o dieléctrico. 

Por definición, la capacitancia de un capacitor es la razón de la carga en 
ono de sus conductores a la diferencia de potencial entre ellos. Así, la capa- 
dtancia C de un capacitor es 



d) 


donde' Q = carga en un conductor 

V = diferencia de potencial entre los conductores 

Dimensionalmente (1) es 

Carga carga carga 2 

--— =-%—--=-— = capacitancia 

Potencial energia/carga energia 


o en símbolos dimensionales 

Q 2 I 2 T 4 

mJ]f 2 = ML 2 

La unidad dei SI de la capacitancia es el farad (F). Entonces, 1 C V" 1 es igual a 
1 F, o 


Coulombs 

Volts 


= farads 


En otras palabras, un capacitor que almacena 1 C de carga con una diferencia 
de potencial de 1 V tiene una capacitancia de 1 F. Puesto que un capacitor de 
1 F de capacitancia es mucho mayor de los que se utilizan ordinariamente en la 
práctica, se usan comúnmente los microfarads (fxF) y los pico farads (pF). 


Ejemplo. Un capacitor de placas paralelas consiste en dos lâminas metá¬ 
licas planas de área A separadas por una distancia d> como se muestra en la 
sección transversal de la figura 3-7. Si el medio tiene una permitividad e, 
encuéntrese la capacitancia. 

SÒLUCióN. Si se aplica una tensión o voltaje V entre las placas, se tiene 


V = Ed (V) 


*' Antiguamente llamado Condensador 
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A +Q 



-Q 


(tf) 



Figura 3-7 (j) Capacitor de placas paralelas 
con diferencia de tensión V y carga de placas 
Q. El área de cada placa es A y la separación 
entre placas es d. {b) Capacitor de placas 
paralelas. 


donde E es el campo eléctrico entre las placas. La carga sobre una placa es¬ 
tá dada por 

Q = DA (C) 

donde D es la densidad de flujo entre las placas. Pero D = e£; de manera 
que Q = tEA, y la capacitancia es 


Q tEA tA 
V = Hd = T 


(F) 


Por lo tanto, la capacitancia es proporcional a la permitividad c y al área 
de placa A y es inversamente proporcional a la distancia de separación en¬ 
tre placas d. Se supuso que el campo era uniforme entre las placas y cero en 
el exterior (sin efecto en los bordes). Realmente los efectos en los bordes 
serán pequefíos si las placas son grandes en comparación con d. 

Considérese ahora el capacitor de placas paralelas que se observo en la figura 
3-7 b. Conforme al ejemplo de arriba, se tiene 



( 2 ) 


donde t = permitividad dei medio entre las placas dei capacitor, Fm -1 
A = área de las placas, m 2 
,/ = separación de placas, m 

Introduciendo la permitividad relativa e r y el valor de e 0 ■ se obtiene para la 
capacitancia dei capacitor de placas paralelas 

C = 8.85 ^ (pF) (3) 

d 


donde es la permitividad relativa dei medio entre las placas. 
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Placa superior 


d a - 4 mm |E a |D a e r = 1 -—Aire 


t f. Figura 3-8 Sección transversal a través 

|^jf ' [í?* Azufre de un capacitor con una placa de azufre 

r • ..-li'-.. :v v' sobre la placa conductòra inferior y un 

Placa inferior espacio de aire arriba. 


Ejemplo 1. Conforme a la figura 3-8, un capacitor de placas paralelas cons¬ 
ta de dos placas metálicas cuadradas de 500 mm por lado y separadas por 
10 mm. Una placa de azufre (c r = 4) de 6 mm de espesor se coloca sobre la 
placa metálica inferior, dejando un espacio de aire de 4 mm de espesor en¬ 
tre ésa y la placa superior. Encuéntrese la capacitancia dei capacitor. Des- 
préciese la deformación dei campo en los bordes dei capacitor. 


Soi ucióN lmagínese que una hoja muy delgada de metal se coloca sobre 
la superficie superior de la placa de azufre. Esta laminilla no está conectada 
a ninguna de las placas. Puesto que la laminilla es perpendicular a E (y 
suponiendo que fuese de espesor despreciable) el campo en el capacitor no 
se ye alterado. El capacitor puedeconsiderarseahoracomo dos capacitoresen 
serie, un capacitor de aire de 4 mm de separación entre placas y capacitan- 
c ' a Cm y un capacitor lleno de azufre con 6 mm de separación entre placas y 
capacitancia C,. La capacitancia dei capacitor de aire es, según (3), 

_ 8.85/4é, 8.85 x 0.5 2 x 1 

-0.ÕÕ4- = 553pF 


La capacitancia dei capacitor lleno de azufre es 


8.85 x 0.5 2 x 4 
0.006 


1 475 pF 


La capacitancia total de dos capacitores en paralelo es la suma de las ca- 
pacitancias individuales. Sin embargo, la capacitancia total de dos capa¬ 
citores en serie es la suma de los recíprocos de las capacitancias indivi¬ 
duales. Por lo tanto, la capacitancia total C está dada por 


o bien 


i - J_ _L 

C~ C~ a + c, 

C a C s _ 553 X 1,475 
C a + C s 553 + 1,475 


= 402 pF 


Ejemplo 2. Si se aplican 100 V entre las placas dei capacitor, encuéntrese: el 
campo eléctrico (E a ) en el aire, el campo eléctrico (£ s ) en el azufre, la den- 
sidad de flujo ( D a ) en el aire, la densidad de flujo (D s ) en el azufre, el 
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potencial, V a a través dei espacio de aire y el potencial V s a través de la 
placa de azufre. 

Solución. Sean las cantidades y las dimensiones de campo como las dadas 
en la figura 3-8. Puesto que D es continua en la frontera aire-azufre, 

D a = D s o bien e 0 E a = eE s 


Por lo tanto 



Entonces, el campo eléctrico en el espacio de aire es cuatro veces mayor que 
en el azufre. Nótese que el potencial V a traves dei capacitor está. dado por 
la integral de línea de E entre las placas, o sea 


V = E a d a + E s d s — e r E s d a + E s d s 

= (c r á a + d s )E s 

V £ r V 

De aqui que E s = y E “ ~ íf d a + d s 

Introduciendo valores numéricos, 


y 


100 

4 X 0.004 + 0.006 


= 4545 Vm“‘ 


E a = 4 x E s = 18,182 Vm' 1 


Se tiene también 


V a = E a d a = 72.7 V y V s = E s d s = 27.3 V 
y V = V a + V s = 72.7 + 27.3 = 100 V (como dato) 

La densidad de flujo 

D a =D s = e 0 E a = e r e 0 E s = 161 nC m' 2 


3-9 RIGIDEZ DIELÊCTRICA 

La intensidad de campo E en un dieléctrico no puede aumentarse indefinida¬ 
mente. Si se sobrepasa cierto valor, ocurre una chispa o descarga eléctrica y se 
dice que el dieléctrico sufre una falia de aislación. La máxima intensidad de 
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E 

Figura 3-9 j Conductores esférico y de 
punta mostrando su mapa de campo 
(a) mostrando el intenso campo E 
cerca de la punta produciendo una 
descarga de corona en el aire (6). 


campo que un dieléctrico puede soportar sin que ocurra una descarga eléctrica 
se llama rigidez dieléctrica. 

En el diseno de capacitores es importante conocer la máxima diferencia de 
potencial que puede aplicarse antes de que ocurra la descarga disruptiva o dis- 
rupción. Para una separación o espaciamiento determinado de placas, esta 
disrupción es proporcional a la rigidez dieléctrica dei medio entre las placas. El 
radio de curvatura de la superfície conductora es otro factor. El campo eléctrico 
E adyacente a un conductor es proporcional a la densidad de carga eléctrica p s 
sobre la superfície dei conductor (Sec. 3-6), y esta densidad de carga tiende a ser 
mayor en las superfícies con radio de curvatura pequefio y menor en las super¬ 
fícies con radio de curvatura grande (Sec. 3-19). 

Al aumentar E gradualmente, ocurre la chispa en el aire casi inmediata- 
mente después de que se excede cierto valor critico dei campo si el mismo es 
uniforme (E es paralelo en todas partes), pero puede ocurrir una descarga antes 
si el campo no es uniforme (diverge) con la subsecuente formación de un marco 
al aumentar E todavia más. 

Cerca de las puntas agudas E puede llegar a ser muy alto (véase figura 
3-9a), y aunque el aire se considera normalmente como un medio no conductor, 
contiene ionest produddos por los rayos cósmicos y por radiactividad en la 
Tierra. Por lo tanto, una punta cargada, atraerá iones de polaridad opuesta con 
una fuerza F = qE (donde q - carga de ión), y si E es lo suficientemente gran¬ 
de, los iones se acelerarán a velocidades tales que pueden producir más iones 


t Los iones son átomos o moléculas con una carga eléctrica. Por lo tanto, cuando un electrón es 
desligado de una molécula, la molécula a la que le falta un electrón se convierte en un ión positivo, 
mientras que una molécula que adquiere un electrón extra se convierte en un ión negativo. 
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por choque. Este flujo de iones constituye una comente eléctrica o descarga por 
corona con un brillo visible y un típico sonido audible {véase la figura 3-96). En 
este proceso la carga en la punta aguda tiende a ser neutralizada por los iones 
atraídos hacia ella, reduciendo la diferencia de potencial entre la punta y el es¬ 
pado que la rodea. Sin embargo, si se mantiene o se aumenta la diferencia de 
potencial, el aire puede no soportarlo y ocurrirá una chispa o descarga eléctrica. 

Entre una nube de tormenta y la tierra puede existir una diferencia de 
potencial de más de 100 millones de volts, y cuando ocurre una descarga o 
relâmpago pueden fluir momentaneamente corrientes de 100000 A o más entre 
ta nube y el suelo. Aunque la corríente de un rayo es de corta duradón, su ener¬ 
gia puede ser de ; 1 000 millones(IO 9 ) de joules! 

La varilla dei pararrayos con su punta aguda y su conductor a tierra, in¬ 
ventada por Benjamin Franktin, proporciona una trayectoria de baja resistência 
para la corriente dei rayo, de manera que si la varilla es tocada por éste, el dano 
producido será mínimo en comparación con el que se causaria a un compuesto 
mal conductor, con estructura dieléctrica (como una construcción de madera o 
de mampostería). (El calentamiento ! 2 R puede producir vapor u otros gases con 
efectos explosivos.) En principio, una aguja de pararrayos debe ayudar a re- 
ducir el campo eléctrico arriba de ella por medio dei efecto o descarga en corona 
y en consecuencia reducir las posibilidades de una descarga, pero el factor im¬ 
portante es que, si ocurre una descarga, la varilla con su cable a tierra y la 
adecuada conexión a tierra, pueden manejar la descarga dei rayo sin que haya 
dano. 

El fenómeno de descarga electrostática tiene muchas aplicaciones impor¬ 
tantes. La impresión por electrochorro, la pintura por rociado alrededor de las 
esquinas y la precipitación de partículas materiales provenientes de los humos de 
chimeneas y otras se basan en princípios electrostáticos, como son también 
todas las máquinas copiadoras electrofotográficas y similares (véanse los 
problemas 2-4-1, 3-5-5, 3-5-7, 3-5-13 y 3-5-14). 


Tabla 3-3 Rigideces dieléctricas 


Material 


Rigidez dieléctrica 
MV m“ 1 


Aire (a presión atmosférica) 
Petróleo, aceite mineral 
Papel (impregnado) 
Poliestireno 
Caucho (duro) 


3 

15 

15 

20 

21 


Baquelita 
Vidrio (placa) 
Parafina s 

Cuarzo (fundido) 
Mica 


25 

30 

30 

30 

200 
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Muchos capacitores tienen aire como dieléctrico. Estos tipos de çapacitor 
tienen la ventaja de que si oçurre una descarga disruptiva, el capacitor no queda 
permanentemente danado. Para aplicaciones que requieren gran capacitancia o 
pequeno tamafto físico, o ambos, se emplean otros dieléctricos. Las rigideces 
dieléctricas de algunos materiales dieléctricos comunes se detallan en la tabla 
3-3. Las rigideces dieléctricas son para un campo uniforme y los materiales es- 
tàn indicados en orden de rigidez creciente. 


3-10 ENERGIA EN UN CAPACITOR Y DENSIDAD DE ENERGIA 

Se requiere realizar trabajo para cargar un capacitor. En consecuencia, la ener¬ 
gia se almacena en un capacitor cargado^ . 

Para determinar la magnitud de esta energia, considérese un capacitor de 
Capacitancia C cargado a una diferencia de potencial V entre los dos conduc- 
tores. Entohces, según (3-8-1) 


q = CV 


(D 


donde q es la carga en cada conductor. El potencial es el trabajo por unidad de 
carga. En términos infinitesimales, es el trabajo infinitesimal dW por carga in¬ 
finitesimal dq. Esto es, 



Al introducir el valor de V de (2) en (1) se tiene 


( 2 ) 


dW = — dq 
C H 


(3) 


Si el proceso de carga comienza desde una carga cero y continua hasta que se 
haya alcanzado una carga final Q, el trabajo total W es la integral de (3), o bien 



(4) 


Esta es la energia almacenada en el capacitor. Por medio de (3-8-1) esta relación 
puede expresarse en diferentes formas como 


1 Q 2 

W = -^~ 

2 C 




( 5 ) 


donde W - energia, J 

C = capacitancia, F 
V = diferencia de potencial, V 
Q = carga sobre un conductor, C 
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Considérese el capacitor de placas parídelas de capacitancia C mostrado en 
la figura 3-10. Cuando se carga a una diferencia de potencial V entre las placas, la 
energia almacenada es 


( 6 ) 


W = \CV 2 = íqv 


Ahora se puede formular la pregunta. ;,en qué parte dei capacitor está al¬ 
macenada la energia? La respuesta es: la energia está almacenada en el campo 
eléctrico entre las placas. Para demostrado, se procede como sigue. Considérese 
el pequefto volumen de un cubo Ac (= A/ 3 ) entre las placas, como se indica en la 
figura 3-10. Este volumen se muestra a una escala mayor en la figura 3-11. La 
longitud de cada lado es Al y las caras superior e inferior (de área Al 1 ) son 
paralelas a las placas dei capacitor (perpendiculares al campo E). Si se colocan 
hojas delgadas de metal en coincidência con las caras superior e inferior dei 
volumen, el campo permanecerá inalterado puesto que las laminillas son lo 
suficientemente delgadas. El volumen Ai constituye ahora un pequefto capa¬ 
citor de capacitancia 



U D-"*’ 


Jl 


± 


+ + + ± 


Figura 3-10 La energia se almacena en campo 
eléctrico entre las placas. 


La diferencia de potencial AV entre las laminillas está dada por 


AV= EM 

Ahora, la energia AIV almacenada en el volumen Av es, según (5) 

A W = jAC AV 2 


( 8 ) 


(9) 



X delgadas 


Hojas metálicas 


Figura 3-11 Võlumen cúbico pequefto o celda de capa¬ 
citancia í A/. 
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Sustituyendo (7) para AC y (8) para A^en (9), se tiene 


A W = \tE 2 Av 


OO) 


Dividiendo (10) entre Av y tomando el limite de la razón AW/Av çonforme At; 
tiende a cero, se obtiene la energia por unidad de volumen, o densidad de ener¬ 
gia w, alrededor dei punto en el que At tiende a cero. Entonces.t 



( 12 ) 


No es necesario que exista un medio material para que la energia quede al- 
macenada por un campo. Por lo tanto, hay energia aún en el vacio. Esta energia 
es equivalente a la que se requiere para cargar la celda dei capacitor, çomo la 
energia almacenada en una pesa levantada. Sin embargo, si hay algún material 
dieléctrico, la çantidad de energia aumenta en propoción a la permitividad e. 
Conforme a (3-5-7) o (3-5-9), se expresa la densidad de energia como 

w = %e 0 E 2 + PE) = jcE 2 (JnT 3 ) (13) 

donde je 0 E 2 = densidad de energia en el vacio 

jPE = densidad adicional de energia en un medio dieléctrico 

La energia adicional en el dieléctrico se debe a la polarización de sus 
moléculas en el campo eléctrico, como la energia almacenada en un resorte 
comprimido. 

Sin medio dieléctrico, no existe polarización y la densidad de energia es 
simplemente \e Q E 2 . Con un dieléctrico, se aumenta en \PE a una densidad 
total de energia de jeE 2 

Entonces, un campo eléctrico contiene energia. Después se demostrará que 
un campo magnético también contiene energia y que un campo electromag¬ 
nético móvil, u onda, transporta energia. 

Ahora, la energia total W almacenada por el capacitor de la figura 3-10 es 
la integral de la densidad de energia w, en la región completa en la que el campo 
eléctrico E tenga un valor 

W= íwdv 


= 2 J e ^ 2 dv O 4 ) 

t Para el caso más general de un medio no isotrópico en el que D y E no tienen la misma direc- 
ción. 


w = |D • E 


(11) 
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Suponiendo que el campo sea uniforme entre las placas y que no haya defor- 
mación dei campo en los bordes dei capacitor, se tiene al evaluar (14) 

W = jeE 2 AI = \DA El 

= \QV (J) (15) 

donde A = área de una placa dei capacitor, nr 

/ = espaciamiento entre las placas dei capacitor, m 

Este resultado, obtenido por integración de la densidad de energia a través dei 
volumen entre las placas dei capacitor, es idêntico a la relación dada por (5). 


3-11 DISTRIBUCIONES DEL CAMPO 

En algunos problemas es deseable conocer la distribución dél campo eléctrico y 
el potencial asociado con éste. Pór ejemplo, si la intensidad de campo excede el 
valor de descarga disruptiva para el medio dieléctrico, puede ocurrir una chispa 
o una descarga en corona. A través dei conocimiento de la distribución de cam* 
po, puede determinarse la densidad superficial de carga en los conductores 
ligados al campo, asi como la capacitancia entre ellos. 

En las siguientes secciones se analizan las distribuciones de campo y de 
potencial para algunas figuras geométricas simples. Las distribuciones de campo 
y de potencial alrededor de cargas puntuales, esferas cargadas, cargas lineales y 
cilindros cargados se consideran primero. Las distribuciones de campo y de 
potencial de estas configuraciones se pueden expresar por ecuaciones relati¬ 
vamente sencillas. La extensión de estas relaciones por el método de imágenes a 
situaciones que contengan lâminas conductoras grandes o planos de tierra, se 
consideran después. Por último, las distribuciones de campo y de potencial para 
algunas configuraciones de conductores que no se pueden tratar fácilmente en 
forma matemática, se encuentran por medio de un método gráfico simple 
conocido como trazado de mapas de campo (también llamado mapeo o apli- 
cación). Muchos problemas de campos se resuelven en forma conveniente 
haciendo uso de computadoras; tales métodos se explican en el capitulo 7. 

Las distribuciones de campo y de potencial se pueden presentar en diversas 
formas. Por ejemplo, una gráfica de la variación de la magnitud dei campo 
eléctrico E y dei potencial eléctrico V a lo largo de una linea de referencia puede 
proporcionar la información que se desea. Esto se ilustra por medio de las cur¬ 
vas para E y para V, en la figura 3-12a, para el campo y el potencial a lo largo 
de una linea radial que se extienda desde el centro de una esfera conductora car- 
gada de radio r,. O bien, las distribuciones de campo y de potencial se pueden 
indicar por medio de un mapa o gráfica de contornos, como en la figura 3-126. 
En este mapa las líneas radiales indican la dirección dei campo eléctrico, mien- 
tras que los contornos circulares son lineas equipotenciales. En este diagrama, la 
diferencia de potencial entre contornos es una constante. 
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Figura 3-12 Variación dei campo eléctrico E y el potencial V en una esfera conductora cargada 
aislada de radio r,. 


3-12 CAMPO DE UNA LINEA FINITA DE CARGA 

Considérese ahora el campo producido por una línea delgada de carga eléctrica. 
Sea Q una carga positiva distribuida uniformemente como una línea infinite¬ 
simalmente delgada de longitud 2a, con centro en el origen como en la figura 
3-13. La densidad lineal de carga p L (carga por unidad de longitud) es entonces 



(D 
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Figura 3*13 Línea delgada de carga de longitud 2a. 

donde p L está en coulombs por metro cuando Q estã en coulombs y a está en 
metros. 

En d punto P sobre el eje r, el campo eléctrico infinitesimal dE debido a un 
tramo infinitesimal de alambre dz es d mismo que para una carga puntual de 
magnitud p L dz. Por lo tanto. 


t Pi dz 


( 2 ) 


donde / = ^jr 2 + z 2 

í 2 = vector unitário en la dirección de / 

Puesto que d eje z en la figura 3-13 es un eje de simetria, el campo tiene sólo 
componentes z y r. Estas son 


dE r = dE cos 6 = dE- (3) 

dE, = dE sen 9 = dE- 
2 / 


y 


( 4 ) 
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La resultante o componente total r, E r dei campo en un punto sobre el eje r, se 
ototiene al integrar (3) en la línea entera de carga. Esto es, 


PjJ Ç + a ^ = PLT f + “ ^ 


E, 


47tf ) a I 3 4nt J_„ v /(H + 


Pl« 


E, 


(5) 


y 


Intr^Jr 2 + a 2 


Por simetria, la componente z que resulta, E z , dei campo en un punto sobre el 
eje r es cero. En consecuencia, el campo total E en los puntos a lo largo dei eje r 
es radial y está dado por 


Esta relación da el campo como función de r en los puntos sobre el eje r para 
una línea finita de carga de longitud 2a y densidad de carga uniforme p L . 

3-13 CAMPO DE UNÁ LÍNEA INFINITA DE CARGA 

Considérese que la línea de carga de la figura 3-13 se extiende hasta el in¬ 
finito, tanto en la dirección positiva como en la negativa de z. Al dividir el 
numerador y el denominador de (3-12-6) entre a y haciendo que a sea infinita, se 
encuentra que la intensidad dei campo eléctrico debido a una línea infinita de 
carga positiva es 



(D 


La diferencia de potencial V 21 entre dos puntos a distancias radiales r 2 y r x 
desde una línea infinita de carga es entonces el trabajo por unidad de carga, 
requerido para transportar una carga positiva de prueba desde r 2 hasta rj! 
Supóngase que r 2 > r. Esta diferencia de potencial está dada por la integral de 
línea de E r , desde r 2 hasta siendo el potencial en r, mayor que en r 2 si 
la línea de carga es positiva. Por lo tanto 



r Si se hace r m entonces V = Oen r = r 2 . Esto es, la superfície para la cual r - r 2 viene a 
ser una superfície de referencia respecto a la cual se miden los valores dei potencial. 
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3-14 CILINDRO INFINITO DE CARGA 

Si la carga está distribuída uniformemente a lo largo de un cilindro de radio r t , 
en lugar de estar concentrada a lo largo de una línea infinitesimalmente delgada, 
el campo externo al cilindro está dado por (3-13-1) para r > r,. Dentro dei cilin¬ 
dro, E = 0. 

La diferencia de potencial entre el cilindro y los puntos en el exterior al 
mismo está dada por (3-13-2), donde r 2 > r, y p L es la carga por unidad de lon- 
gitud dei cilindro. Dentro dei cilindro el potencial es el mismo que el potencial 
enla superfície (r = r t ). 


3-15 LINEA COAXIAL INFINITA DE TRANSMISIÒN 

Los conductores cilíndricos concêntricos arreglados como en la figura 3-14a 
forman un arreglo útil para llevar corriente, conocido como línea coaxial de 
íransmisiôn. Se puede aprender mucho acerca de sus propiedades haciendo un 
estúdio de su comportamiento en condiciones estáticas. Aplíquese una diferen¬ 
cia de potencial fija entre los conductores interior y exterior de una línea coaxial 
infinitamente larga de manera que la carga Q por unidad de longitud / de una 
línea es p L . El campo está confinado al espacio entre los conductores. Las líneas 
de campo son radiales y las líneas equipotenciales son círculos concêntricos, 
como se indica en la figura 3-146. La magnitud dei campo a un radio r está 
dada por (3-13-1), en donde a <r < b y donde p L es la carga por unidad de 
longitud en el conductor interno. La diferencia de potencial V entre los conduc¬ 
tores es, según (3-13-2)i 


V = 


2ne a 


(i) 


Puesto que la capacitancia está dada por la razón de carga a potencial, C = 
Q/V. Al dividir entre la longitud / se tiene C/l = {Q/l)/V. La razón Q/l es 
igual a la densidad lineal de carga p L (Cm' 1 ). En consécuencia, la capacitancia 
por unidad de longitud C/l de la linea coaxial es 


Ç = Pl _ 2?C£ 

/ V ln (b/a) 


(Fm" 1 ) 


( 2 ) 


en donde £ es la permitividad dei medio entre los conductores. 

Puesto que e = e 0 e r , donde £ 0 = 8.85 pFm' 1 , (2) se puede expresar de una 
manera más conveniente como 


C _ 55.6£ r 24.2f, 

/ ln (b/a) log (b/a) 


(pF m ') 


(3) 
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donde t r = permitividad relativa dei medio entre los conductores 
b — radio interior dei conductor externo 
a = radio dei conductor interno (en las mismas unidades que b ) 




Figura 3-14 Línea de transmisión coaxial. 


3-16 DOS LlNEAS INFINITAS DE CARGA 


Sean dos líneas paralelas infinitas de carga separadas por una distancia 2s como 
en la figura 3-15. Supóngase que la densidad lineal de carga de estas dos líneas 
sea igual, pero de signo opuesto. El campo eléctrico resultante E en un punto P 
distante r x de la línea negativa y í 2 de la línea positiva es, entonces, la suma 
vectorial dei campo de cada línea consideradas por separado. 

Sea el origen de las coordenadas de la figura 3-15 la referencia para el 
potencial. Imagínese que sólo la línea cargada positivamente está presente. En¬ 
tonces, según (3-13-2), la diferencia de potencial entre P y el origen es 


V+ 



(D 


En forma semejante, para la línea cargada negativamente 


Pl _ s 
2ne r 


Cuando están presentes ambas líneas, la diferencia total de potencial V entre P 
y el origen es la suma algebraica de (1) y (2), es decir. 
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Si V en (3) es una constante, (3) es la ecuación de una línea equipotencial. 
La forma de la línea equipotencial se hará más clara si (3) se transforma de la 
siguiente manera. De (3) 



r j 2neV 

ln — = 

(4) 


r 2 Pl 



r l ç2iteV>i>L 

(5) 

y 

r 2 



Puesto que 2ntV/p L es una constante para cualquier línea equipotencial, el 
miembro derecho de (5) es una constante K. Entonces 


e i iuvipl _ x y r t = Kr 2 (6) 

Las cordenadas dei punto P en la figura 3-15 son (x, y) de modo que 

ri = J(s + x) 2 + f y r 2 = \J (s x) 2 + V 2 . 

Al sustituir estos valores de r, y r 2 en (6), al elevar al cuadrado y reacomodar que- 
dará 

X 2 - 2xs + | + S 2 + y 2 = 0 (7) 

K — 1 

Al agregar s 2 (K 2 + 1) 2 /(K 2 - l) 2 a ambos miembros de (7) para completar el 
cuadrado en el miembro izquierdo, se tiene 



Figura 


3-15 Dos líneas infinitas de carga separadas por una distancia 7s. 
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K 2 + 1 Y 
K 2 - \) 


+ y 2 



Esta es la ecuación de un círculo que tenga la forma 


(x - h) 2 + y 2 = r 2 


( 8 ) 


(9) 


donde x, y = coordenadas de un punto sobre el círculo 
h = coordenada x dei centro dei círculo 
r= radio dei círculo 


Comparando ( 8 ) y (9), se deduce que la curva equipotencial que pasa por el 
punto (x, y) es un círculo dei radio 


2 Ks 

r ~K 2 -\ 


con su centro en el eje x a una distancia dei origen de 


( 10 ) 


. K 2 + 1 
h = s -m - 7 


( 11 ) 



figura 3-16 Líneas de campo y equipotenciales alrededor de dos lineas paralelas inifinitas de carga o 
alrededor de una línea de transmisión infinita de dos conductores. 
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Una línea equipotencial de radio r con centro en ( h, 0) se muestra en la 
figura 3-15. Conforme K aumenta, correspondiendo a equipotenciales mayores, 
r tiende a cero y h tiende a s, de manera que los equipotenciales son círculos 
menores con sus centros más cercanos a la línea de carga. Este hecho se ilustra 
mediante círculos equipotenciales adicionales en la figura 3-16. El potencial es 
cero a lo largo dei eje y. Esto es, V = 0 en x = 0. Por lo tanto, el plano x = 0 
es el plano de referencia para el potencial. 

En la figura 3-16 se muestran también las líneas de campo. Estas son en 
cualquier punto ortogonales a los círculos de potencial y también son círculos 
con sus centros en el eje y. 


3-17 LÍNEA DE TRAN SMISlON INFINITA 
DE DOS CONDUCTORES 

El análisis de dos líneas infinitas de carga en la sección anterior puede extender- 
se al caso de una línea infinita que conste de dos conductores paralelos por¬ 
tadores de corriente. Este arreglo constituye una línea de transmisión de dos 
conductores, una forma de uso muy común. Se puede aprender más acerca de 
sus propiedades haciendo un análisis de su comportamiento en condiciones 
estáticas. Aplíquese una diferencia de potencial fija entre los conductores de 
manera que la carga por unidad de longitud de cada conductor sea f>i. 

La superfície de los alambres es una superfície equipotencial y, en con- 
secuencia, un círculo equipotencial de la figura 3-16 coincide con la superfície 
dei alambre. Entonces, los círculos gruesos de radio r y con espaciamiento de 
centro a centro de 2 h pueden representar los dos conductores. Las distribu- 
ciones de campo y de potencial externas a la superfície de los conductores son 
las mismas que si el campo fuese producido por dos líneas de carga infinite¬ 
simalmente delgadas, con un espaciamiento de 2s. El campo dentro de los con¬ 
ductores es, por supuesto, cero, y el potencial es el mismo que en la superfície. 
La carga no está distribuída uniformemente en la superfície dei conductor, sino 
que tiene una densidad mayor en los lados adyacentes de los conductores. 

La diferencia de potencial V c entre uno de los conductores y un punto a la 
mitad dei camino entre ellos es, conforme a (3-16-3) y (3-16-6), 


F c = ^ ln K 
2ne 


(i) 


El valor de K puede expresarse en términos dei radio r y la mitad dei espacia¬ 
miento de centro h, al eliminar s de (3-16-10) y (3-16-11) y encontrando K, se 
obtiene 



( 2 ) 
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La diferencia de potencial V 2c entre los dos conductores es entonces 



(3) 


Para encontrar la capacitando por unidad de longitud. C/l, de la línea de 
dos conductores, se toma la razón de la carga por unidad de longitud en un 
conductor entre la diferencia de potencial entre los conductores, esto es, 


C = p L _ _ 12.1c,_ 

1 V 2 c log[(/i/r) + 7(11 lr) 2 - 1] 


(4) 


donde e r = permitividad relativa dei medio que rodea a los conductores, sin di¬ 
mensiones 

h = mitad de la distancia de centro a centro 
r = radio dei conductor (mismas unidades que h) 


3-18 LÍNEA DE TRANSMISIÓN INFINITA 
DE UN SOLO CONDUCTOR 


Una línea de transmisión de un solo conductor con retorno por tierra es otra 
forma usada algunas veces. Sea el radio dei conductor r y la altura dei centro 
dei conductor sobre el nivel dei terreno h . Supóngase que el conductor tiene una 
carga positiva p L por unidad de longitud y que el terreno está a un potencial de 
cero. 

La distribución de campo y de potencial de este tipo de línea se encuentra 
fàcilmente por medio de la teoria de imágenes.t Entonces, si se suprime la tierra 
y se coloca un conductor idêntico con carga — p L por unidad de longitud, co¬ 
locado por abajo dei nivel dei terreno en la misma medida que el otro está por 
arriba de dicho nivel, la situación es la misma que para una línea de dos con¬ 
ductores (Fig. 3-16). El conductor que reemplaza a la tierra se denomina imagen 
dei conductor superior. La distribución de campo y de potencial para la línea de 
un solo conductor se ilustra en la figura 3-17. 

La diferencia de potencial entre el conductor y la tierra está dada por (3-17- 
1) o por la mitad de (3-17-3). La capacitancia por unidad de longitud C/t es dei 
doble dei valor dado por (3-17-4), o 


C __ 24.2e r 

I ~ log[(/i/r) + v /(/i/r) 2 - I] 


(pF m~') 


(D 


Una línea de transmisión de cinta es una variante de la linea de transmisión 
de un solo conductor (véase la sección 10-5). 


t La teoria de imágenes se explica en forma más completa en la sección 7-14. 
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Figura 3-17 Conductor sobre un 
plano metálico de tierra. 


3-19 MAPAS DE CAMPO Y CELDAS DE CAMPO 

No todas las configuraciones de conductores se pueden tratar matematicamente 
de manera tan fácil como las anteriores. En el capítulo 7 se explican otros 
métodos. Sin embargo, para problemas bidimensionalest se puede aplicar un 
método de ejecución gráfica de mapas de campo. X AJguna experiencia en la 
ejecución gráfica de mapas de campo es valiosa porque se hace hincapié en 
propiedades fundamentales de los campos eléctricos estáticos, como sigue: 

1. Las líneas de campo y de potencial se intersecan en ângulos rectos.§ 

2. La superfície de un conductor es una superfície equipotencial. 

3. El campo corta perpendicularmente una superfície conductora. 

4. En un campo uniforme, el potencial varia linealmente con la distancia. 

+ p or problema - bidimensional se quiere decir un problema en que la configuración de conduc¬ 
tores se puede mostrar por medio de una simple sección transversal, siendo las mismas todas las sec- 
ciones transversales paralelas. 

í A.D. Moore, “Fundamentais of Electric Design” McGraw-Hill Book Company. Nueva York. 
1927. 

§ Excepto en puntos singulares, como en una esquina. 
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3-M Sección transversal de dos lâminas conductoras con d mapa de campo , 
* completo. 


3L * tXn tubo de flujo es paralelo al campo,t y el flujo eléctrico es constante en 
culquier sección transversal de un tubo de flujo. 

Un tubo de flujo se origina en una carga positiva y termina en una carga 
negativa igual. 

El trazado gráfico de mapas de campo se introducirá con la ayuda de un 
gãemplo. Considérense dos conductores laminares cargados 1 y 2, como se 
mestra en sección transversal en la figura 3-18. Las lâminas se extienden 
mímuamente hacia la izquierda y hacia la derecha y también en forma perpen- 
fcular a la página. Este es un problema bidimensional, todas las secciones trans- 
**r$ale$ paralelas a la página son iguales. Por lo tanto, la distribución de cam¬ 
po y de potencial en cualquier punto entre las lâminas será conocida si se puede 
acontrar para una sección transversal bidimensional como la que se muestra en 
li figura 3-18. Sea la diferencia de potencial entre los conductores de 40 V, sien- 
éo positivo el conductor superior y cero el potencial dei conductor inferior. A la 
sEjuierda de a y a la derecha de b el campo es uniforme, de manera que las 
s^erflcies equipotenciales a cada 10 V estén igualmente espaciadas como se in- 
Aca, siendo las superfícies de los conductores equipotenciales a 40 y a 0 V. 
Emre a y b cambia el espaciamiento entre los conductores y las líneas equipo- 
tzsciales se pueden dibujar tentativamente como se muestra con líneas discon- 

E1 siguiente paso dei procedimiento para trazar mapas es dibujar líneas de 
cznpo dei conductor 1 al conductor 2, en la región de campo uniforme a la iz- 
quierda de a, con el espaciamiento igual al de las líneas equipotenciales. En esta 
forma, la región se divide en cuadrõs. Cada cuadro es la superfície terminal de 

t Las paredes o limites de un tubo de üujo son líneas de campo. 
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un volumen recfcffltçular, o celda, dè profundidad d hacia adentro de la página. 
Una serie de ciíàofos limitados por las mismas lineas de campo representa un 
tubo de flujo rectangular que se extiende entre la carga positiva de un conductor 
y la carga negativa dei otro. Luego se extiende el mapa de campo a la derecha, 
dibujando lineas de campo lo más cerca posible a ser perpendiculares a las lí - 
neas equipotenciales, con las lineas de campo espaciadas de manera que las 
áreas formadas sean lo más cercano posible a ser cuadradas. Después de una o 
dos revisiones de las equipotenciales tentativas entre a y b y también de las lí- 
neas de campo, debe ser posible rehacer el mapa de la región a la derecha de a, 
de manera que el campo y las lineas equipotenciales sean en cualquier parte 
ortogonales y las áreas entre las lineas sean todas Cuadrados o cuadrados curvi¬ 
líneos . El mapa completo dei campo se muestra en la figura 3-19. 

Con cuadrado curvilíneo se quiere decir un área que tiende a tener ver- 
daderos cuadros al subdividirse en áreas más y más pequeMs, dividiendo en 
mitades los intervalos equipotenciales y el flujo por tubo . Un cuadrado cur¬ 
vilíneo subdividido parcialmente se muestra en la figura 3-20. 

Un mapa de campo como el que se muestra en la figura 3-19 divide el cam¬ 
po en muchos cuadros, cada uno de los cuales representa un lado de una celda 
de campo . Estas celdas de campo tienen una profundidad d (adentro de la pá¬ 
gina) como lo sugiere la vista tridimensional de la típica celda de campo en la 
figura 3-19. La celda tiene una longitud / (paralela al campo) y un ancho b . Las 



en serie 


Figura 3-19 Sección transversal de dos lâminas conductoras con el mapa de campo completo. En el 
recuadro se muestra una vista tridimensional de una celda de campo. 
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Figura 3-20 Cuadrado curvilíneo parcial¬ 
mente subdividido. 


paredes de una celda de campo son las paredes de un tubo de flujo (paralelo al 
ampo), mientras que la parte superior y la inferior coinciden con superfícies 
■qupotenciales. Al dividirse las celdas curvilineales en celdas más pequenas, sus 
fcos extremas tienden a convertirse en cuadrados verdaderos. Las celdas sub- 
«Svididas son siempre de profundidad d (dentro de la página), al igual que las 
celdas más grandes. Por lo tanto, una celda de campo, o simplemente una cel- 
da, se puede definir como un volumen cuadrado curvilíneo. 

Si se aplican laminillas delgadas de metal a las superfícies equipotenciales 
de una celda de campo, se tiene un capacitor de celda de campo . La capacitan¬ 
cia C de un capacitor de placas paralelas es 


0Dode c = permitividad dei medio 
A = área de placas 
/ = espaciamiento entre placas 

Al aplicar esta relación a un capacitor de celda de campo con una cara cuadrada 
ífr = 0. se tiene para la capacitancia C 0 de la celda de campo 



( 2 ) 


Dividiendo entre d, se obtiene la capacitancia por unidad de profundidad de 
■na celda de campo como 
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(3) 


donde í es la permitividad dei medio en farads por metro. 



Figura 3-21 Un capacitor de celda de campo tiene 
una capacitaneia por unidad de profundidad igual a 
la permitividad r dei medio. Para el aire u - t») la 
capacitaneia dei capacitor mostrado es 8*&5 pF. 


Entonces, el significado dei valor de c es la capacitaneia por unidad de 
profundidad de un capacitor de celda de campo. Por ejemplo, un capacitor de cel- 
da de campo de profundidad unitaria en un medio de aire (o de vacío) tiene una 
capacitaneia de 8.85 pF. Tal capacitor se ilustra en la figura 3-21.+ 

Cualquier celda de campo se puede subdividir en celdas más pequenas de 
extremos cuadrados con tantas celdas en paralelo como en serie. En consecuen- 
cia, la capacitaneia: por unidad de profundidad de cualquier celda de campo, 
grande o pequena, exactamente cuadrada o curvilínea, es igual ac. 

En un mapa de campo, como el de la figura 3-19, la mayor parte dei área se 
divide en celdas “regulares” con cuatro en serie para cada tubo de flujo. Las 
celdas tienen la misma diferencia de potencial a través de ellas (10 V). Entonces, 
estas celdas se pueden definir como celdas de la misma clase. El área restante 
dei mapa (a la derecha) consiste en tubos de flujo residuales o restantes. El tubo 
también se divide en celdas. Las celdas son de dos clases, ambas diferentes de 
las que existen en el resto dei mapa. Una clase de celda en el tubo de flujo res- 


t La capacitaneia de un capacitor aislado como el que se muestra en la figura 3-2 es g y 
que 8 85 pF en virtud de la deformación dei campo en el borde. Sm embargo una celda de^camp 
representa sólo una porción de un campo mâs extenso y sus lados son paralelos al campo ( y 

sss «.«——»>* «<•“ z 

pacitor de celda de campo, colocando lâminas muy delgadas de metal en comctdencia con sus super- 
ficies equipotenciales (si no existe ya un conductor). 







Secc, 3-19 


Campo eléctrico estático en dieléctricos 97 


tante tiene alrededor de 4.3 V a través de ella y la otra clase de celda alrededor 
de 1 V a través de ella. Existen nueve celdas de 4.3 V y cuatro celdas de 1 V. 

Cualquier celda de campo tiene la misma capacitancia por unidad de 
profundidad. Muchas propiedades adicionales son comunes a las celdas de cam¬ 
po de la misma clase. Estas celdas de la misma clase tienen las mismas diferen¬ 
cias de potencial a través de ellas. En campos uniformes las áreas de los ex¬ 
tremos de esas celdas son las mismas, pero en campos no uniformes, las áreas 
no será las mismas. 

Puesto que la capacitancia por unidad de profundidad de cualquier celda 
de la misma clase es la misma, se deduce que el flujo eléctrico a través de cual¬ 
quier celda de la misma clase es el mismo ( Q/d - VC/d). Por lo tanto, las cel¬ 
das de 10 V en la figura 3-19 tienen un flujo de 10eC/unidad de profundidad, 
mientras que las celdas de 4.3 V y 1 V tienen 4.3 íC y c C/unidad de profun¬ 
didad, respectivamente. 

Ahora la densidad de flujo promedio D en la superfície equipotencial de 
una celda de campo está dada por 

D = bd = Ps (Cm ~ 2) (4) 

donde Q = carga total en la lâmina delgada metálica en la superfície equi¬ 
potencial de la celda de campo = flujo total ijj a través de la cel¬ 
da, C 

b = ancho de la celda, m 
d = profundidad de la celda, m 

p s = densidad de carga superficial promedio en la lâmina metálica en la 
superfície equipotencial, Cm' 2 

Se observa pues, que la densidad de flujo promedio es inversamente propor¬ 
cional al ancho de la celda de campo o tubo de flujo. Además, la densidad de 
carga superficial promedio p s en una superfície canductora es inversamente 
proporcional al ancho de la celda de campo o tubo de flujo en la superfície. Por 
ejemplo, el espaciamiento entre los conductores 1 y 2 a la derecha de B en 
la figura 3-19 es de 4 veces mayor que a la izquierda de a; de modo que en la 
región de campo uniforme a la izquierda de a, la densidad superficial de carga 
p s es de 4 veces el valor de p s en la región de campo uniforme a la derecha de b. 
La densidad superficial de carga es aún menor que a la derecha de b en la región 
de curvatura côncava dei conductor cerca de b y algo mayor que a la izquier¬ 
da de a en la región de curvatura convexa dei conductor cerca de a. 

Puesto que E = Dfo la intensidad de campo es también inversamente 
proporcional al ancho de la celda, o la longitud (E = V/l). Más aún, la energia 
W ( = iQV) almacenada en cualquier celda de la misma clase es la misma. Se 
deduce que la densidad de energia promedio w es inversamente proporcional al 
área dei extremo de la celda ( ~bl para una celda de extremo cuadrado). Por 
ejemplo, la densidad de energia en la región de campo uniforme a la izquierda 
de a s en la figura 3-19, es 16 veces la densidad de energia en la región de campo 
uniforme a la derecha de b. 
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Para resumir, las propiedades de un mapa preciso de campo eléctrico + son 
las siguientes: 

1. La capacitancia de cualquier celda de campo es la misma. 

2. La capacitancia C 0 por unidad de profundidad de cualquier celda de campo 

es igual a la permitividad f dei medio. 

3. La diferencia de potencial a través de cualquier celda de campo de la misma 

clase es la misma. . , , 

4. El flujo a través de cualquier celda de campo de la misma clase es el 

5. El^Aujo <p sobre cualquier sección transversal de un tubo de flujo es el 

6. Latensidad de flujo promedio D en cualquier celda de la misma clase es m- 
versamente proporcional al ancho de la celda o tubo de flujo. 

7. La densidad promedio de carga p s , en la frontera conductora de cualquier 
celda de la misma clase, es inversamente proporcional al ancho de la ce a 

8. iVintenÍdad de campo promedio E en cualquier celda de la misma clase es 

inversamente proporcional al ancho de la celda. . . 

9 La energia almacenada en cualquier celda de la misma clase es la misma. 

10 La densidad de energia promedio w en cualquier celda de la misma clase es 
inversamente proporcional al área dei extremo de la celda. (Esta es el area 
que aparece en el mapa de campo.) 


Además de proporcionar información cuantitativa acerca de un campo, un 
mapa de campo da una imagen visual simple, fácil de interpretar dei mismo 
campo. Entonces, en un mapa con todas las celdas de la misma clase, el campo 
es fuerte en donde los cuadros son pequenos y débil en donde los cuadros son 

grandes. . 

Para probar la precisión de un mapa de campo, y en consecuencia la 

precisión en que son válidas las propiedades citadas para un mapa en particular, 
los cuadrados curvilíneos dei mapa se pueden subdividir más para tener inter¬ 
valos equipotenciales de la mitad y la mitad de flujo por tubo, como en la figura 
3-20. Si las regiones más pequenas producidas en esta forma tienden a parecerse 
más a cuadrados verdaderos, el mapa dei campo se ha hecho con la precisión 
adecuada. Sin embargo, si las regiones tienden a hacerse lectángulos, el mapa es 
impreciso y debe hacerse otro intento. También las líneas de campo y las 
equipotenciales deben intersecarse ortogonalmente. Es importante que esta regia 
sea observada en todas las etapas de la configuración de un mapa de campo. A 
menudo es mejor borrar y comenzar de nuevo que tratar de hacer câmbios en 
un mapa impreciso. En la construcción gráfica de mapas de campo es tan im- 
portante un borrador como un lápiz . 


+ En un solo medio de permitividad uniforme. 
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Con computadores analógicos y digitales y los métodos analizados en el 
capítulo 7, se puede desarrollar una construcción gráfica de mapas de campo 
equivalente al método observado. Con el computador digital, las iteraciones 
continúan hasta que ya no ocurran câmbios en el mapa. La experiencia en el 
trazado gráfico de mapas de campo es un antecedente valioso para hacer mapas 
con un computador. 

Ejemplo. Conforme con la figura 3-19, sea la separación en ff de 10 mm y 
en gg de 40 mm y tengan los conductores una profundidad hacia dentro de 
la página de 200 mm. Si los conductores terminan en ff y gg y se despre¬ 
cia la deformación dei campo en el borde, encuéntrese la capacitancia C dei 
capacitor resultante. El medio en el capacitor es el aire. 

Solución. El método de solución será evaluar la combinación serie- 
paralelo de capacitores formados por las celdas individuales. 

Cada celda tiene una capacitancia 

C 0 = e 0 d = 8.85 x 0.2 = 1.77 pF 

La capacitancia entre los extremos de cada tubo de flujo con cuatro celdas 
en serie es entonces 


^ = 0.443 pF 

La capacitancia entre los extremos dei tubo de flujo restante con 9.25 cel¬ 
das en serie es 


1.77 

9^25 


= 0.191 


pF 


Hay 15 tubos de 4 celdas y uno restante (de 9.25 celdas). En consecuencia, 
la capacitancia total C entre ff y gg es la suma de las capacitancias de todos 
los tubos de flujo, o 

C = (15 x 0.443) + 0.191 = 6.83 pF 


El cálculo anterior se simplifica un tanto si a cada celda se le asigna ar¬ 
bitrariamente una capacitancia de la unidad. Sobre esta base, la capacitan¬ 
cia total en unidades arbitrarias está dada por 


15 1 

— + = 3.86 unidades 
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y la capacitancia total real C es el produeto de este resultado por la ca- 
pacitancia real de una celda, o 

C = 3.86 x (8.85 x 0.2) = 6.83 pF 

Todavia se puede usar otro método de cálculo el cual es la relacióft en 
que la capacitancia total C está dada por 



donde N = número de celdas (o tubos de flujo) en paralelo 
n = número de celdas en serie 
C 0 = capacitancia de una celda 

y donde todas las celdas son de la misma clase. Así, en el ejemplo de 
arriba, contando en términos de las celdas de 10 V, se tiene 

C = lÉâí. x (8.85 x 0.2) = 6.83 pF 
4 

Nólese que si hubiese deseado la capacitancia de un capacitor con conduc- 
tores coincidentes con las lineas equipotenciales m y n (Fig. 3-19) y de 200 mm 
de profundidad, las celdas en serie se reducirían a dos y se duplicaria la ca¬ 
pacitancia. En esta forma, la capacitancia de cualquier configuración de con- 
ductores que se conforme a las superfícies equipotenciales de un mapa de cam- 
po, se puede calcular fácilmente. 


3-20 CAMPO DIPOLAR DEL CORAZÒN 

El corazón de todos los mamiferos se contrae o late en respuesta a una diferen¬ 
cia de potencial eléctrico en sus artérias, que llega a un valor máximo justo an¬ 
tes de comenzar la contracción para el bombeo de sangre. Los potenciales 
medidos sobre la piei dei animal en este instante de voltaje máximo tienen una 
distribución semejante a la de un dipolo alineado con el corazón. La semejanza 
dei campo medido sobre un pecho humano (Fíg. 3-22a) y el campo de un dipolo 
en un medio isotrópico (Fig. 3-22Ó) se hace evidente (véase también la figura 
2-13). Los campos eléctricos de animales son de gran valor para el diagnóstico. 
Por ejemplo, una posición diferente (o anormal) dei corazón se volveria eviden¬ 
te en un mapa de campo. Una ventaja de esta técnica de trazado de mapas es 
que no tiene peligro de causar dano, o en contraste con los rayos X o ciertas 
otras técnicas de diagnóstico similar. 






102 Electromagnetismo 


Cap. 3 



figura 3-23 Construcción usada para en¬ 
contrar la expresión diferencial para la 
divergência de D. 


Si la densidad de carga no es uniforme en todo Au, se puede tomar el limite de 
(2) cuando Au tiende a cero, obteniendo la densidad de carga p en el punto 
alrededor dei cual el incremento de volumen Au tiende a cero. El limite de (2) 
cuando Au tiende a cero se llama divergência de D escrita div D o V • D. En conse- 
cuencia 


lím = div D = p (C nT 3 ) (3) 

Mientras que la integral de la componente normal (perpendicular) de D 
sobre un volumen finito da como resultado la carga libre encerrada, la diver¬ 
gência de D proporciona la densidad de carga libre en un punto. Si la carga es 
cero en un punto, se dice que la densidad de carga es cero y también que la 
divergência de D es cero en ese punto. Es importante notar que la divergência de 
D es una función puntual escalar. 

Se analizarà la divergência de una manera más formal, desarrollándola 
como una expresión diferencial. Un pequefio volumen Ax Ay Az = Au es co¬ 
locado en un campo eléctrico con densidad de flujo D, que tiene las componen¬ 
tes D x , y D z en las tres direcciones de las coordenadas como se muestra en la 
figura 3-23. La densidad de flujo total D se relaciona con sus componentes por 
medio de 


D = W x + $D y + ÍD Z (4) 

La componente perpendicular hacia afuera de D en la cara posterior es — D x 
puesto que el campo se dirige hacia adentro. Si el campo cambia entre las caras 
anterior y posterior, la componente normal de D en la cara frontal puede, por el 
teorema de Taylor, representarse por una serie infinita. 

dD x Ax ô 2 D x Ax 2 õ 3 D x Ax 3 
° x + ~dx T + ~õx r ~2\ + 1x r 3! 


+ ■ • • 


( 5 ) 















Campo eléctrico estático en dieléctricos 103 


o Ax es muy pequeno, los términos cuadráticos y de orden superior se 
depredar, de manera que en la cara frontal se tiene para la componente 

i de D 


„ * 

D x + —— Ax 
õx 


( 6 ) 


semejante, la componente normal de D en la cara dei lado izquierdo 
- yen la cara dei lado derecho es 


0, + ^ y 

te t en la cara de abajo es — D z y en la cara superior es 


> dirigido hacia fuera de D sobre la cara posterior es 

—iQ^Ay Az 


frontal es 




A y Az 


(7) 


( 8 ) 


(9) 


( 10 ) 


•do d flujo dirigido hacia fuera de D sobre todo el volumen se obtiene 
d hjo total 

dD x , 

+ —AxjAyAz 


'(- D - + D « + t^) 

d D 

, H- y - 

y õy “V 


+ D y + ^l A>')ax Az 


ÔD 

+ ( — D z + D z + Az )Ax Ay 


( 11 ) 


■ TMrp lifica para quedar 


. , íôD x ÕD V dDÁ 

A ‘ / "(ãr + a 7 + -ãr ) A * A),A2 


( 12 ) 


d® Gauss se sabe que el flujo eléctrico total sobre la superfície 
(o integral de la componente normal de D sobre la superfície dei 
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volumen) es igual a la carga encerrada. La carga encerrada es igual lambién a la 
integral de la densidad de carga p en el volumen. En consecuencia 


, £ D. <b - (ff + f * 


(13) 


Dividiendo entre Ar y tomando el limite cuando Ar tiende a cero, se obtiene la 
divergência de D. Entonces» 


■« e > dz 

dD x ÕD ÔD Z 

div D = + "sr = P 

f) v 01' CZ 


(14) 


(15) 


El miembro central de (15) es una relación diferencial paraescri- 
exnresada en coordenadas rectangulares. La divergência de D se puede escn 
Hr tambièn como el producto punto o producto escalar dei opgtador V y D. 

Esto es, 


div D = V D 


(16) 


Se observa facilmente lo anterior al desarrollar (16) en las expresiones para V y 
D. Entonces 

v-D = K- + f^ , s)'2£i±12ili^ ) (l7) 

J--- D 


Al realizar la multiplicación indicada en (17) se obtienen nueve términos de 
productos punto como sigue: 

íl8) 

El producto punto de un vector unitário en sí mismo es la unidad pero el 
producto punto de un vector con otro vector en ângulo recto es cero. De acuer- 
do con ello, seis de los nueve productos punto en (18) desaparecem no asi s 
Íes que involucran * • *, y -f * * * * V « producto indicado en (17) se conv.er- 

te en 

ÕD X ÔD, cD; 

V D = —- + - - 


Õv 


dz 


( 19 ) 
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El producto punto dei operador V con una función vectorial es la divergên¬ 
cia dei vector. La cantidad V ■ se puede considerar como el operador de diver¬ 
gência. Entonces, el operador de divergência aplicado a una función vectorial 
da como resultado una función escalar. Por ejemplo, V ■ D (divergência de D) 
está dado en coordenadas rectangulares por el lado derecho de (19) y es un es¬ 
calar que es igual a la densidad de carga p. 

Si se conoce D para cualquier punto, tomar la divergência de D posibilita 
encontrar las fuentes (regiones de carga positiva) y los sumideros (regiones de 
carga negativa) responsables dei flujo eléctrico y, en consecuencia, de D. 


3-22 ECUACIÓN DE DIVERGÊNCIA DE MAXWELL 
A PARTIR DE LA LEY DE GAUSS 

\ 

La relación (3-21-15) 


V ■ D = p 


( 1 ) 


se dedujo a partir de la ley de Gauss al aplicaria a un volumen infinitesimal. Es 
la relación diferencial fundamental para los campos eléctrico estáticos. Esta 
relación es una de un conjunto de cuatro, conocidas como ecuaciones de Max¬ 
well; se considera en su forma integral en la sección 2-17. Las otras tres rela¬ 
ciones se determinarán en capítulos posteriores. 

En una región libre de carga, p = 0, y 


V ■ D = 0 (2) 

Ejemplo. Como un ejemplo de divergência no eléctrico, considérese que un 
cilindro largo y hueco está lleno de aire a presión. Si la cubierta en uno de 
los extremos dei cilindro se quitara rápidamente, el aire empujaría para 
salir con fuerza. Es evidente que la velocidad dei aire seria mayor cerca dei 
extremo abierto dei cilindro, como lo sugieren las flechas que representan el 
vector velocidad v en la figura 3-24a. Supóngase que el flujo de aire esté sin 
turbulências, de manera que v tuviese sólo componente en x. Supóngase 
también que la velocidad v dentro dei cilindro es independiente de y, pero 
es directamente proporcional a x, como se indica por 

| v\ = v x = Kx ■ (3) 

donde K es una constante de proporcionalidad. La pregunta es: <,cuál es la 
divergência de v en el cilindro? 


Soluciôn. Aplíquese el operador de divergência a (3), lo cual da 
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(b) 



(c) 


Figura 3-24 La velocidad v dei aire que 
sale de un tubo tiene divergência (o) y 
(b). Cuando el aire fluye con velocidad 
uniforme a través de un tubo abierto en 
ambos extremos, como en (c) la diver¬ 
gência de v es cero. 


En consecuencia, la divergência de v es igual a la constante K. 

Un campo de velocidad se puede expresar graficamente por medio de 
líneas que representen la dirección de v con la densidad de las líneas que m- 
dican la magnitud de v. El campo de velocidad en el cilindro representado 
en esta forma se indica en la figura 3-246. Nótese que las líneas de v se 
originan, es decir, tienen su fuente, a lo largo dei cilindro, aumentando el 
número con x. Esto indica que v aumenta en función de x. Esta situación se 
exptesa de manera concisa por medio de div v = K. Esto es, la divergência 
de v tiene un valor constante K a través dei cilindro y esto indica, supomen- 
do que (3) sea correcta, que la fuente dei campo de velocidad proporcio¬ 
nada por el aire en expansión está distribuída uniformemente a traves dei 
cilindro. 

Si, por otro lado, se abren ambos extremos dei cilindro y el aire pasa a 
través de èste con la misma velocidad en todas partes, v x es igual a una 
constante y la divergência de v es cero en el cilindro. En este caso, la fuente 
dei campo de velocidad debe ser algo externo al cilindro y el diagrama dd 
campo de velocidad seria como se muestra en la figura 3-24c. 

Si entran más líneas a un pequefio volumeni de las que lo dejan o si 
salen más de las que entran, el campo tiene divergência. Si entran al vo- 
lumen las mismas líneas que salen, el campo tiene una divergência de cero. 


+ En el limite un volumen infinitesimal. 
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3-23 TEOREMA DE LA DIVERGÊNCIA 


De acuerdo con la ley de Gauss (2-17-6) se tiene 


D -ds = 


pdv 


( 1 ) 


ai donde D se integra para toda la superfície s y p se integra en todo el volumen 
v y encerrado por s . 

Según (3-22-1) introduzcamos V • D para p en (1), obteniendo 



(2) 


La relación establecida en (2) es el teorema de la divergência aplicado a la den¬ 
sidad de flujo D, o teorema de Gauss (para distinguirlo de la ley de Gauss). Esta 
relación es válida no sólo para D, como en (2), sino también para cualquier fun- 
ción vectorial. En síntesis, el teorema de divergência establece que la integral de 
línea de la componente normal de una función vectorial sobre una superfície 
cerrada s, es igual a la integral de la divergência de ese vector en todo el vo¬ 
lumen v encerrado por la superfície s. 


3-24 DIVERGÊNCIA DE D Y P EN UN CAPACITOR 


Como ejemplos adicionales dei significado de la divergência considérese el 


capacitor cargado de placas paralelas de la figura 3-25. Una pequena placa de 
parafina llena el espado entre las placas, excepto por los pequenos espacios 
de aire. Existe carga real de densidad superficial p s sobre la superfície de las 
placas. La carga de polarización de densidad superficial p sp está presente en la 
superfície de la parafina. 

De acuerdo con (3) de la tabla 3-2, la relación de D en una frontera está 
dada por 



( 1 ) 


donde Z) nl = densidad de flujo en el espado de aire 
D n2 = densidad de flujo en la placa conductora 
p s = densidad de carga superficial real 

Supóngase que la carga real p s está distribuida uniformemente en una capa 
delgada de espesor Ax , como se sugiere en la figura 3-25. Entonces, el cambio 
total AD n en la densidad de flujo de un lado al otro de la capa está dado por 


Au — D n2 — AD n — AD 


(2) 
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Figura 3-25 Sección transversal a través 
de un capacitor de placas paralelas con 
una placa de dieléctrico de parafina, 
mostrando la variación de la densidad de 
flujo D, la densidad de carga p, el 
campo eléctrico E, la polarización P y 
la densidad de carga de polarizaciór^px 
a lo largo dei eje entre las placas. El es- 
pesor Ax de las capas de carga estâ 
grandemente exagerado. 


Pero cuando Ax es pequena, 


dD x . 

A D x = — Ax 

dx 


En consecuenria, (1) viene a ser 


dD x _ p s _ 

dx Ax 


(3) 


(4) 


donde p es la densidad volumétrica de carga en la capa de carga. Puesto que D 
tiene solamente una componente en x, dDJdx = div D. Es decir, 
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En consecuencia, el cambio de D con la distancia (en la capa de carga) es igual a 
la divergência de D y también a la densidad volumétrica de carga. Se deduce que 
si la capa de carga es infinitesimalmente delgada (Ax -► 0), entonces VD yp 
tienden al infinito. Sin embargo, es más razonable considerar que la capa de 
carga es de espesor pequeno pero finito de modo que aunque V • D y p pueden 
ser grandes, no son infinitas. La variación de D y V • D a lo largo dei eje x dei 
capacitor se muestra graficamente en la figura 3-25. 


En la superficie de la parafina D es constante, pero E y P cambian. Según 
(3-5-7) 


P = D - e 0 E 


( 6 ) 


Ahora el cambio en la polarización P es igual a la densidad superficial de carga 
P sp debida a la polarización. En consecuencia, según (3-6-7), 



(7) 


donde P nl = polarización en la parafina 

P „2 = polarización en el espado de aire % 0 

p sp = densidad de la carga superficial de polarización 

Supóngase que la carga superficial de polarización esté uniformemente dis- 
tribuida a través de una capa delgada de espesor Ax en la superficie de parafina, 
como se sugiere en la figura 3-25. Entonces, el cambio total AP n de polarización 
entre uno y otro lado de la capa está dada por 



( 8 ) 


Pero cuando Ax es pequena, 



(9) 


En consecuencia, (7) viene a ser 



P: 


( 10 ) 


dx 


donde p P es la densidad volumétrica de la carga de polarización de la capa en la 
superficie de la parafina en coulombs por metro cúbico. La carga de polari¬ 
zación difiere de la carga real p en que no puede aislarse, mientras que la carga 
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real si puede. En este sentido es una carga ficticia. Puesto que P tiene sOlo com¬ 
ete en *, que es una functón sólo de X, dPJdx - drv P. Por lo tanto. 


dP, 

dx 


V P = -P p 


( 11 ) 


En consecuencia, el cambio de P con la distancia (en la capa de carga) es igual a 
la divergência de P y también a la densidad volumétrica Pp de la carga de po- 
larízlcíón La suposición de una carga de polarizaciôn que sea de espesorpe- 
Queno pero finito produce un valor de V P que puede ser grande pero no finito. 
q La P divergência de D da las fuentes dei campo D (carga real), mientras que 

la divergência de P da las fuentes dei campo de polarizaciôn. 

La v^ación de E, P y - V F a lo largo dei eje * dei capacitor se ilustra 

8raf snuedVd n emo f st g rTq 3 ue el potencial V p en un volumen no limitado debido a 
la distribución de polarizaciôn está dado por 


1 r VP 

’ _ 47i£ 0 J r 


dv 


( 12 ) 


Entonces cuando cstán ptesentes la carga real y la polariaación y ademâs la dis- 
Wbuctónde ambas es fija, el potencial total P r en el volumen no Irmrtado es 


7 47ce 0 j v r 4ne 0 J v r 


dv 


o bien 


Vt 


_L 

4ne 0 J„ r 


(13) 


donde P 

P 

É 0 

r 


densidad de carga volumétrica real, C m 3 

polarizaciôn, Cm 2 

permitividad dei vacío - 8.85 pF m 

distancia dei elemento dei volumen que contiene la carga 

zación al punto en el que se va a calcular V T , m. 


de polari- 


La integración volumétrica se extiende a todas las regiones que contengan carga 
o polarizaciôn. 

La intensidad de campo E es entonces 


e = -vy T 


(14) 
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3-25 EL OPERADOR LAPLACIANO: 

ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE 

Como una extensión dei operador de divergência se llega al operador Lapla- 
ciano. Partiendo de (3-22-1) 

V D = p (1) 

Puesto que D = fE yE = - VK.se tiene 

D = -eW (2) 

La introducción de (2) en (1) da 

(3) 


Esta es la ecuación de Poisson . El doble operador (divergência dei gradien¬ 
te) se escribe también como V 2 (nabla cuadrada) y es conocido como el operador 
Laplaciano . Asi pues, la ecuación de Poisson se puede escribir 



É 


Si p = 0, (4) se reduce a 


( 4 ) 


V 2 J/ = 0 


( 5 ) 


que es conocida como la ecuación de Laplace, 
En coordenadas rectangulares 


õx 2 + õy 2 + ôz 2 


( 6 ) 


La distribución dei potencial estático para cualquier configuración de conduc- 
tores se puede determinar si se encuentra una solución a la ecuación de Laplace 
que también satisfaga las condiciones de frontera. 

Como se explicará en el capítulo 7, tal solución es única; o sea que esta es 
la forma que debe tener el campo; ninguna otra configuración es posible. Real¬ 
mente, la solución no necesita ser matemática. Asi, un mapa de campo preciso, 
obtenido por métodos gráficos, como se analizó en la sección 3-19, es también 
único, constituyendo una solución que satisface la ecuación de Laplace y las 
condiciones de frontera. 
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PROBLEMASt 


c . , laV7 D i e |éctricos,permitívidad,polarií#dónyrel«cionesdefrontera. 

Grupo 3-1: Secciones 3-1 a . . dieléctrico u = 6) está colocada 

+ 3-1-1. Polarización en una placa de dieléctrico. na p aca 2 S i la placa ocupa un volumen de 01 

la P' aca - . , „ _ ai -stá colocada en forma perpendicular a 

3-1-2. Placa de azuf^ Una p!aca Jana de azu r ( r - ) ^e ^ ^ placa> encuéntrese ( fl ) P en la 

e" eulrlo S r°de la placa (en el aire, (d) , en la placa y « en el ex¬ 
terior de la placa (en el aire). j:pi,!. rtr jco (< = 4) de gran 

3-1-3. Dos cavidades en dieléctrico. con superfícies planas perpen- 

exiensión, La cavidad 1 .m *** ^ScSSTes en forma de aguja largacon 

„„„ d. Si o - 6pc » ■ » a* 

2 1 2 ml ,*>■ '* 2*'“"'7“ ““r",L„, D fo.n» «*«*> *«• «. 

<—»»■* 

y 4 se colocan en forma de emparedado. S, tj « _ 2 enco éntrese el ângulo de E con respec- 

ü »**- - fi8ura “ ue muestre la trayectona 

línea de E a través dei emparedado. pçtnlctura for mada por tres esferas con- 

3-1-6. Dieléctrico artificial. Un didècmco arUficid *»* ^ que son de la tercera 

ductoras que se extienden en las direcciones x y y z wn ConsidÉrese qu e cada esfera 

c Z ssSSSSSSKSS S*.«»—- <*■*“ 


G„P„ ». **«. M . 3-». €»—. «-—• 

precisión en un capacitor de placas paraM ■J ^ del capacitor. encuéntrese (a) la ca- 

las placas es de 0.4 tnní y se ap Uca _n 300 V •^ (rf) . Cuà „to se reduce la capacrtanaa 
pacitancia, (b) E en el espacio d y C amDO no sufre deformaciones. 

por causa del espacio de aire? Supóngase que el campo lelas) tiene un 

• J-2-1. C»p»d<w l~ “ d0 ”*„^,S‘,te ràriwfe , - ... K. V *.■ Si «l* “““* 

Sr" « —•—* - - ““' 4 " - 

jEi^ 

£o ( ff + bx 2 \ donde a y b son constantes. 

t, as resnuestas a los problemas seftalados con asterisco se dan en el apêndice C. 
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SM. Capacitor en forma de cuiia. Un capacitor con placas cuadradas de área A tiene una sepa- 
jBiAn d a lo largo de un borde y una separación de 2 d a lo largo dei borde opuesto. Encuéntrese la 
tancia. Despréciese el efecto en los bordes, e = c 0 

ía-7. Atracción de placas de capacitor. Encuéntrese la fuerza de atracción de un capacitor de placas 
fili 1 1 de àrea A y carga Q. 

«Wl. Capacitor parcialmente lleno con una placa de dieléctrico. Un capacitor de placas paralelas 
tine una placa de dieléctrico que tiene de espesor igual a la mitad de la separación entre placas. 
fiçpeade la capacitancia de la localización de la placa dei dieléctrico (esto es, todo el espado de aire 
am lado de la placa, o la mitad a cada lado)? 

>2-9. Tensión dei capacitor antes y después de introducir el dieléctrico. Un capacitor de placas 
pmndelas de área A y separación de placas d tiene una tensión o voltaje V 0 aplicado por una batería. 
Se desconecta entonces la batería y se introduce una placa de dieléctrico de permitividad e y espesor 
é v (a) Encuéntrese la nueva tensión V l entre las placas, (b) Búsquese la caparitanria C 0 antes y su 
nlor C, después de introdudr la placa de dieléctrico (</, < d). 

Cantídades numéricas para el Prob. 3-2-9. Si d ] = \d y i = 4í 0 , encuéntrese (a) larazón 
de V x a V G y (b) la razón de C, y C 0 para el problema anterior. 

>2-11. Energia en un capacitor. Encontrar la energia almacenada en un capadtor de 1 000 /iF a 
1000 V. 

3-2-12. Capacitor de dos partes. La mitad izquierda de un capacitor horizontal de placas paralelas 
está llena de un dieléctrico de permitividad e , mientras que la mitad de la derecha está llena de aire. 
La separación entre placas es de 20 mm y existe una diferenda de potencial de 80 V entre las placas. 
Hállense E t D, y P en ambas mitades. e = 4e 0 . 

3-2-13. Capacitor cilíndrico. Un capacitor consiste en dos cilindros concêntricos de pared delgada, 
lie rádios ay by longitud /. Encuéntrese la capacitancia. ( - f 0 

«3-2-14. Aislador de entrada de alta tensión. Un conductor de alta tensión se pasa a través de un 
panei metálico conectado a tierra, por medio dei aislador de entrada doble de capacitor concêntrico 
mostrado en la Figura P3-2-14. El medio es el aire (rigidez dieléctrica = 3 MV m“Desprêciense 
b deformación dei campo y el espesor de los casquillos. (a) Encuéntrese la longitud L dei casquillo 
etterior que equilibra el voltaje a través de cada espado, (ó) Hállese la L que produce el mismo 
valor de campo máximo en cada espado, (c) £Cuál es la tensión máxima operante en cada condi- 
dón? (d) Si el casquillo interior (200 mm de longitud) se quitara, £cuàl seria el voltaje máximo de 
operación? (e) Si se aumenta el número de casquillos concêntricos en número tal que el espaciamien- 
to entre ellos se hace más pequeflo, <,cuál es la tensión de operación final? 



Figura P3-2-14 Capacitor concên¬ 
trico aislador de entrada. 
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VMS. Capacitor con permilividad no uniforme. Un capacitar de placas paralelas de ârea A está 
lleno de un dieléctrico de permitividad i = f 0 [l + donde y - 0 en una placa y y en 

la otra placa. Despréciese el efecto de los bordes, (o) Encuèntrense E, D, Py Kcomo función de la 
distancia y entre las placas, (b) Hágase una gráfica que muestre la variación de E, L, y 
Función dey. (c) Hállese la capadtancia. (d) Encuéntrese la densidad de carga volumétrica de po- 
larización como una función de y la densidad de carga superficial de polarrzación p,„ eny - 0 y 
y == d . ( e ) Constrüyase una gráfica para p p vs y . 

3-2-16. Modificación dei problema 3-2-15. Repítase el problema 3-2-15 para ei caso en que la placa 
en y = o permanece en contacto con la placa de dieléctrico pero la otra placa conductora se mucv 
a una distancia y = 2d con el espado entre y = dy y = ld lleno de aire. 

3-2-17: Prensa electrostática. Diséilese una prensa electrostática para aplicar presíones de 1 N mm - a 
lâminas de madera de 1 nr de 10 mm de espesor (véase problema 3-2-7). 

★3-2-18. Energia en un capacltor. Una típica batería de automòvil de 12 V puede almacenar un kWh 
de energia. iCuân grande en volumen debe ser un capacitor para almacenar una cantidad iguai de 
energíaf consúltese un catálogo de partes de radio para ver las capaci t ancas. las capacidade^ 
nomlnales de tensiones y las dimensiones de los capacitores de tipo electroliticos. lEn qué conii- 
dones seria preferible una batería y en cuáles seria preferible un capacitor (o banco de capacitores) 
★3-2-19. Disrupción de una esfera. iCuàl es la tensión máxima a la que puede cargas elèctncamcme 
una esfera de 200 mm de diâmetro si estâ situada (a) en aire o (ó) en acene? (c) Compárense estas 
tensiones con los de una esfera de 400 mm de diâmetro. 

3-2-20 n capacitores desiguales. Demuèstrese que la capacitancia total de n capacitores desiguales es 
(a) mayor que la capacitancia dei tnayor cuando lodos están en paralelo y (b) menor que la capa- 
citancia dei menor cuando todos estân en serie. 

3-2-21. Capacitancia definida en términos de energia. Demuèstrese que la capacitancia de un ca- 
pacitor puede expresarse como 

( E * D í/r 

(F > 

donde el numerador es igual a la energia almacenada y V es igual ai voltaje entre las placas dei ca- 
pacitor. 

3 2 22 Diferencia de energia en un capacitor. Un capacíLor de placas paralelas se carga por medio 
de una bateria a una energia de 1 J. Se desconecta la bateria y entonces se duplica la separación en- 
Íre placas. iCambia la energia almacenada? iExiste alguna diferencia hacia donde se vaya o de dón- 
de provenga la energia? 

3-2-23. Energia en un capacitor. Un capacitor de placas paralelas con ârea de placas ,4. separâtnón 
de placas h y una permitividad x en el dieléctrico tiene una densidad de carga superhcal enja p ^ 
cl de /. Partiendo de A. h y p 4 . demuèstrese como V. donde Q es la carga en una placa y V la 
tensión o voltaje entre las placas, puede producir una densidad de energia de à** d dielectMC °' 

*3 1 14 Energia almacenada alrcdedor de una esfera, (o) iCuàl es la energia electrostática de una es- 
La metllica cargada de radio R y carga Ql La esfera estâ en el aire. Nótese que la energta está al¬ 
macenada realmente en ta parle exterior de la esfera como si ésia luese un electrodo de un capaci 
y el otro electrodo fuese una esfera en el infinito. <F» iDentro de qué radro desde e! centro de la es- 
fera se halla almacenada la mitad de la energia? 


Grupo 3-3: Secciones 3-11 a 3-20. Distribuciones de campo, lineas de transmisión, mapas de campo 
y celdas de campo. 

3-3-1 Línea de transmisión de CC de alto voltaje. Una línea de tranmisión de cc de alta tensión 
consta de un conductor cilíndrico de 25 mm de diâmetro, suspendido a una altura promedio 
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Hbrt d nivel dei terreno. <,Cuál es la E al nivel dei terreno (a) directamente debajo dei conductor, 
0) a ona distancia de 25 m y (c) a una distancia de 50 m en sentido perpendicular a la línea? Supón- 
fpoe la línea a una altura promedio, el terreno plano y perfectamente conductor y la línea operando 
mSOO kV. (d) <,Cuál es la capacitancia de la línea por kilómetro? 

*$■3-2. Línea coaxial con conductor externo cuadrado. (a) Hágase el mapa de las líneas de campo y 
loa contornos equipotenciales de una línea de transmisión coaxial, consistente en un conductor in- 
•buo circular de diâmetro d localizado simétricamente dentro de un conductor externo de sección 
mnsversal cuadrada, con una dimensión interior por lado de 3 d. Nótese que gracias a la simetria 
«lamente un octavo (sector de 45°) necesita de mapa. ( b ) Si el conductor interno está a + 100 V y el 
coBductor externo está a cero, <,cuál es el potencial a la mitad dei camino entre el conductor interno 
y na esquina? (c) <,Cuál es el potencial a la mitad dei camino entre el conductor interno y el centro 
dc uno de los lados? (d) ^Cuâl es la capacitancia de la línea por metro de longitud? 

3-3-3. Línea coaxial con conductor externo triangular. Una línea de transmisión coaxial consta de 
na conductor interno de diâmetro d, situado simetricamente dentro de un conductor externo de sec- 
-Ò6u transversal equilátera, con longitudes interiores de los lados iguales todas a 3 d. ( a ) Hágase el 
■opa de las líneas de campo y los contornos equipotenciales. ( b ) <,Cuál es la razón de la densidad de 
carga superficial en el punto central de un lado dei conductor externo a la densidad en un punto a la 
■itad dei camino de un lado dei centro a una esquina? (c) Si se aplican 100 V a la línea. £Cuál es el 
potencial en un punto a la mitad dei camino dei conductor interno a una esquina? El conductor ex¬ 
terno está a un potencial de cero. (d) <,Cuàl es el potencial a la mitad dei camino entre el conductor 
Bterno y el centro de uno de los lados? ( e ) <,Cuàl es la capacitancia de la línea por unidad de lon¬ 
gitud? 

*3-34. Línea coaxial asimétrica. Si se aplican 100 V a la línea coaxial asimétrica de la figura P3-3-4, 
«neuéntrese V en el punto P a la mitad dei camino entre los conductores interno y externo. El poten¬ 
cial dei conductor externo es cero. 



Figura P3-3-4 Sección transversal de una línea de transmisión coaxial asimétrica. 


3-3-5. Línea de cinta con mitades de cilindros montadas. Una línea de transmisión de cinta plana, 
con mitades de cilindro conductoras montadas, se muestra en sección transversal en la figura P3-3-5. 
(a) Si la cinta superior está a + 100 V y la cinta inferior a cero volts, encuéntrese E en los puntos 
A y B, El radio r = 10 mm. (b) <,Cuâl es la capacitancia de la línea por metro de longitud? (c) iCuál 
es la capacitancia por metro de longitud de la línea de cinta sin los médios cilindros? Supóngase que 
no hay efecto de bordes dei campo en las orillas de las cintas en ambos casos. 
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★3-3-6. Línea de cinta no plana. Para una línea de cinta con la sección transversal y el mapa de cam¬ 
po mostrados en La figura P3-3-6, encuéntrese (a) la capacitancia por unidad de longitud (dentro de 
la página), (Z>) E en A, y (c) E en B. El potencial a través de las placas es de 10 V con La placa in¬ 
ferior a un potencial de cero. c = c 0 en todas partes. Supóngase que no hay deformación dei 
campo. 



Figura P3-3-6 Línea de cinta no plana. 


Grupo 3-4: Secciones 3-21 a 3-25. Divergência y ecuadones de Poisson y Laplace 

★3-4-1. Divergência. Si D = *3 + J6 y 4 2z 2 C m” 2 , encuéntrese V • D. 

3-4-2. Divergência. Si D = xy 4 yz 4 íx C m 2 , encuéntrese V • D. 

3-4-3. Divergência. Encuéntrese la divergência de (a) F = £ cos az 4- Jsenax 4 ty y {b) G = £sen 

ay 4 J.v — 2 cos az 

★3-4-4. Divergência de una esfera. Encuéntrense D y V - D como función dei radio para una esfera de 
densidad de carga uniforme p y radio r t . 

3-4-5 Divergência. Hállese la divergência de las siguientes funciones vectoriales: 

(o) A = $3,v 4 £4 y* 4 25z 2 

(b) B = x2 xy 2 z — £3 xz 4- 24 x 2 y 2 

(c) C = x2 4 $lx 2 y 2 z 2 - tz~ 1 

(d) D = xv 4 yz 4 txy 

{e) E = t sen 0 4 <j> cos 0 4 2z 2 
(/) F = f2r 1 2 — <j> sen 0 cos 0 4 2 tan 0 
{g) G = f r~ l 4 Ôsen0sen0 — 4>sen0sen0 
(h) H = fz 4 Ôcos0sen0 4 <j>r 1/2 

3-4-6. Gradiente y laplaciano. Encontrar el gradiente y el laplaciano de las siguientes funciones es¬ 
calares: {a) U = I <-v 2 4 v 2 ),(/))U = *yz,(<) V -\jr (coordenadas cilíndricas), ( d ) V = 1/V (coor¬ 
denadas esféricas), (e) V = \ le r (coordenadas cilíndricas), (/) V = 1 ie r (coordenadas esféricas), (g) 
W = .Y 2 - yz, y {h) W = xy 4 xz. 










! carpi. Divergência. Encuéntrese la carga total dentro de un volumen cúbico de 1 m 
lo en el octante positivo con tres de sus bordes coincidiendo con los ejes x, y y z y una 
todorígen si (a) D = *(.y + 3), (ó) D = $(v 2 + 4)* (c) D = $2.v 2 y (tf) D = fixyz. Resuél- 
tomando la divergenda de Dy luego intégrese este resultado en ei volumen dei cubo. 

: estos resultados con los obtenidos por integradón de D sobre la superfície dei cubo. 


> Apficadones précticas. 

dc placas de aluminio para transmisor de radio. Un capacitor en el amplificador 
te an transmisor de radio tiene un conjunto de 8 placas de aluminio, de 2 mm de grueso y 200 
como uno de los electrodos. El otro electrodo consiste en 7 placas de las mismas 
intercaladas con el primer juego de placas, de manera que existe un espaciamiento 
me ét 8 mm entre todas las placas, (a) Hallar la capacitancia. (b) Encuéntrese la tensión o 
. e i dísnípción. Despréciese el efecto de borde. Los extremos de las placas son redondeados. 

L Lnes biflar. Una línea de transmisión de dos hilos, llamada línea bifilar y usada para recep- 
consiste en dos conductores paralelos de 1 mm de diâmetro, distanciados 10 mm entre 
wffirnídos simétricamente en una barra dieléctrica flexible de 20 mm de diâmetro. Si c r = 
te barra, encuéntrese la capacitancia por metro de la línea bifilar. 

íwêm ctuial flexible con núcleo de aire. Una línea de transmisión coaxial flexible consiste en 
wtÈrrcw externo de alambre que encierra un tubo dieléctrico (Fig. P3-5-3). El núcleo dei tubo 
faao de aire, con el conductor interno colocado en el centro por medio de una delgada aleta 
I ie ddéctrico que corre en espiral a lo largo dei interior dei tubo. El tubo dieléctrico tiene un 
ers exxerior de 10 mm y un diâmetro interior de 6 mm. (a) Si el diâmetro dei conductor interno 
tl ■■ j í r = 2 para el dieléctrico, encuéntrese la capacitancia de la línea por metro de lon- 
L M jjCuál es la capacitancia por metro de longitud si el dieléctrico llena completamente la 



Forro de 
plástico 


Conductor 

externo 


Figura P3-5-3 Sección transversal de una 
línea de transmisión coaxial con núcleo 
de aire. 



SPV» baio nubes de tormenta. Mapas de campo. Si una nube de tormenta está sobre la 
j d vafle de la figura P3-5-4, £cuâl es E para (a) sobre la colina y ( b ) en el valle? Tómese E 
Ecomo 10 kV m “ 1 

m bafo ona línea de alta tensión. Muchas líneas de transmisión de alta tensión de 60 Hz 
kV. Este es un valor rms de ca, de manera que la tensión pico es de 1.08 MV. (j) ^Cuâl 
3 2 ' al nivel dei suelo bajo un conductor de dicha línea, si el conductor estâ a 12 m sobre el 
i‘■ W iCuâl es la diferencia de potencial pico entre la cabeza y los pies de una persona 
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Figura P3-5-4 Colina y valle con una nube de tormenta encima para mapa de campo. 

de 1.8 m que esté parada bajo el conductor? Nota: El campo es suficiente para encender làmparas 
fluorescentes estàndar aunque las làmparas no tengan alambres que las conecten. 

★3-5-6. Experimento de la gota de aceite de Millikan. En el famoso experimento de ia gota de aceite de 
Robert Millikan, en el cual se midió la carga de un electrón, una gotita de aceite con carga q y masa 
m está suspendida en equilíbrio con la gravedad (de aceJeraçión g) por medio de un campo eléctrico 
E, entre las dos placas horizontales de un capacitar. St la gotita tiene A cargas electrónicas, encuén- 
trese la carga q de un electrón en términos de m, g, N y E. 

3-5*7, Rociado eleclroslálko de pintura. Una hoja metálica plana se puede pintar fàcilmente en el 
lado de la ízquierda con una lata de pintura de atomizar (spray), como se sugiere en la figura P3-5-7. 
íCàrtio puede milizarse la electros tática para rociar ei lado de la derecha o el lado de atrás de la 
lâmina, sin girar o mover la lâmina y manteniendo la lata rociadora en Al 



Lâmina 

metálica 


— Lado posterior 

Figura P3-5-7 Arreglo para rociar detrás de una lâmina 
metálica usando campos electrostàticos. 


3-5-8. Atracción y repulsión. Cuando un pedacito de papel se aproxima a una esfera cargada eléc- 
tricamente. es atraído hacia la esfera, pero después de tocaria, el papel es repelido. <.Por qué? 

3-5-9. Generador de Van de Graaf. <,Cuál es la razón máxima de tensión de un generador Van de 
Graaf si su electrodo esférico superior es de 2 m de diâmetro? 

★3-5-10. Espinterómetro o explosor de esferas. Se usan espinterómetros en el equipo de alta tensión 
para evitar que se produzca una sobretensión, por ejemplo, por un rayo. Cuando la tensión entre las 
esferas excede de cierto valor, ocurre una chispa. iQuè diâmetro de esferas y qué espadamiento en¬ 
tre ellas se requieren para que ocurra la chispa al llegar a 100 kV o más? 

3-5-11, Demoslrmdón de Van de Graaf. Una demastraciôn frecuente de lo que es la ciência es parar 
a una persona sobre un pedestal aislado y pedirle que coloque una mano firmemente en la esfera 
descargada de un generador de Van de Graaf de tamafto medio. Emonces se poneen funrionamien- 
to el generador y, conforme sube su potencial, el pelo de la persona sube y se queda derecha, pero la 
persona no experimenta ningún tFastomo. iQuè sucederia si la persona (sobre el pedestal aislado) 
tocara la esfera después de que ésia estuviera energizada? Si ocurriese una chispa ^cuáma energia 
seria transferida? 

3-5-12. Pájaros sobre líneas de alta tensión. En las líneas de transmisión de alta tensión, los pájaros 
con frecuencia se posan sobre el alambre de tierra (el alambre más alto de la línea), pero no en los 
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alambres energizados. ^Por qué? La respüesta es más complicada que decir que pueden recibir una 
descarga porque ellos no están conectados a tierra. El fenómeno es electrostático. 

★3-5-13. Energia electrostática en una nube de tormenta. Electrostáticamente, una típica nube de tor¬ 
menta puede representarse por medio de un modelo de capacitor con placas horizontales de JO km 2 
de área, separados por una distancia vertical de 5 km. La placa superior tiene una carga positiva de 
200 C y la placa inferior una carga negativa igual, (a) Encuéntrese la energia almacenada en la nube. 
(b) i,Cuál es la diferencia de potencial V entre la parte superior e inferior de la nube? (c) <,Cuàl es el 
campo eléctrico promedio E en la nube? (d) ^Cuán cercano es este valor a la rigidez dieléctrica dei 
aire seco? 

3-5-14. Blindaje contra rayos. Explíquese por qué el peligro de ser alcanzado por un rayo es mayor 
al descubierto, bajo una línea de alimentación o un árbol aislado que en una depresión. en un 
vehículo metálico cerrado o en un edifício protegido por pararrayos: las seis situaciones requieren 
razones diferentes. Nótese que si la depresión es el fondo de un arroyo, es importante salir de ella 
antes de que llegue la crecida que sigue a la tormenta. 

3-5-15. Campo dipolar dei corazón. El dipolo dei corazón de la figura 3-22 es aproximadamente 
paralelo a la superfície dei pecho. ^Cómo aparecerían los contornos de potencial sobre el pecho si el 
dipolo fuese perpendicular a la superfide dei pecho? 

3-5-16. Campo en los huesos. El cuarzo es piezoeléctrico; esto es, una presión aplicada produce una 
diferencia de potencial, mientras que una diferencia de potencial aplicada produce un esfuerzo 
mecânico y una deformación. Los huesos son también piezoeléctricos en derta medida. En términos 
simplistas, el ejercicio produce esfuerzos en el hueso, produciendo una diferencia de potencial eléc¬ 
trico, que a su vez promueve el depósito de cálcio para aumentar la resistência dei hueso. Las per- 
sonas con un brazo roto enyesado no pueden hacer ejercicio con él, pero si se aplica una diferencia 
de potencial a través dei brazo se puede producir un campo eléctrico en el hueso, promoviendo el 
depósito de cálcio y una soldadura más rápida. 

Si se aplican 50 V por medio de “placas de capacitor” aisladas a través de un brazo de 75 mm 
de diâmetro, como en la figura P3-5-16u, <,cuál es el campo eléctrico E en el hueso? El diâmetro dei 
hueso es de 25 mm. Tómese i, (aislamiento) = 1.5 t, (hueso) = 2, y (carne) = 4. Nótese que en 
virtud de que las placas están aisladas, no fluye corriente entre ellas. El espesor dei aislamiento es de 
500 //m Sugerencia: Considérese que el campo en el hueso es esencialmente uniforme, de manera 
que el problema puede tratarse como un capacitor de placas paralelas con dieléctricos diferentes, 
como en la figura P3-5-16Ó. 


Placa 



\a\ \b i 


Figura P3-5-16 Placas de capacitor colocadas en un brazo para aplicar un campo 
eléctrico al hueso. 










CORRIENTE ELÉCTRICA 

ESTACIONARIA 


4-1 INTRODUCCION 


La carga eléctrica en movimiento constituye una corriente eléctrica y cualquier 
medio portador de corriente es un conductor. En los conductores . metal,cos 
la corriente es llevada por los electrones. En plasmas o conductores 
carga es conducida por los electrones (negativos) y por tones positivos (átomos o 
moléculas deficientes en electrones). Un plasma contiene numeros igu es 
gas positivas y negativas (siendo la carga total igual a cero). La lonosfera de la 
Tierra es un gas altamente rarificado que tambien se denomina plasma. En con¬ 
ductores- líquidos (electrolitos) la carga es llevada por lones, tanto posi iv 
como negativos. En semiconductores la carga es conducida por electrones y 

huecos, teniendo éstos cargas positivas. 

En este capitulo se explican las relaciones importantes que descnben 
comporlamiento de corrientes eléctricas estacionarias en los conductores. 

Los campos asociados con corrientes estacionarias son constantes en el 
tiempo y en consecuenda son campos estáticos. En el segundo y tercer capí¬ 
tulos el anãlisis se dedicó casi exclusivamente a los campos estáticos que tienen 
asociadas cargas estáticas, es decir, no se presentan corrientes. En este capitulo 
los campos también son estáticos, pero se pueden presentar corrientes continuas 

estacionarias. 


t Específicamente se quiere decir una corriente continua (o directa) estacionaria. No se debe con¬ 
fundir con una corriente de estado estacionário, que puede implicar una corriente que cambia en el 
tiempo y que se repite periódicamente. 
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4-2 CORRIENTE ELÉCTRICA; DENSIDAD DE CORRIENTE 

Conforme con la figura 4-1, una carga de prueba q introducida en un campo 
eléctrico E experimenta una fuerza F que, según (2-4-1), está dada por 

F = qE (N) (1) 

Si la carga tiene libertad para moverse, recibirâ una aceleración que, con¬ 
forme a la segunda ley de Newton (. F = má), es 

a = ^ (m s -2 ) (2) 

donde m es ia masa de la partícula cargada, en kilogramos. En ausência de res- 
tricciones, la velocidad de la partícula v(= at ) aumentará indefinidamente 
con el tiempo t puesto que el campo eléctrico E es constante. Sin embargo, en 
conductores gaseosos, líquidos o sólidos, la partícula choca en repetidas oca¬ 
siones con otras partículas, perdiendo parte de su energia y causando câmbios 
aleatórios en su dirección de movimiento. Si E es constante y el medio es ho¬ 
mogéneo, el efecto neto de los choques es limitar la partícula cargada a una 
velocidad constante promedio llamada velocidad de arrastre o de deriva \ d . 
Esta velocidad de arrastre o de deriva tiene la misma dirección que el campo 
eléctrico y se relaciona con él por medio de una constante que se denomina 
movilidad u. Entonces 

v d = /iE (ms" 1 ) (3) 

donde p = movilidad, m 2 V" 1 s“ 1 

E = intensidad dei campo eléctrico, V m" 1 

Si un medio de sección transversal uniforme A, como en la figura 4-2, con- 
tiene muchas partículas cargadas de densidad volumétrica p, libres para mover¬ 
se, entonces estas cargas móviles formarán una corriente I en coulombs por 
segundo que pasan por un punto de referencia dado y se da como 

\ = v á pA (4) 


donde I = corriente, Cs -1 

v d = velocidad de arrastre o de deriva, ms -1 
p = densidad de carga, Cm -3 
A = área dei medio conductor, m 2 

La unidad dei SI para la corriente (coulombs por segundo) es el ampere. 


Campo E 


Fuerza F 


Carga de prueba 
+ <? 


Figura 4-1 La carga de prueba q en el campo eléctrico E experimenta 
una fuerza F. 
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Densidad de carga p 
Velocidad de arrastre v rf 

ti__ Campo E 


Corriente t 


Figura 4-2 El medio de àrea de sección iransversal 
A que contiene partículas caigadas libres para 
moverse tiene una corriente I en presencia de un 
campo eléctrico E. La corriente consiste en par¬ 
tículas cargadas de densidad volumétrica p que son 
arrastradas con una velocidad v Las cargas 
pneden ser tanto positivas como negativas. Las car¬ 
gas positivas se mueven en la dirección dei campo, 
tas cargas negativas en la dirección opuesta, pero 
ambas se suman a la corriente. Por simplicídad sólo 
se muestran aqui las cargas positivas. 


De acuerdo con (4), la corriente es proporcional a la velocidad de arrastre, 
la densidad de carga y el área dei medio que lleva la comente o sea el conduc- 
tor. Al dividir (4) entre el área A se obtiene la corriente por umdad de area, o 
sea, la densidad de corriente J. Entonces, 



(5) 


La densidad de corriente tiene las dimensiones de corriente por área en unidades 
dei SI, expresada en amperes por metro cuadrado (Am-). , . 

Si la corriente rio está distribuiria uniformemente, la ecuacion (5) dara la 
densidad promedio de la corriente, debiendo considerarse dicha densidad de 
corriente en un punto. Se define ésta como AI a través de un aiea pequena As 
dividida entre As, tomándose el limite de la razón cuando As tiende a cero. En 
consecuencia, la densidad de corriente en un punto está dada por 


J = lím ^ (Am 2 ) 

As-*0 AS 

Se supone que la superfície As es perpendicular a la dirección de la corrien¬ 
te. La densidad de coriente J es una función vectorial puntual que tiene una 
magnitujd igual a la densidad de corriente en el punto y la dirección de la 
corriente en el punto. 


4-3 RESISTÊNCIA Y LEY DE OHM 


En 1826, Georg Simon Ohm realizo experimentos con Ias relaciones entre la 
tensión ò voltaje V sobre un conductor y la corriente ! que pasa por d, en tér¬ 
minos de un parâmetro característico dei conductor (vease la figura 4-3). Este 
parâmetro, que se denomina resistência R, se define como la razón de la tension 
o voltaje V a la corriente /. Por lo que 



o 



(0 


La última forma es el enunciado de la ley de Ohm, que establece que la diferen¬ 
cia de potencial o tensión V entre los extremos de un conductor es igual al 
producto de su resistência R por la corriente I. 
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Conductor 

\ Resistência R _ 

Çj Comente 7 3 

l*-Voltaje V -^ 

H- Longitud d -►) 


Figura 4-3 Una tensión V a través de un conductor de lon¬ 
gitud d produce una corriente I. La razón de V a / es una 
medida de la resistência R dei conductor. 


Se supone que R es independiente de I; esto es, R es una constante. Re¬ 
cíprocamente, se dice que una resistência asi, obedece la ley de Ohm. Existen, 
sin embargo, elementos de circuito, como los rectificadores, cuya resistência no 
es una constante. Se dice que tales elementos son no lineales y se requiere un 
diagrama V contra / para demostrar su comportamiento. Todavia se define la 
resistência de un elemento no lineal por medio de R = V/I, pero R no es in¬ 
dependiente de /y la resistência no obedece la ley de Ohm. 

La resistência tiene las dimensiones dei potencial dividido entre la corriente 
o, en símbolos dimensionales, ML 2 // 2 T 3 . La unidad dei SI de la resistência es 
el ohm (Q). Entonces 

Volts 

-= ohms 

Amperes 

Esto es, la resistência de un conductor es de 1 Q si una corriente de 1 A fluye 
cuando se aplica una diferencia de 1 V entre los extremos dei conductor. 


4-4 RELACIONES DE POTÊNCIA Y LEY DE JOULE 

Como se observa en la figura 4-3, la diferencia de potencial o voltaje V a través 
dei conductor de longitud d es igual al trabajo por carga unitária (corriente x 
tiempo), requerido para mover una carga en el conductor de longitud d . Mul¬ 
tiplicando por la corriente / da el trabajo por unidad de tiempo, o sea la potên¬ 
cia P. Entonces, 


o bien 


Trabajo 

Corriente x tiempo 


trabajo 

x corriente = —-- potência 

tiempo 



(D 


Esta es la potência disipada en el conductor de longitud rf. La unidad dei SI 
para la potência es el watt (W). En consecuencia, 

Volts x amperes = watts (W) 


o en símbolos dimensionales 

ML 2 _ ML 2 
Jf T ~ ~T r 
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Introduciendo el valor de V de la ley de Ohm (4-3-1) en (1), queda 

P = l 2 R 


( 2 ) 


Entonces, el trabajo o energia disipada por unidad de tiempo en el conductor 
está dada por el producto de su resistência R y el cuadrado de la corriente I. Es¬ 
ta energia aparece como calor en el conductor. 

La energia W disipada en el conductor en un tiempo T es entonces 

W = PT = I 2 RT (3) 


donde W 

P = 
I = 
R = 
T = 


energia, J 
potência, W 
corriente, A 
resistência, £2 
tiempo, s 


Esta relación se conoce como la ley de Joule. Se supone que P es constante en el 
tiempo T. Si no es constante, I 2 R se integra en el intervalo de tiempo T. 


4-5 CIRCUITO ELÉCTRICO 

La explicación de las secciones anteriores se refiere a conductores infinitamente 
largos, a los cuales se les aplica un campo E. Considérese ahora un conductor 
cilindrico de longitud finita d como en la figura 4-4a, colocado entre dos grandes 
bloques conductores de resistência despreciable mantenidos a una diferencia de 
potencial constante V por medio de una bateria. Ésta produce un campo unifor¬ 
me E a lo largo dei conductor. Este campo está dado por E = V/d. Mientras se 
mantenga este campo en el conductor, el flujo de corriente tiene un valor 

V Ed 



K ■*—t 
WWW-- 



iti) 


entre dos bloques extremos y (b) diagrama es- 
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Suponiendo que la resistência de los alambres conectados a la batería sea 
despreciable en comparación con R, la diferencia de potencial V es igual a la 
tensión o voltaje que aparece entre los terminales de la batería. El arreglo de 
la figura 4-4 -a puede representarse entonces por el diagrama de la figura 4-4 b. 

Este es un diagrama de un circuito eléctrico cerrado, de la forma más 
dementai, que consta de un resistor de resistência R y una bateria de tensión V. 


4-6 RESISTIVIDAD Y CONDUCTIVIDAD 

La resistência de un conductor depende no sólo dei tipo de material de que está 
hecho el conductor, sino también de su forma y tamano. Para facilitar la com¬ 
paración entre diferentes tipos de sustancias, es conveniente definir una can- 
tidad que sea característica sólo de la sustancia. La resistividad S es dicha 
cantidad. La resistividad de un material es numéricamente igual a la resistência 
de un cubo unitário homogéneo dei material, con una distribución de corriente 
uniforme. Esta condición se puede producir fijando el cubo entre dos bloques 
grandes de resistência despreciable, como en la figura 4-5. Con una corriente / a 
través dei cubo, la resistividad S dei material está dada por S = V/I, donde V 
es el potencial entre dos bloques. 

En unidades dei SI, esta medida es en ohms para un cubo de material de 
1 m por lado. Si se colocan dos cubos en serie entre los bloques, la resistência 
medida es 2S, mientras que si los dos cubos se colocan en paralelo, la resis¬ 
tência es ±S. Se deduce que la resistência de R de un bloque rectangular de lon- 
gitud / y sección transversal a, como en la figura 4-6, es 




0 ) 



Figura 4-5 Cubo unitário entre bloques ex¬ 
tremos. 
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Figura 4-6 Bloque de material çonductor. 


donde S es la resistividad dd material dei bloque. De acuerdo con (1), la resis- 
tividad tiene las dimensiones 


Resistência x área 
Longitud 


= resistência x longitud 


Asi pues, la resistividad tiene las dimensiones de la resistência por la longitud y 
en unidades dei SI se expresa en ohm-metros (Q m). 

La resistividad es una función de la temperatura. En conductores metálicos 
varia casi linealmente con la temperatura absoluta. En un intervalo considerable 
de temperatura, a partir de una temperatura base o de referencia 7 0 , la resis¬ 
tividad S está dada aproximadamente por 


S = S 0 [l + a(7 — 7 0 )] 


donde 7 
To 
So 

QL 


temperatura de material, °C 
temperatura de referencia (normalmente 20°C) 
resistividad a la temperatura 7 0 , Cl m 
coeficiente de temperatura de la resistividad, 

unidades numéricas °C~ 1 . 


Ejemplo. Para el cobre, la resistividad S 0 a 20°C es 17.7 nQ m y el corres- 
pondiente coeficiente oc = 0.0038 C 1 . Encuéntrese la resistividad a 30°C. 

SOLUCIÓN. La resistividad S a una temperatura 7 es 

S = 1.77 x 10" 8 [1 + 0.0038(7 - 20)] (fim) 

A una temperatura de 30° C, 

S = 1.77 x 10' 8 [1 + 0.0038(10)] = 18.4 nfim 
Es un aumento de alrededor dei 4<7o sobre la resistividad a 20°C. 

En 1911, H. Kamerlingh Onnes observó por primera vez que a tempera¬ 
turas cercanas al cero absoluto (7 = 0 K"í* o —273°C) algunos metales se vuel- 
ven superconductores. La resistividad baja a cero y el campo magnético es 
eliminado, de manera que B = 0; la transición es súbita. El Niobio (también 


t La unidad dei SI para la temperatura absoluta es el Kelvin (K) (véasè la sección 1-3). 
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méo coíombio) se vuelve superconductor a 9.2 K, el alumínio a 1.2 K, pero el 
fâ oro no son superconductores, al menos no a temperaturas tan bajas 
■t® K. Algunos compuestos intermetàlicos como el Nb 3 (AI-Ge) se vuel- 
HpuLcmductores a la temperatura relativamente alta de 21 K. Si se llegan a 
materiales que se vuelvan superconductores a 25 K o más, ocurrirá 
dõn tecnológica puesto que permitirá el uso de superconductores en- 
ÉK por hidrógeno líquido relativamente barato (temperatura de ebullición 



B ■dproco de la resistência R es la conductancia G. Esto es, G = l/R. 
a resistência se expresa en ohms, la conductancia se expresa en 
cos. Un ohm recíproco se denomina mho (ohm escrito al revés); la 
se da en mhos y el símbolo dei SI es una omega mayúscula inver¬ 
ta unidad opcional para la conductancia es el Siemens (S). Así, 1 
= 1 mho. 

H reciproco de la resistividad S es la conductividad o. Esto es 



(lfl) 


S Ra 


b resistividad es conveniente en ciertas aplicaciones, es mejor tratar 
Mdproco, la conductividad; por ejemplo, en donde haya circuitos en 
ipBrido. Puesto que la resistividad se expresa en ohms-metro, la conductividad 
ç^pesa en mhos por metro (Um -1 ). 

La icsistencia R de un bloque rectangular, como en la figura 4-6, de ma- 
sri de conductividad a es 


R = — (ohms, O) 


( 2 ) 


b conductancia G dei bloque es 



(mhos, U) 


(3) 


<r = conductividad dei material dei bloque, Um - 
a = área de la sección transversal dei bloque, m 2 
i = longitud dei bloque, m 


■-T- Matthias, The Search for High-temperature Superconductors, Pfiys. Today 24: 23-28 

1971). 
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4-7 LEY DE OHM EN UN PUNTO 

Considêrese un bloque de material conducto^oM se mdica^a 

de la celda. Pero 

V — El e / = Ja; así que El = JaR y 

'~k* 

Haciendo la eelda que encierra a P um pequeía como se de*a, se puede hace, 
esta relación para aplicarse en el punto P, y se escribe 

-- ( 2 ) 


J = aE 


te J en un punto con el campo total Een “ y d material conductor es 
material. En la explicación de arnba^e ^ d es | sotró ico (la resistência 
homogéneo (el mismo ma enal en > seescoja)> 

sS=55s$3Stóa.--<- 

campo aplicado E, o 

J -n (3) 

(Um ) v 


a — 


pero según (4.2-5, la densidad de corrien.e es e, produeto de ,a velocidad d= 
arrastre v< y la densidad de carga p, o (4) 

J = PVi 

i j j on (x\ ta conductividad se puede expresar como 
Introduciendo este valor de J en (3), la conaucuvm 


Vd 


PP 


(Um *) 


(5) 


donde p - densidad de carga,^ C m 
fi = movilidad, m 2 V s 


- 3 



Figura 4-1 Bloque de material conductor con una pequefla 
celda imaginaria encerrando el punto P. 












Sete. 4-8 n 

Comente eléctrica estacionaria 129 

4-8 DIELÉCTRICOS, CONDUCTORES Y SEMICONDUCTORES 

Un dieléctrico o aislador las cargas están unidas y no son libres de moverse 

í.m ? e i ra H QUe la conductividad es idealmente cero. Aunque un campo aplicado 
a un aislador puede ser que no produzca movimiento de carga, puede producir 
una polanzacion dei aislador o dieléctrico (véase figura 3-5), es decir un 
sesplazamiento de los electrones con respecto a sus posiciones de equilíbrio 

^n,\ P Z maS, y S u S TI l l quÍdos : se P rese ntan por lo general cargas de ambos 
signos y tienen libertad de movimiento. Suponiendo que todas las partículas 
^ativas sean de la misma clase y todas las partículas (o iones) posiCíL 
en lo sean > la conductividad tendrá dos términos, como sigue: 

a = P-P-+P+P+ (üm" 1 ) (1) 

donde P- = densidad de partículas cargadas negativamente, Cm -3 

P- = movilidad de partículas cargadas negativamente, m 2 V 1 s“ 1 
p+ = densidad de partículas (o iones) cargadas positivamente, Cm -3 
P+ = movilidad de partículas (o iones) cargadas 
positivamente, m 2 V" 1 s~ 1 

El primer término representa la contribución a la conductividad, proveniente de 
las partículas cargadas negativamente que se mueven en dirección opuesta al 
rampo E, mientras que el segundo término representa la contribución de las 
jarticulas cargadas positivamente que se mueven en la dirección de E, 

En conductores ordinários (metálicos), como el cobre y el alúminio los 
medio d? eXtem0S ’ ° de valencia - son fácilmente separados de sus átomos por 

To rJtJL™™r mpo ctr ; co a í icado y están iibres para s*» 

os átomos, permanecen fijos dentro dei conductor de manera que sólo los elec- 

t rn PreS “ an m0vllldad - En consecuencia, la conductividad para los conduc¬ 
tores tiene sólo un termino y se da como 


donde 


° = PePe 

Pe = densidad de electrones, Cm" 3 
Pe = movilidad de electrones, m 2 V" 1 s" 1 


( 2 ) 


valenrin l0S SemÍ . COnduct ° res la conducción normal por medio de electrones de 
alencia es suplementada por otro portador de carga llamada hueco, que re- 

vacantes £ ta CStrUCtUra del se ™^nductor. Los espacios 

cantes dejados por los electrones de valencia pueden emigrar de átomo en 

atomo en un semiconductor, de manera que el hueco tiende a comportarse 

deTt°ó Un F 0n Carga P ° sitivamente ’ P ero sa movilidad es mayor que la de un 
electron. En consecuencia, la conductividad en un semiconductor está dada por 


G — PePe + PhPh (Um *) 


(3) 
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donde p e = densidad de carga de electrones, Cm 

u = movilidad de los electrones, ms v ^ 
' = densidad de carga de los huecos, C m ‘ 


Ph 

Ph 


= movilidad de los huecos, s 


ES. 

SISS- — con U 

temperatura. ... j p r ; Pr ta<; imDurezas al semiconduçtor, 

„ £ — ; 

semiconductores tipo n en los q immirezas como el boro in- 

los portadores, estando los huecos ™ ™" tores formando semiconductores tipo 
troducen mK huecos y son dimie m 0 de introducción de impurezas 

p con predominância ae nuecos. y imn urp 7 as Hav concentraciones de 

Ü=s.=«. ZZ 

ss ?e= 

tipo p. 


Movilidades de semiconductores 

(a 300 K en m 2 V 1 S ') 


Electrones Huecos 


Germaniopuro u - l ° 

Silício puro 013 003 

Por comparación, se observa que las 
movilidades de los conductores son 
mucho menores, siendo tipicamente 
0.0014 para el aluminio, 0.0040 para el 
cobre y 0.0050 para la plata.___ 


l a frontera entre las regiones tipo n y tipo p de un cristal semiconducter 
simple forma una región de unión 0 juntura, utilizada en díodos o transistores. 
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En la figura 4-8 se ilustran seis condiciones diferentes de conductividad. 
Estas son para (1) un dieléctrico o aislador; (2) un plasma, gas o líquido; (3) un 
conductor ordinário (metálico); (4) un semiconductor puro; (5) un semiconduc- 
tor tipo n y (6) un semiconductor tipo p. 


Conductividad 

i 

a = 0 


Plasma, gas o líquido 


—© 

©—*■ 

^3 

E —- 

J -► 

/—•» 

©— 

•—© 

©— 

(lonosfera, electrolito) 

Conductor metálico 


—© 

—© 

E -- 

J -► 

i —► 

—© 

-—© 

—© 

(Cobre, alumínio) 

Semiconductor 

puro 

—© 


^3 

E —- 

J -► 

i —► 

O- 

—© 

©- 


(Germanio, silício) 


Dieléctrico o aislador 

0-©0-e0-©8KD 

E -- J-0 / - 0 

0-©0-®6Mi]ewi> 

(Cuarzo, parafina, vidrio) 


Semiconductor tipo n 



—© 

—© 

E -- 

J -► 

i —► 

—© 

©— 

—© 


o - p c n e + p h ll h 

(p e P,. » P/,M/,) 


(Con adición de impurezas de fósforo) 


a= PcHv + PhPh 

(p e fi c <<p h n h ) 


(Con adición de impurezas de boro) 


Figura 4-8 Seis diferentes condiciones de conduc¬ 
tividad. Nótese que las partículas cargadas nega¬ 
tivamente (electrones) viajan en dirección opuesta a 
E, mientras que las partículas cargadas positiva¬ 
mente, o huecos, (H) viajan" en la dirección de E, 
pero que ambas se suman a la comente total. 


Semiconductor tipo p 


©—► 


©—► 

E —- 

J -► 

/—- 

©—► 

^3 

©— 













TABLA 4-1 Tabla de conductividades 


Sustancia 


Cuarzo, fundido 

Cera 

Azufre 

Mica 

Parafina 

Caucho, duro 
Porcelana 
Vidrio 
Baquelita 
Agua destilada 

Suelo arenoso, seco 
Suelo arcilloso 
Agua dulce 
Grasa animal + 
Cuerpo animal (ave) t 

Músculo animal t 
Sangre animal + 
Germanio (puro) 
Agua de mar 
Telurio 

Carbono 

Grafito 

Hierro fundido 

Mercúrio 

Nicromio 


Tipo 


Aislador 

Aislador 

Aislador 

Aislador 

Aislador 

Aislador 

Aislador 

Aislador 

Aislador 

Aislador 

Mal aislador 
Mal aislador 
Mal aislador 
Mal aislador 
Mal aislador 

Mal aislador 
Mal aislador 
Semiconductor 
Conductor 
Conductor 

Conductor 

Conductor 

Conductor 

Conductor 

Conductor 


Conductividad, 13 m 


- 10' 15 
— 10” 15 
-IO " 15 

-IO " 15 
- 10 " 14 

- I(T 12 
~ I 0' 9 

- 10 -4 

- 10~ 3 
- 10“ 2 
^ I 0~ 2 
4 x 10“ 2 
0.2 

0.4 

0.7 

-2 

-4 

-5 x 10 2 

~3 x 10 4 
- 10 5 
- 10 6 
10 6 
10 6 


Constantàn 

Acero al silício 1 

Plata alemana (alpaca) 

Plomo 

Estafto 

Bronce al fósforo 

Latón 

Zinc 

Tungsteno 

Duralminio 

Alumínio, estirado en frio 

Oro 

Cobre 

Plata 

Nb^Al-Ge) 


Conductor 

2 x 10 6 

Conductor 

2 x I0 6 

Conductor 

3 x I0 6 

Conductor 

5 x 10 6 

Conductor 

9 x 10 6 

Conductor 

IO 7 

Conductor 

1.1 x 10 7 

Conductor 

1.7 x IO 7 

Conductor 

1.8 x I0 1 

Conductor 

3 x IO 7 

Conductor 

3.5 x I0 7 


Conductor 

Conductor 

Conductor 

Superconductor 


4.1 x 
5.7 x 

6.1 x 


10 

10 7 

10 ' 


+ Típico de los seres humanos 
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** TABLA DE CONDUCTIVIDADES 

^OTductividades a (en corriente continua) de algunos materiales com unes se 
en la tabla 4-1, para una temperatura de 20°C y para un superconductor a 
•^eraturas por abajo de 21 K. Véase la página 132. 

LEY DE LA TENSIÓN O VOLTAJE DE KIRCHHOFF 
1 DIFERENCIA ENTRE POTENCIAL Y FEM 

Cwmií e el circuito eléctrico sencillo que se muestra en el diagrama es- 
de la figura 4-9. El circuito consiste en un resistor R 0 y la batería. La 
es / en todos los puntos dei circuito. En cualquier punto dei material 
dei circuito se tiene, por la ley de Ohm, que J/a = E en un punto, 
MMe Ecs d campo total en el punto. 

Êa general, el campo total E puede deberse no sólo a las cargas estáticas 
■■ft ièn a otras causas, como por ejemplo la reacción química en una 
MKEa. hra indicar lo anterior de manera explícita, se tiene 


E = E t + E e 


(D 


si = campo eléctrico estático debido a las cargas; el subíndice c indica 
explícitamente que el campo es debido a cargas 
E* = campo eléctrico generado por otras causas, como por una batería; 
d subíndice e indica explícitamente que es un campo generador de 
fuerza electromotriz (fem) 

^ ^e E c puede deducirse dei gradiente de un potencial escalar debido a 
Oi =—VE), éste no es el caso para E e . Sustituyendo (1) en (4-7-2), se 
* = l/a, donde a es el área de la sección transversal dei cònductor y 
d valor de a de (4-6-2), tenemos 



( 2 ) 


*e 


* es la resistência por unidad de longitud en ohms por metro. Esto se 
oalquier punto en el circuito. La integración alrededor dei circuito 



(3) 


Figura 4-9 Circuito en serie de una batería y una resistência externa. 
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c „ rn es i a integral de linea de un campo debido a 

El pnmer término es cero, . * do ívéase Sec 2*8, último pàrrafo). 

cargas es cero alrededor de un circuito a i reded or dei 

Sin embargo, denominado ''fuma electro- 

circuito no es «r°, sino q ^ Q p es pro ducido, en esteejemplo, por 
motnz, ofem, t-, dei circ . jtjse n0 fluiría comente puesto 

la acciôn «**k£ Uibate: a "o «'câpa, — una co- 

«T- *-• - '° ,al m " 

dei circuito. En consecuencia (3) se convierte en 


r, = ir 7 


(4) 



donde R T es 1. resistência total dei citcni.o (igual a R» si la resistência interna 

de ' a E„ at Sner S ar r pta un circuito cerrado que contenga tnuchos resistores , 
fuentes de fem, 

(5) 

Esta es ,a * de tos «M. ^Je ; * 

labiece que to suma algebratca ât d d alredeáor dei circuito .t 
Hw' « “ u/gebratea * un d[Cuil0 dèclnc „ 

si„o a cualquier tnalia sinrp.e (travec.ona 
cerrada) de una red. „„f.„dal escalar V, el símbolo r (como V) se 

«roÍêtoi 

32tssrf«vfSS"* 

E e En consecuencia, entre dos puntos cualesquiera a y b,t 


v ab 


K-K 


-J* 


í/l 


( 6 ) 


"f ab — 


E -dl 


(7) 


t En situ aciones que cambian con el J‘ emp0 ^ d r °"^*« ^ ms 
SSiÍI— cerrado es igual a .a suma a.gebraica de ,as caidas dlmucas «• 

XsTe'SuTn K r y E üenen direcciones opuestas en la batería En consecuencia, para que = 
Í pa" una batería con'el circuito abierto. (7) no tiene signo negativo. 





Secc. 4-10 


Corriente eléctrica estacionaria 135 


Eii (6) V ab es independiente de la trayectoria de integración entre a y b, pero 
V ab , en (7), no lo es. 

Para trayectorias cerradas, § E c -d\ = 0 y § E e ■ dl = t T , donde ■f T es 
la fem total alrededor dei circuito. 

Ejemplo. Vuélvase a dibujar el circuito de la figura 4-9, como en la figura 
4‘10fl. La batería tiene una resistência interna R l . y serà conveniente en es¬ 
te ejemplo suponer que el campo E,, de la batería es uniforme entre las ter- 
minales (c y d). El punto b (o c) es tomado arbitrariamente como punto de 
potencial cero. El resistor tiene una resistência uniforme R 0 y los alambres 
que conectan el resistor y la batería se supone que tienen una conductividad 
infinita (a = ac). En consecuencia, en el alambre, E f = 0. El campo E ( , 
tiene un valor solam ente en la batería, siendo cero en cualquier punto. En- 
cuéntrese la variación dei potencial V alrededor dei circuito. 

SOLUCIÓN. Según la ley de las tensiones de Kirchhoff, la suma de las fuer- 
zas electromotrices alrededor dei circuito es igual a la suma de las caídas 
IR. Entonces 


r = ir 0 + iR i 


o bien / =-- 

R 0 + R a 

En el resistor E e = 0, pero E c tiene un valor (como se explicó en relación 
con la figura 4-4). Al aplicar la ley de Ohm (4-7-2) al resistor (entre a y b), 
se tiene 



donde <r 0 — conductividad dei material dei resistor (se supone uniforme) 
/ 0 = distancia de a a b 


Potencial 

V 



(a) 


(b) 


Figura 4-10 (a) Circuito en serie de 
una batería y una resistência externa y 
(b) gráfica qíTê muestra la variación 
dei potencial alrededor dei circuito. 
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Integrando de a a b queda 
° ' jien V " h ~ 

donde & es .a *-* jggSESffiJS*. 

està conec.actoaaBí«eh de potencial qne aparece entre 

las terminales dtla bateriamos lo .anto, se tiene 

r = v cd + iR i 

bien Kd = * - 

Entonces, la diferencia * P-»“ «£ 1^1^^^ 

— de, potência, Ka,rededor 

. , rircuito es como se indica en la figura 4-100- 

Es ilustrativo comparar los ãrcmtos eléctto 

in canal horizontal abierto al q ff d exis te una bomba que eleva el 

lotencial de tierra de la igu ■ avitac j 0na i en la rntsrna forma en que la 

igua u otro liquido contra el camp ê dd ca mpo eléctrico es- 

Steria de la figura 4-10 una energia potencial más 

tático E c . Entonces, el agua ™ e ‘ ^ en P la misma forma en que la carga en e 
elevada que el agua en e can ’ de la Flgura 4.1 o, está a un potencial 

alambre entre d y a en el circ de b a c . De d a a el agua se mueve en un 
mayor que la carga en el al superior que corresponde al alambre 

canal horizontal sin roranticn.o en nn n,,=l 'upcn,or q ^ ^ De „ a „ „ a g ua 

“^,l:"dtdatr I £ aparece conto ca,or. Esta en=r 8 ia es aná,o g a 



Figura 4-11 Analogia hidráulica para 
el circuito eléctrico de la figura 4-10. 
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a la que aparece como calor en el resistor de Ia figura 4-10, que se debe a la car¬ 
ga que baja su potencial de a a b. En esta analogia la bomba realiza trabajo, 
elevando el agua en contra dei campo gravitacional en la misma forma que la 
acción química en la batería hace el trabajo por unidad de carga (en contra dei 
campo electrostàtico E c y la resistência interna R t ) igual a la fuerza electro- 
motriz de la batería. 

En una batería de un solo elemento con dos electrodos el campo está 
confinado de manera principal a una capa delgada en la superfície entre el elec- 
trodo y el electrolito y es cero en el electrolito entre los dos electrodos. Así pues, 
la variación de potencial supuesta en el ejemplo anterior no es representativa de 
una pila real de dos electrodos aunque podría aproximarse mucho si cada 
bateria constara de un gran número de elementos o pilas conectadas en serie en¬ 
tre los puntos c y d de la figura 4-10. 


4-11 TUBOS DE CORRIENTE 


En el capitulo 2 se analizaron los tubos de flujo. Se considera ahora un concep- 
to análogo, o sea, el de los tubos de corriente. En la figura 4-12 se muestra una 
sección abocinada de un conductor largo. Llénese todo el espacio dei conductor 
de tubos de corriente. Cada tubo es, en cualquier punto, paralelo a la direc- 
ción de la corriente y conforme la relación J = <tE, es también paralela al cam¬ 
po eléctrico. Puesto que no pasa corriente a través de la pared de un tubo de 
corriente, la corriente total / 0 a través de la sección transversal de un tubo es 
una constante. Entonces 


lo 


J J • ds = constante 

a 


(D 


donde J = densidad de corriente, Am 2 

a = sección transversal dei tubo (en la que se integra J), m 2 

Si J es constante sobre la sección transversal y perpendicular a ella, entonces 
I 0 = Ja o, refiriéndose al tubo de corriente de sección transversal de la figu¬ 
ra 4-12, 



Figura 4-12 Sección abocinada de un conductor largo, mostrando tubo de corriente. 
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1 0 = Jbd 


número de tubos de comente. * corrie „te (o campo) son super- 

Las superfícies normales a la dttec ndiil p entte dos superfícies 

ficies equipotenciales. La diferenaa P , a de ohm , igual a la 

equipotenciales separadas por una ^ p Gr la resistência R de la «o- 

corriente /„ en un tubo de ^mente P ^ densidad de comente es 

ción de tubo de longjtudj R es> scglin (4-6-2), 

uniforme (campo uniforme), la res.s 


R 


aa 


en) 


( 2 ) 


a = área de sección transversal dei tubo, n 

4 12 LEY DE LA CORRIENTE DE KIRCHHOFF 

412 cimnn eléctrico estático principian y ter- 

Mientras que los tubos de flujo de tm camp l ^ los tubos de una 

minan en carga eléctrica y en ^ mismos y en consecuencia 

r— 

tTes ni ^roT(!u^ :r U n a c S ampo l SHco 


d) 


Esta relación es para d^“«un medto conduOor 

SaSS» -^fef„c^nin^o'de"S 

'hr P e sr^n:;: -—- - “ m ° ne - 

gativa, se tiene que, según (1) 
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Figura 4-13 Punto de unión o nodo de vários conductores. 


h - h - h + /* - / s = o 

Es decir, la suma algebraica de las corrientes en una unión o nodo es cero. Esta 
es la ley de las corrientes de Kirchhoff, que puede expresarse de manera general 
por medio de la relación 


L' = ° 


( 2 ) 


4-13 DIVERGÊNCIA DE J Y RELACIONES DE CONTINUIDAD 
PARA CORRIENTE 


Considérese el pequeno elemento de volumen Ar mostrado en la figura 4-14, 
que se encuentra dentro de un medio conductor. La densidad de corriente J es 
un vector que tiene la dirección dei flujo de corriente. En general tiene tres com¬ 
ponentes rectangulares que varían con la posición. El desarrollo en este caso es 
formalmente el mismo que el seguido para D en la sección 3-21 y da 


V-J = 0 


(D 


Esta es una relación puntual que establece que las corrientes estacionarias no 
tienen fuentes o sumideros. Cualquier función vectorial cuya divergência sea 
cero en cualquier punto, se dice que es solenoidal. 

La ecuación (4-12-1) es una relación integral que con tiene a J para una 
región finita. La ecuación (1) es una relación diferencial que contiene a J en un 
punto. Ambas ecuaciones son expresiones de la naturaleza continua de J. Am¬ 
bos son enunciados de la ley de las corrientes de Kirchhoff. 

Se hará una breve digresión (comentário adicional) para considerar la si- 
tuación en el caso de que la corriente no sea estacionaria, como se ha supuesto 
hasta ahora. Entonces (4-12-1) no es necesariamente válida y la diferencia entre 
la corriente total que fluye hacia afuera y hacia adentro de un volumen debe ser 
igual a la rapidez de cambio de la carga eléctrica dentro dei volumen. Especí- 
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Figura 4-14 Construcción usada para 
desarrollar la expresión diferencial 
para la divergência de J. 


ficamente, un flujo neto de corr ' ent ^ ^^io tegatilTdTcL^cm el tiempo 
corriente) debe ser igual a la -p.dezde^ambm * e , yolumen 

X donde' , es la densidad de carga promedio. Por lo 

tanto 

( 2 ) 



Al dividir entre Av y tomando el limite cuando Ap tiende a cero, se obtiene 



( 3 ) 


SnsSddíSÍ ?rufpu"C^rS^e S Síias íp/8. = 0 ,(3) 

se reduce a (1). m nstrada en la figura 4-15, en donde un 

Se considera ahora la situaci . un pequeno volumen Ar. Al 

alambre quelleva una comente Win ^ ^ volumen da la corriente neta 

SZS:££Z£ S sê supone que / mk entrando a. vo,ume», se 
tiene 

<j>J-*/s = -1 ^ 

Puesto que p Ar es igual a la carga total Q dentro de. volumen, 

ap _ 'i2 <5) 


t También Uamad. «a.cKin da la »»r«mi ciin * ía carta. 
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ãv 



/ 







/ 


Figura 4-15 Construcción para determinar la relación de continuidad 
entre corriente y carga. 


Sustituyendo (4) y (5) en (2), se obtiene 



( 6 ) 


Esta es la relación de continuidad entre la corriente y la carga en un conductor. 


4-14 CORRIENTE Y CAMPO EN UNA FRONTERA 
CONDUCTOR-AISLADOR 


La relación entre la densidad de corriente J y la intensidad dei campo eléctrico E 
en un c onduct or es J = <rE. Se observará ahora la situación en una frontera 
conductor-aislador como en la figura 4-16. Suponiendo que la conductividad dei 
aislador sea cero, J = 0 en el aislador. En la frontera, la corriente en el conduc- 
fõr dêbe fluir tangencialmente a la superfície de !a frontera. Entonces, en ei lado 
conductor de la frontera se tiene 



donde E, = componente dei campo eléctrico tangencial ala frontera = |E| 

J t = componente de la densidad de corriente tangencial a la frontera = | J| 
<t = conductividad dei medio conductor 

Por la continuidad dei campo eléctrico tangencial en una frontera, el campo 
tangencial dei lado dei aislador es también E,. 

Cuando fluye la corriente, un conductor de conductividad finita no es un 
cuerpo equipotencial como en el caso estático en que no se presentan corrientes. 
Por ejemplo, el potencial varia a Io largo de un conductor portador de corriente 
con densidad de corriente uniforme, como se sugiere en Ia figura 4-17. Las 
flechas indican las direcciones dei campo y de la corriente, mientras que las 
líneas transversales son equipotenciales. Puesto que E es uniforme, la diferencia 
de potencial V entre dos puntos separados por una distancia l a Io largo dei con¬ 
ductor es El. Esta diferencia de potencial también es igual a la caída IR, o sea, 



Figura 4-16 Frontera aislador- 
conductor. 
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Figura 4-17 Sección de alambre largo. 


***. .. 

ductores a un d ' f " 0I !t«a conductor-aislador y dei lado de la frontera 

tnco E„ perpendicular a aislador es entonces la suma vec- 

en que está el aislador E1 c ^° t0ta compone nte tangencial £,. En el con- 
torial de la componente normal E ,y t£ L encia i a la frontera. Por ejem- 
ductor E„ = 0, y el campo es er * íoheitudinal que se muestra en la figura 
pio, considerese la seccionrans iai largo. La corriente fluye hacia la 

4-18 realizada en una seccion de un ca CO nductor externo. El campo en 

derecha en el conductor interno y ^gresa por el ccm ^ cable) y se indica 

e, dei conductor es grande este 

e, espado alslante entre los d extremo dei cable. 

p„ relativamente perpendicular a 

Este campo es un campo electnc relativamente intenso, como se 

las superfícies y se indica por medro.de E.Es relatwam a. ^ con . 

ducüvidad^deí miJT^cISfes S k puede ser tan pequeüa que E sea 


Conductor 

















































Stcç 4-15 


Comente eléctrica estacionaria M3 



Figura 4-19 Campo total E en una frontera aislador- 
conduetor (punto P eu Ja figura 4^1 g) descompucsto en 
componentes normal y tangencial. La componente tan¬ 
gencial E t se debe a la comente en el conducior {—Jjtr) 
mi entras que Ia componente normal E n se debe a la 
carga superficial inducida por la tensión entre los con- 
ductores externo e interno. 


Jltiracticamente perpendicular a la superfície e igual a E„. Sin embargo, ei ta- 
mano de E, se ha exagerado en la figura 4-19 con el fin de mostrar Ia com- 
posición dei campo total de una manera más clara. La forma de las líneas dei 
campo total, a través de todo el espado aislante entre los conductores interior y 
crtenor, se indica con la forma dei campo en los conductores grandemente 
exagerado en la figura 4-20. Las superfícies equipotenciales se indican por 
medio de líneas punteadas. 


4-15 CORRIENTE Y CAMPO EN 
CONDUCTOR-CONDUCTOR 


UNA FRONTERA 


Considérese la frontera conductor-conductor que se observó en la figura 4-21 
entre dos médios de constantes <r,, £l y <r 2 , t 2 . En general, la dirección de 
la comente cambia al fluir de un medio al otro. 

Para corrientes estacionarias se tiene la condición de frontera 

J nl = J„ z ( 1 ) 



Figura 4-20 Sección transverso-longitudi¬ 
nal de una línea de transmisión coaxial 
que muestra equipotenciales (disconti- 
nua) y líneas dei campo total (sólidas). 
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figura 4-21 Frontera entre dos médios 
«Setores diferentes mostrando A 
cambio de dirección de la cornen e 
línea de campo. 


donde , , . componente de .a densídad de comente P^ndicular a la fron- 
i_ ajmpone'd®^a > la densídad de corrlente perpendicular alafron- 
" 2 tera en el medio 2 


De 


la relaciôn ( 1 ) de la tabla 3-2. se tiene también 

E n = E >2 


( 2 ) 


d ° n de £,, - componente dei campo •>-•£ a la frojdera en ^ ^ 2 


Se sigue que 


Jn = J jl 

Oi 02 


(3) 


d„ - componente de la d»sidad de cottiente tan g e„te a ,a fton.eta - 
Jtl . e X«Ite de la densídad de oriente tan g en.e a la frontera e. 
el medio 2 


Al dividir (3) entre (1) se obtiene 


o bien 

donde a, y a 2 son como se muestra en la figura 
la ley de Snell de la refracción (vease Cap. 


J_n _ jhl— 

0\ J nl a 2 J «2 

tan a, _ 

tan a 2 


(4) 


(51 


4-21. Esta relación es similar a 






Comente eléctrica estacionaria 


145 


J1SAZADO de mapas de corriente y la resistência 

LAS GEOMETRIAS SIMPLES: CELDAS DE CONDUCTOR 

ãHaH de corriente es uniforme en todo el conductor, su resistência 
roicularse fácilmente a partir de sus dimensiones y su conductividad. Por 
, considérese la barra rectangular homogénea de conductividad cr que se 
cn la figura 4-22. Tiene /' = 1 m, b' = 400 mm y d = 600 mm. Si las 
: los extremos de la barra se sujetan firmemente a bloques de alta con- 
i, como en la figura 4-5, el campo y la densidad de corriente a lo largo 
» ai» i a scrán uniformes. La resistência R de la barra es 

R = -4 = J^r- (O) 


(D 


adb' 0.24a 

_ - cs la conductividad de la barra en mhos por metro, 
f ■» resistência de la barra también se calcula al dividir el lado de la barra en 
radas, representando cada una la superfície extrema de una celda de 
Las aristas de las celdas son equipotenciales. Las superfícies superior 
de la celda son paralelas a la dirección de la corriente. La resistência 
r tzl celda està dada por 

J_ = 5 

od d 

: S es la resistividad dei material de la barra. En consecuencia, el producto 
rí. fia profundidad d es igual a la resistividad S dei material de la barra, o 


R ° * adb 


(la) 


R 0 d = S 


i el recíproco de (2) se tiene 



( 2 ) 


( 3 ) 



22 Cooductor dividido en tubos de corriente. Las líneas verticales son equipotenciales. 


L 4.T2 
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'« f ndidad de una celda de conductor 

Esto OS. la “"^‘'“^“emSfoXonsUtese la figota 4-22. 

es igual a la conductmdad d „ pa *lo 4 


a conductividad dei meam. - 

-- tjtjrnêrõdêcêidãsen 


--—SSSode celto en ser» ^ m 

, 5 ) la conductancia por onidad ^“'dê una celda de material de 
durtora*« o.^de tnanera que la conductartcra real Go 

\a barra está dada por 


(15) 


G 0 = da = 06(7 

. tnta l de la barra es entonces 
La conductancia total de 0 24 „ 

G = Tõ°o i° 

La resistência total es el reciproco,^ 

Õ24a 


(O) 


^ 0 24(7 

alcular la resistência o la ^.p^deceldas conductoras, 

TalSon ên 1» d e gráficas de mapas * ""“àductoTSa toma 

Las técnicas de “ to nal, es dectr, a cua d pata lelas todas las 

a cualquier problemalnd s ección transversal s ™i , !'; s . ' c ’ rmca E i rrazado 

—-. . 

de corriente: 


= 4.17 S (B) 


( 5 ) 


1. 


5. 


Drriente: . .i os rectos. 

ales se intersecan en anguios ic 

- “ wbo con - 

Los tubos de corriente son contínuos. 


I l 


Secc 4-17 
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Al considerar estas propiedades, se divide una sección transversal de con- 
ductor en tubos de corriente y luego por equipotenciales en celdas conductoras o 
de conductor con aristas que son cuadrados o cuadrados curvilineos, usando 
d mismo método de prueba y error descrito en la sección 3-19 en relación con el 
trazado de mapas de campo en un medio aislante. 

Al calcular la conductancia de un conductor con una distribución de co¬ 
rriente no uniforme, se traza primero un mapa de corriente, según se observo 
arriba. La conductancia G está entonces dada por 



( 6 ) 


donde N = número de celdas (o tubos de corriente) en paralelo 

n = número de celdas en serie = número de celdas por tubo 
G 0 = conductancia de cada celda, según se da por medio de (4) 

La precisión de la conductancia (o su reciproco, la resistência) depende de la 
precisión con que se tracen los mapas de cuadrados curvilíneos. 

Ejemplo. Una barra rectangular homogénea de conductividad a tiene las 
dimensiones mostradas en la figura 4-23a. Esta barra es idêntica a la de 
la figura 4-22 excepto que se le han hecho dos cortes en todo el ancho de la 
barra, como se indica. Encuéntrese la resistência de la barra cuando sus ex¬ 
tremos se fijan entre dos bloques de alta conductividad, como en la figura 
4-5. 


SOLUCiÓN.Una sección transversal longitudinal de la barra se dibuja a es¬ 
cala y se traza un mapa de corriente con el resultado que se muestra en la 
figura 4-236. t Una porción de un cuadrante se ha subdividido para com- 
probar la precisión de los cuadrados curvilíneos. Según la ecuación (la), la 
resistência R 0 de una celda conductora es R 0 = l/0.6cr (Q). Hay 13 celdas 
en serie en un tubo y hay 4 tubos en paralelo. Entonces, según (6), la resis¬ 
tência R de la barra es 


R = 


13 R c 


13 

2Ãa 


= 5.425 


(fi) 


En consecuencia, comparando este resultado con (5) para la barra unifor¬ 
me, las ranuras en la barra producen un aumento de 30 % en su resistência. 


4-17 ECUACIONES DE LAPLACE 
PARA MÉDIOS CONDUCTORES 


Para corrientes constantes V * J — 0, pero J = ítE; de manera que cfV ■ E = 0. 
Recordando que E = - VV, se obtiene aV • (S/V) = 0, o bien 


+ Aunque se haya obtenido el mapa de toda la sección transversal, la simetria es tal que se re- 
quiere sólo un mapa de un cuadrante. 
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Figura 

igual a 
celda. 




V 2 E = 0 


( 1 ) 


Esta es la ecuación de Laplace. Se obtuvo anteriormente en la sección 3-25 para 
ram nos eléctricos estáticos y puesto que también se aplica aqui, se concluye q 
Z de corrientes estacionarias en médios 

«mductmes 3 pueden manejarse en la misma forma que los problemas qu m- 
C 1 uyen distribuciones estáticas de campo, y si puede encontrarse una solucion a 
£ ecuadón de Laplace que también salisfaga las condiciones de fnmtera, * 
nuede obtener también la distribución dei potencial y la comente en el conduc 
Í no es posible, no se encontrará en ningún caso la distnbuc.on 

anroximada dei campo y de ta corriente en problemas bidimens.onales por 
medio dei trazado de gráficas de mapas de corriente, como se explicó en la se_ 
dón 4-16 Al conocer la distribución de corriente se determina la resiste " cl ®-J* 
densidad máxima de corriente y otros conceptos de importância practica par 
una configuración determinada de determinado conductor. 
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En médios conductores, los tubos de comente y la conductividad a son 
análogos a los tubos de flujo y la permitividad e en médios aislantes. En con- 
sccuencia, en médios conductores se tiene 


J = oE (Am 2 ) 


( 2 ) 


mientras que en un medio aislante se tiene 

D = eE (Cm -2 ) 


(3) 


Hay que observar también que en un medio conductor la conductancia por 
unidad de profundidad de una celda conductora es igual a la conductividad o 
dei medio, o bien 



(Um -1 ) 


(4) 


donde d es la profundidad de la celda (véase Fig. 4-22), mientras que en un 
medio aislante, la capacitancia por unidad de profundidad de una celda dieléc- 
trica de campo es igual a la permitividad c dei medio, o 


^ = é (Fm' 1 ) 
d 


(5) 


Para un campo eléctrico estático en un medio dieléctrico de permitividad e 
no existen corrientes, pero existe una densidad de flujo D = eE. Para un campo 
eléctrico estático en un medio conductor de conductividad a existe una comen¬ 
te de densidad J = oE. Puesto que ambos campos obedecen la ecuación de 
Laplace, una solución en la situación de conductor es también una solución 
para la situación dieléctrica análoga, y viceversa. Por ejemplo, si el medio entre 
los conductores 1 y 2 de la figura 3-19 es un conductor de conductividad cr, la 
conductancia por unidad de profundidad entre ff y gg está dada por 



(Um' 1 ) 


En el capítulo 7 se hace un análisis adicional de la ecuación de Laplace. 


PROBLEMASf 


Grupo 4-1: Secciones 4-1 a 4-7. Comente eléctrica, densidad de comente, velocldad de arrastre, 
Bovilidad, ley de Ohm, relaciones de potência, resistência, resistividad y conductividad. 

4-1-1. Resistência definida en términos de la potência. Demuéstrese que la resistência de un resistor 
pnede expresarse como 



R = 


cn donde el numerador es igual a la potência disipada en el resistor (integral en el volumen dei resis¬ 
tor) e / es igual a la corriente a través dei resistor. J = densidad de corriente^y tx = conductividad. 


1 Las respuestas a los problemas que tienen asterisco se dan en el Apêndice C. 
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4-1-2, Velocidad de arrastre o de derive dcl elec / r ^ “ d™obr*de de dtómetro* Guando se 

2 km de longitud consiste en 2 conduclores p conecta una resistência de 20-0 en ei otro ex- 

apiican 120 volls a uno de los extremos e a ne- resistência, (6) la densidad de comente 

tremo de la tínea, encuéntrese (a) la comente / a ra ’ Nó la velocidad de 

/ cn la línea, y (c) la velocidad de arras,re <W p^paga a to largo de la li- 

arrastre r, no es la velocidad con la que un cambio (o informactòn) se prop K ^ ^ d resistor 

P “ u " tonituddí í'ln.. y » pu.dí * >8"»' ° 

a^íirritff^a^SãSSSrt 

de excursión eficaz o rms (hacia uno y otro lado) de los ; elec aumen tarse la distancia 

línea? iSupondria tal microscópica d.stanc.a de excurstón? (« ,Cómo puede anm 

eléctrica de los electrones libres está dada por medio de 


p = Nq 


Aq p m q 
W~ 


(C m 3 ) 


donde N ~ 
<? = 
A o — 

Pm = 

w = 


número de electrones, m 3 
carga dei electrdn, C 
número dc Avogadro, =6.0 
densidad de ntasa* kg m 
peso atómico, kg/mol. 


10 23 átomos/mol 


* 4-1 5 Densidad de carga y movilidad para el cobre, (o) En referencia con el problema antCT10r ’ en¬ 
cuéntrese la densidad de carga eléctrica de electrones übres en el cobre st su densidad es - 9 0 x 
10 "kg m- 3 y su peso atómico es W = 63,5 g/mol. (b)Utilizando el resultado obten.do en (a), en- 

cuéntrese la movilidad p para el cobre. 

4.1 6 Barra de cobre. Una barra de cobre de 30 por 80 mm de secciôn transversal por 2m delon- 

SSSSSSfe 

de potência por unidad de volumen; (A) pérdida de energia W por hora; (Q velocidad de arrastre 
v de los electrones. Tómense T = 20 ,J C y p - 20 GC m 

4-1-7. Densidad de comente. Si J = x3vr A m encuéntrese la comente /a traves de un cu 
de 2 m de arista con un vértice en el origen y los otros vértices en (0, 2, 0), (0, 0, 2) y (0, 2, 2). 

*4-1 8 Resisteneia de fuga a tierra. Una barra de cobre de 2 mm de diâmetro «tá encerrada dentro 
de un forro aislante de 4 mm de diâmetro exterior. Si el alambre esta enterrado en un terreno iü- 
tamente conduetor, icuâl es la resisteneia de fuga dei forro al terreno por cada kdometro. 
ductividad dei forro es de 10 8 Um 1 

4-1-9. Arandela de grafito. Una arandela plana de grafito de espesor í tiene un radio interior h, un 

super fiei'eT planas leT,Sd^ “ “ = 

te radial de sierra infinitesimal mente delgada a traves de la arandüa). Tomes 

10 mm, r 2 = 20 mm y t = 3 mm. 
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4-1-10. Cono de grafito. Un cono truncado de grafito de 30 mm de longitud tiene diâmetros en los 
extremos de 6 y 18 mm. Encuéntrese la resistência entre los extremos. 

P 4-1-11. Alambre y lâmina. Un alambre recto está conectado en ângulos rectos en el centro de una 
lâmina conductora grande y delgada. Si el alambre lleva 200 A, encuéntrese la densidad de corriente 
en La lâmina (A tu ' l ) a una distancia de 100 mm dei punto de conexión. 


Grupo 4-2: Secciones 4-8 a 4-12. Semiconductores, conductividades, ley de voltttfe de Klrchhoff, 
fem y ley de corriente de Kirchhoff. 

4-2-1. Conductividad de un alambre conductor. Un alambre de diâmetro de 3 mm, de 1 km de lon¬ 
gitud tiene una caída de potencial de 18.2 V entre sus extremos. Si la corriente es de 2 A, <,el alambre 
es de alumínio o de cobre? 

4-2-2. Germanio semiconductor. Para germanio semiconductor intrínseco a 30°C, la densidad de 
pares electrón-hueco es de 2.5 x 10' 9 rrT 3 . Encuéntrese (a) la densidad de carga de electrones y 
huecos; (6) la conductividad dei germanio si = 0.4 y p h = 0.2 m 2 V 1 s" 1 ; (c) la velocidad de 
arrastre de los electrones y los huecos si E = 10 V m " 1 . 

4-2-3. Comparación dei cobre y germanio. Hállese la razón dei cobre al germanio semiconductor 
para (ff) la movilidad p ; ( b ) la densidad de carga p ;(c) la conductividad a. v 

4-2-4. Cubo de silicio. Un cubo de 1 mm de silicio semiconductor tiene una tensión aplicada a través 
de él de 3 V. A 30°C encuéntrese ( a ) J, ( b ) / y (c) velocidades de arrastre de los electrones y los 
huecos. 

♦ 4-2-5. Circuito serie. Ley dei voltaje de Kirchhoff (ff) Una resistência R 0 y tres baterias están conec¬ 
tadas en serie como se muestra en la figura P4-2-5. Para la primera batería la fem f \ = 1.5 V y la 
resistência interna o dei electrolito es R t = 1 Q; para la segunda batería la fem t 2 = 2 V y la resis¬ 
tência interna es R 2 ~ 0; y para la tercera batería la fem i 3 — 3 V y resistência interna R$ ~ I Q. 
Las dos primeras baterías tienen un solo elemento, mientras que la tercera tiene tres elementos en 
serie, siendo cada pila de 1 V de fem y ^ D de resistência interna. Supóngase que Ia mitad de la fem 
total de un elemento ocurre en cada electrodo y que todas las conexiones entre los elementos tienen 
resistência despreciable. Dibújese una gráfica como la de la figura 4-10 que muestre la variación de 
potencial con la posición entre los puntos a y ccuando R 0 = 4 5 Q y cuando R tí = 0 Tómese V = 0 
en el punto b. (b) Refiriéndose al circuito de la figura P4-2-5, sean las fems como se indican y sea 
/?, = 1.5 Q, R 2 = 2 O, y R 3 = 3 Q Dibújese una gráfica de la variación de potencial con Ia po¬ 
sición cuando R 0 = 6.5 Q. y también cuando R (} = 0. 


^,^15 u=2 'Pj-a 

-1[-ikkl 



-WAAAAV 

ff R 0 à 


Figura P4-2-5 Circuito serie. 


4-2-6. Ley de los nodos y de las corrientes de Kirchhoff. Cuatro alambres se unen en un punto común 
o nodo. La corriente en los alambres 1 y 2 es de 5 A en cada uno y fluyen hacia fuera dei nodo, mien¬ 
tras que la corriente en el alambre 3 es de 6 A que fluyen hacia el nodo. iCuál es la magnitud y la 
dirección de la corriente en el cuarto conductor? 


Grupo 4-3: Secciones 4-13 a 4-17. Continuidad de corriente, divergência de J, condiciones de fron- 
tera, mapas de corriente, celdas conductoras y ecuación de Laplace para médios conductores. Nota: 
En donde no sea evidente una solución exacta, inténtense métodos de trazado de mapas o la mejor 
aproximación posible. 
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_—- - 

por .1 = íri,r' (Am 1 ) 


con la Unea en aire seco. de40 mm de espesor tiene 

salada. i ina barra de cobre en forma de l. conduclall . 

4-3-3. Barra de cobre *°™“ a f * gura P 4-3-3. A M^C enC “ e “^' t ® ^'superfícies anterior y pos- 
las dimensiones mos ra v 2 (6) entre * os ladõS 3 y 4 y t ) ÊnCU èntrese la densidad de 

cia G (o) entre las superfícies y . J > 3 mV entre las caras 1 y * ta distancia a lo 

g^^SBSSsBS» 



figura P4-3-3 Barra en forma de L. 


a la mitad a lo largo de la diagonal 
entre n Y 2 t A re soecto a Us partes (a)> W Y t J de ^ diagonal y 

- :í= 
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4-3-7.Esfera de grafito con prolongaciones polares. Una esfera sólida de grafito de 200 mm de 
AÉmetro tiene prolongaciones buenas conductoras en contacto perfecto en polos opuestos. Cada 
protongación se extiende desde su polo en un ângulo de 30° de latitud. Encuéntrese la resistência 
■edÂda entre las prolongaciones. 

4-3-4. Cascarón de grafito con capas polares. Este problema es idêntico al anterior excepto en que la 
esfera de grafito es un cascarón hueco con un espesor de 20 mm. Hállese la resistência medida entre 
tas capas. 

*4-3-9. Resistência de un tubería. Dos tuberías paralelas de acero tienen una separación de 4 m entre 
centros. Los tubos están enterrados hasta la mitad en el terreno como se indica en la figura P4-3-9. 
El diâmetro de los tubos es de 500 mm. Considere que la conductividad dei terreno (suelo arenoso) es de 
100 pX5 m" 1 . Calcúlese la resistência por kilometro entre los dos tubos. Sugerencia: Nótese la 
analogia entre esta situación y el campo eléctrico estático entre dos conductores cilíndricos paralelos. 



500 mm 

i 


Figura P4-3-9 Tuberías semienterradas. 

*4-3-10. Barra con un orifício. Una barra de nicromio, de 40 * 40 mm de sección transversal y de 100 
mm de longitud, tiene un orificio situado simétricamente en uno de los lados largos, al centro. El 
orifício es de 30 mm de diâmetro. A 20°C (íz) ^Cuâl es la resistência entre los extremos de la barra? 
(ó) iCuál es la resistência de una barra sólida (sin el orifício)? (c) £Cuál es la longitud de una barra 
sólida que tenga la misma resistência que (a)? 

* 4-3-11. Barra y cinta, (a) Una barra y una cinta estàn conectadas como se muestra en la figura 
P4-3-lla.La barra tiene conductividad finita, mientras que la conductividad de la cinta se supone 
que es infinita. Si el extremo de la barra se sujeta contra un bloque grande, de conductividad in¬ 
finita como en la figura P4-3-11Ó en lugar de conectarse a la cinta como en la figura P4-3-lla, 
òetermínese en qué longitud / seria necesario alargar la barra para que su resistência sea la misma 
que cuando se conecta a la cinta, (b) ^Por qué es mayor la resistência de la barra cuando se conecta 
a la cinta que cuando está en contacto con el bloque? 



x Posición det bloque 
equivalente a la de la cinta 


( b) 


(a) 


Figura P4-3-11 Barra y cinta. 

4-3-12. Carga superficial. En general, una carga superficial se presenta en la frontera entre dos con¬ 
ductores (conductividades cr, y o 2 , y permitividades c, y c 2 ’ respectivamente) a través de la cual 
fluye la corriente. Muéstrese que la densidad superficial de carga p s está dada por 



donde J n es la componente normal de la densidad de corriente. 
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■ a rio 1 Un resistor consiste en un banco de dos placas 
4-3-13. Banco de conductores. Continuidad • f es de 25 mm de espesor y tiene 

cuadradas de 150 mm por lado La plac P ( Que i a placa mfenor es de 50 


permitividad relativa de 2 y una — ~ una ^ndüSad de í 0* U «n ' 1 Electrodos 

la densidad supe^cial de carga Ps en la mterfaz de 

w ia resistencia «°- ia reiadón v • J = 0 aplicand0 el teorema de la 

4.3-14. Teorema de la divergente». ^ 

divergência a 

J • ds = 0 


4.3-15. Frontera conductor^onductor. Muêstrese que en una frontera conductor-conductor 


En. 

' E nl 


J t 2 


25ZSS7 

terior ai alambre es el aire. ^ fem que energiza la linea 

4-3-17. E entre ÒWjgM 'SSSSmüSS^ mostrando que si la fuente estuviese en el lado 
coaxial de ia figura 4- es _ en ) a direcciòn opuesta. 

zzzzi*. - - -? 

iím«d d, »sodductividad •.<>»£*£»*l.)>. »“““ 

terno diâmetro externo d 2 ,y - (c)Ee n el tubo, (d) J en la vanlla, (e) J en 

de la combinación ^ varU!ay tubo W ^ J ^ dependiente esta rarón de las dtmen- 

tubo y if) la razón entre J cn Iai va : J 

—S i Si —- iw - resi ‘'' nci * 

Cy D. 
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bútracia de bloque, mapa de campo. Un bloque conductor de 20 mm de espesor (bacia 
dc la página) se muestra con su mapa de campo en la figura P4-3-21 . Si <r = 100 13 m “ 1 , en- 
3 ct“í5í (a) la resistência entre los extremos y (b) la resistência entre las superficies superior e in- 
Nòtese que la superfície superior consiste en una superficie vertical y dos superficies hori- 



Figura P4-3-21 Bloque conductor con escalón. 


Conductor paralelo a una lâmina. Mapa de campo. Un conductor cilíndrico horizontal está 
^■mdo en forma paralela a una gran lâmina conductora plana, como se muestra en la sección 
feMMTsal con mapa de campo en la figura P4-3-22. El cilindro y la lâmina tienen una diferencia de 
pbml de 300 V y el medio tiene una conductividad a = 10 ~ 4 U m 1 . Usando el mapa de cam¬ 
pa- dfeftcnnínese la densidad de corriente J en (<z) el punto A, ( b ) el punto B, (c) el punto C, (d) el 
|mo D y (é) el punto E. 



Figura P4-3-22 Campo de conductor cilíndrico pa¬ 
ralelo a hoja conductora. 


43 » 23 . Conductor paralelo a una lamina. Método analítico. Determínese la densidad de corriente J 
m los cinco puntos de la figura P4-3-22 como se hizo en el problema 4-3-22, pero en lugar de usar 
dl mapa de campo proceda conforme a el método analítico y compàrense estos resultados con los dei 
puli tema P4-3-22. 

Resistor cuadrado con núcleo cilíndrico. El resistor cuadrado mostrado en sección transver- 
con mapa de campo en la figura P4-3-24 tiene un núcleo cilíndrico que puede ser un aislador per- 
ftrfo = 0), o bien un conductor perfecto (o = oc). El material dei resistor tiene una conducti- 
uidad a - Si el resistor tiene una longitud / (hacia dentro de la página), encuéntrese la resistência 
ame elect rodos colocados en pleno contacto {a) con las caras A y y (b) con las caras C y D. (rJEn ‘ 
ada caso especifique también la conductividad dei núcleo. 

* ^3-25. Barras traslapadas. Dos barras de alumínio de 20 mm por 20 mm de sección transversal por 
100 mm de longitud están unidas de modo que se translapan por 20 mm. A 20°C encuéntrese (a) 
^uál es la resistência entre los extremos de esta combinación (se requiere mapa de campo)? 

jCuàl es la resistência de una barra continua de 20 mm de sección transversal por 180 
■m de longitud [misma longitud de las barras traslapadas en (a )] ? (c) ^Cuál es la resistência de una 
barra continua de 20 mm por 20 mm de sección transversal por 200 mm de longitud [misma longitud 


a 
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Figura 4-3-24 Resistor cuadrado con núcleo cilíndrico. 


„» ta do. I». d. M colocam . Wl» W <*» «— >• “ W W “ ““ “ m 

pero menor que en (c)? 

. ^r»rií.r,2L'..^ 

dos variUas metálicas de conexión a tierra, se>con ^ bateria conect ada en una forma, el aparato 
de 10-n y un miliampérmetro entre las _^“ j^ e la tateria inV ertida el aparato dio una lectura de 
dio una lectura de 38mA, pero con la po _, tnria en e i terreno. Supóngase que la diferencia en 
23 mA. (a) Encuírurwe la resfctenaa delaray ta rrayectoria dd terreno, como pudiera 

* »tr:=KiSES v d j» « o,—-— 

«-3. Conta», y caw d. “*• * 

”^re^»S^«^.or dd problema 3-5-337 Snpdn,». «dodded de 

SSe ssr« seteeses t 

tabla 4-1 para las conductividades. 

4-4-6. Desflbrllador dei corazón. El corazón, ^d^múTc^del coralón se deteriora de una 

tricamente. Durante un ataque al corazón, ^ * CO nlulsivo llamado fibrilación. Para restaurar 
contracción periódica regular a un c ° m ^ se conec t a un capacitor que puede almacenar ti- 

el funcionamiento normal d ®* c ° r “ Jfj d electrodos especiales, denominados paletas, colocados 
picamente 400 J y se descarga por medio de ttecT P muestra el campo dipolar 

S SS?r.M«noVi«^R.—«. Hm*,-**, - a— 19C ’ 

tZl** ddddee. 33.* 











5 CAMPO MAGNÉTICO 

ESTÁTICO PRODUCIDO 
POR CORRIENTE 
ELÉCTRICA 
ESTACIONARIA 


5-1 INTRODUCCION 


Una carga eléctrica estática tiene un campo eléctrico, como se explicó en los 
capítulos 2 y 3. Una carga móvil constituye una corriente eléctrica y posee un 
campo magnético . Entonces, un conductor por el que circula una corriente / es¬ 
tá rodeado por una región en la que actúan fuerzas sobre un imán o sobre la 
aguja de una brújula, como se sugiere en la figura 5-1, descubrimiento hecho 
por Hans Christian Oersted en 1819. Al explorar este campo con una brújula, se 
encuentra que la aguja siempre gira para ponerse perpendicular al conductor y a 
una línea radial que se extienda hacia afuera partiendo dei conductor. Este 
alineamiento es paralelo al campo magnético. Prosiguiendo en la difección de la 
aguja, se encuentra que el campo magnético forma espiras circulares cerradas 
alrededor dei conductor. 



Dirección 
dal campo 


Líneas de 

Alambre campo magnético Agujas de 


(a) 


(b) 


Agujas de 
brújula 


Figura 5-1 (a) Campo magnético alrededor 
de un alambre por el que fluye corriente, (6) 
Sección transversal perpendicular al alam¬ 
bre. La corriente está fluyendo hacia afuera 
de la página. 
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Línea de campo 
odeflujo 



(pulgar). 

u «*«. « -pó 

como “norte” (N) por la aguja *>**”?*' , a d , rec dòn de la comente 
laciôn entre la direcciòn dei c®”P | * to mano derecha. Con el 

puede recordarse fâcrlmenle por med o e n la figura 5-2, y con 

Kr- MSSSSS3 condnctor en la dlreccldn de, campo 
magnético o llneaímagneticas de flujo. 


s,‘K. D ;aK‘rssíA" Dl,c ”* 

, nifnrmp de un imán permanente, como se 

Si se coloca un alambre en el campo u d alambre en cuanto se cie- 

muestra en la figura 5-3 a existir a lambre.t Esta fuerza es básica para la 

rre el interruptor y fluya corne P a , zà motora o motriz. 

operación de motores eléctricos y , lambre pr oduce un campo magnético en e 
La corriente hacia adentro d ^ (COmQ se ind i ca en la figura 

sentido de movimiento de las man alamb re*' debilitándolo abajo, como 

5 - 36 . reforzando el campo “^^t^na^omo hizo Michael Faraday, 

; e u : í iíLS ™ ^ se «*«, conciuir que 

la f Ta a fuer b za 7 ** ^ ** 




t En virtud de los efectos de “aS cônTuspTc,acento dei entr* 

bargo, si la sección transversal dei polo es gr 
hierro, los efectos serân pequenos. 








Secc. 5-2 


Campo magnético estático producido 


por corriente eléctrica estacionaria IS# 


donde L - longitud dei alambre en el campo magnético (ancho de las piezas 
polares), m 

I — corriente en el alambre, A 
B = un factor relativo al campo magnético 

De(l) 



fuerza 

momento de corriente 


(N A -1 m” 1 o T) 


( 2 ) 
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g se describe — irnjmmm 

^ de ~ 

dF = BI dl sen 4> 

.. F LIB son las ecmciones básicas de los motores. 

Esta ecuación y F = L1>J son 


(3) 



fi9 una aguja de brújula es un pcqueflo 

tssiS' S" jgsagsssss - • 

(4) 


E = 


(N C 


o V m *) 


que el campo magnético B está dada por medio de la fuerza por unidad 
za magnética polar Q m como 

, T1 (5) 

[N (Am) o Tj 


B = 


F 

Qm 


•txxx •s-^SsTssasiS 

igual a un momento de comente (tt 









5-3 


Campo magnético estático producido por corriente eléctrica estacionaria 


amente es carga eléctrica por unidad de tiempo t, se tiene (para las magni- 
ades)que 


F F F F 

Qm 1L Q_ l Qv 



( 6 ) 


acade v = L/t = velocidad de la carga ms -1 

Eaton ces, si una carga Q que se mueve con una velocidad v experimenta una 
ft^rza F, debe haber un campo magnético B = F/Qv, siendo la fuerza perpen- 
Acular tanto al campo como a la dirección dei movimiento de la carga. 

Si Q fuese estacionaria (estática), no habría fuerza. Se requiere una carga 
■òvil (o corriente) para una interacción. 


CAMPO MAGNÉTICO DE UN ELEMENTO DE 
CORRIENTE; LEY DE BIOT-SAVART 

faese el momento de torsión de alineamiento sobre una aguja magnética ar- 
Kbariamente pequena montada de forma perfecta, para medir el campo B 
producido por un elemento incremental de corriente, de longitud Al, como en la 


Aguja magnética 
(normal a la página) 



Eje dei pivote 
de la aguja 


Rpiri J - Arreglo para la medición de B producido por un corto elemento portador de corriente 
A como una función dei radio r, el ângulo 0. la corriente I y la longitud Al, B se determina midien- 
**" momento de torsión de alineamiento sobre una aguja magnética arbitrariamente pequena (per¬ 
pendicular a la página) en P. Los alambres que alimentan de corriente al elememo Al estàn dispues- 
tos de manera que sean siempre radiales respecto a P, y en consecuencia no afectan B en P. 
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figura 5-5. Con estas mediciones se encuentra (para r P Al) que la B incremen 
tal es una función de 1, Al, r y 9, está dada por 


donde k es una constante de proporcionalidad dada por 


donde t-t es la permeabilidad dei medio. A partir dei análisis dimensional de (1), 
se encuentra que /< tiene las dimensiones de flujo por corriente divididos entre 
la longitud. Se mostrará en la sección 5-12 que la inductancia tiene las dimen¬ 
siones de flujo por corriente. En consecuencia, la permeabilidad tiene ias di¬ 
mensiones de la inductancia dividida entre !a lon^ud. La unidad dei SI para la 
permeabilidad es el henry por melro.t La permeabilidad dei vacio es 

/(o = 4rr x 10“* 7 H m' 1 = 400rr nH m“ ’ 



Figura 5-6 Construcción para calcular la densidad de flujo B en ih 
punto P, provocada por una corriente / en un conductor largo. 


t Recuérdese que la permitividad t tiene las dimensiones de capacitando por longitud y se 
presa en farads por metro. Nótese que 

l/ 4 ^o = l ^ 

/i 0 /47r fi 0 í tl 

donde c es la velocidad de la luz o de las ondas de radio, igual a 300 Mm s 
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fc*rodudendo (2) en (1) y escribiendo infinitesimales en lugar de incrementos, sç 
«2ètiene la relación más fundamental 


fi I dl sen 6 

Cin = —- 


( 3 ) 


La dirección de dB es normal a la página (hacia dentro en P). 

Si se desea conocer B en un punto P, como en la figura 5-6, por causa de 
ms corriente / en un conductor largo, recto o curvado contenido en el plano de la 
aagina, se supondrá que el conductor está hecho de elementos o segmentos de 
fcwsgitud infinitesimal dl, conectados en serie. La densidad total de flujo B en el 
^mio P e entonces la suma de las contribuciones de todos esos elementos y se 
«presa por medio de la integral de (3). Entonces 



( 4 ) 


áoode B = densidad de flujo en P, IV A~ 1 m“ 1 o T 
H = permeabilidad dei medio, Hm -1 
I = corriente en el conductor, A 
dl = longitud dei elemento, m 
r = distancia al elemento desde P, m 

0 = ângulo medido en el sentido de movimiento de las manecillas dei 


reloj, desde la dirección positiva de la corriente a lo largo de dl 
hacia la dirección dei radio vector r que se extiende de dl a P, 


La integración se realiza en toda la longitud dei conductor. Las ecuaciones (3) y 
H) son expresiones de la ley de Biot-Savart. 


3-4 CAMPO MAGNÉTICO DE UN CONDUCTOR 
LINEAL INFINITO 

El campo magnético o la densidad de flujo B en un radio R desde un conductor 
faeal delgado de longitud infinita que lleva una corriente í, se puede obtener v 
COn la expresión (5-3-4). 

Se muestra la geometria dei caso en la figura 5-7. Con la corriente / como 

* indica, B a la derecha dei alambre se dirige hacia el interior de la página. Esto 
otá de acuerdo con la regia de la mano derecha, Puesto que dl sen 0 = r dtí y R 

* r sen d, de acuerdo con la ley de Biot-Savart (5-3-4) se tiene que 



(D 
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o bien 


B = 


2n R 


donde B = densidad de flujo, N A 
üonae d _dei medi 


m 


: densiaaa uc - - 

u = permeabiüdad dei medio, H m 
/ = corriente en el conductor, A 
R _ distancia radial, m 


oT 
- 1 


( 2 ) 


{^■sKWsaa..____ 

fuesen en la misma direccion, 

^ atraerían. 
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estacionaria MS 


La magnitud F de la fuerza en una longitud / dei conductor 2 es 


= I B Çdl = FBI 
Jo 


(D 


donde r = corriente en el conductor 2 

B = densidad de flujo en el conductor 2 producida por la corriente /en 
el conductor 1 


Introduciendo el valor de B de (5-4-1) se tiene 


F = 


thir 
2nR 


( 2 ) 


donde F = fuerza en la longitud / dei conductor 2, N 
/ = corriente en el conductor 1, A 
F = corriente en el conductor 2, A 
R = separación entre conductores, m 
Ho = permeabilidad dei vacío o el aire = 400* nH m 1 

Puesto que (2) es simétrica en / e /\ la fuerza en una longitud / dei conductor 1 
cs de la misma magnitud que la fuerza F en el conductor 2. 

Dividiendo (2) entre / se obtiene la fuerza por unidad de longitud en cada 
conductor como 


F = Hq IV 
l 2nR 


( 3 ) 


Si F = /, e introduciendo el valor para /i 05 


F = 2 x 10 


R 


(N) 


( 4 ) 




figura 5-8 A través de dos alambres paralelos fluyen comentes opuestas como en (a) y se repelen 
puesto que los campos magnéticos se refuerzan entre los alambres, pero se oponen (se debilitan) en 
d lado exterior como se sugiere en ( b ). 
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Si / = K = lmyF=2x 10" 7 N entcmca / = 
para definir el ampere en el SI (vease la sección 1-3). 


1 A. Esta medición se usa 


5-6 CAMPO MAGNÉTICO DE UNA ESPIRA 
POR LA QUE CIRCULA CORRIENTE 


Sío it- S. /. E„ J e. pumo P«n el eje de U espira, U co„,,d, U c,ô„ 
dB çrodudda por uo elemento de longitud dl de la espira es, segu 


dB 


/ií dísenô 
4nr 2 


( 1 ) 


dei eje z está dada por 


R 

dB z = dB cos £, = dB — 


( 2 ) 



Figura 5-9 Construcción para encontrar la 
densidad de flujo B en el eje de una espira de 
corriente. 
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figura 5-9 se nota que 9 = 90°, dl = R d(j> y r = Jr 2 + z 2 . Introduciendo 
valores en (1) y sustituyendo este valor para dB en (2), se tiene 


dB „ = 


liIR 2 


4 n(R 2 + z 2 ) 


2 \ 3/2 


d<f> 


( 3 ) 


Im densidad total de flujo B z en la dirección dei eje z es entonces la integral de 
® alrededor de la espira completa. El elemento dl también produce una com- 
pMLute de dB n normal al eje de la espira. Al integrar esta componente para 
los elementos alrededor de la espira da cero en virtud de la simetria. En 
SEsecuencia, B z es igual a la densidad total de flujo B según se da por medio de 


B = B.= 


fiJR 2 


4 R 2 + z 2 ) 3 ' 2 J 0 


/*2tt 

2 \ 3 '2 j 


piIR 2 


2 (R 2 + z 2 ) 


2\3 12 


( 4 ) 


centro de la espira, z = 0, y 



B 

B 

I 

R 


densidad de flujo al centro de la espira, N A“ 1 m" 1 o T 
permeabilidad dei medio, H m -i 
corriente en la espira, A 
radio de la espira, m 


( 5 ) 


5-7 FLUJO MAGNÉTICO «Am Y DENSIDAD 
DE FLUJO MAGNÉTICO B 

La cantidad de flujo magnético B introducida arriba como una fuerza por 
- mento de corriente, puede considerarse también como una densidad de flujo 
magnético y éste es el término que se usa más. Entonces, se describe B como el 
&BJO magnético por unidad de área o 



(d 


(1) se supone que las líneas dei campo magnético son perpendiculares en A. 
Ea forma más general se tiene (véase la Fig. 5-10) 

j/ m = BA cos a (2) 

* ,nde •Am = flujo magnético a través dei área A 

B = magnitud de la densidad de flujo magnético B 
ot = ângulo entre la normal al área A y la dirección de B 
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5-10 Líneas de flujo y área A. 


Dimensionalmente 




fuerza _ 

momento de corriente 


x área 


o en simbolos dimensionales 

ML L? _ ML 2 
T 2 IL IT 2 




= íí 


B cos a ds 


(3) 


donde ds = elemento de área de la superfície 

a = SJulofntÍe " normal adsyla dirección de B 

La ecuación (3) también se puede describir como un producto 
producto punto. Entonces 


escalar o 


( 4 ) 


-1 1 
m 


donde i= flujo magnético, Wb _ 

maenitud igual al área de ds , m 
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5-8 FLUJO MAGNÉTICO SOBRE UNA SUPERFÍCIE CERRADA 


Los tubos de flujo de un campo eléctrico estático se originan y terminan en car¬ 
gas eléctricas. Por otro lado, los tubos de flujo magnético son contínuos, o sea, 
que no tienen fuentes ni sumideros. Esta es una diferencia fundamental entre los 
campos magnético y eléctrico estático. Para describir esta naturaleza continua 
de los tubos de flujo magnético se dice que la densidad de flujo B es solenoidaL 
Puesto que es continuo, los mismos tubos de flujo magnético que entran a un 
volumen son los que salen dei mismo. En consecuencia, cuando (5-7-4) se in¬ 
tegra en toda una superfície cerrada, el resultado debe ser cero, o 



(D + 


Esta relación puede considerarse como la ley de Gauss aplicada a los campos 
magnéticos [compárese con (2-17-6) para los campos eléctricos]. 

Se deduce que la divergência de B es igual a cero. Esto es 


V - B = 0 


( 2 ) 


Tanto (1) como (2) son expresiones de la naturaleza continua de B. Ambas 
son también miembros dei grupo conocido como ecuaciones de Maxwell, siendo 
expresiones de la ecuación de Maxwell a partir de la ley de Gauss para campos 
magnéticos . En las secciones 2-17 y 3-22 se analiza la ecuación de Maxwell a 
partir de la ley de Gauss para campos eléctricos. 


5-9 RELACIONES DE CAMPO MAGNÉTICO EN 
NOTACIÓN VECTORIAL; PRODUCTO CRUZ 

Un conductor lineal de longitud L por el que fluye corriente, colocado en un 
campo magnético uniforme, experimenta una fuerzaFque está dada, conforme 
(5-2-3), por 


F = IB sén </> í dl = IBL sen <j) 
Jo 

donde F = fuerza, N 

I = corriente en el conductor, A 
B = densidad de flujo dei campo, T 


(D 


t El símbolo indica una integral sobre una superfície cerrada. 
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L = longitud dei conductor, m 
d, = ângulo entre I y B 

* r pi a ciona sólo las magnitudes de las 
La ecuación (D es una ecuacon esca J tant0 a I como a B. Por 

cantidades implicadas. La fuerza F ® P P mag nètico uniforme o densidad 
exemplo, sea el conductor normal a un campo ^ d conductor fluye hacia 
de fluio B como en la figura 5-11 ■ _ ético com0 se indica, que refuerza 

fuera de la página. P“ dllce “debilHapor encima. En consecuencia, habra 
"a £ "a Ile. co P mo se sugiere en la figura — 

Figura 5-11 (a) Conductor por el 
que fluye una corriente dentro de 
un campo magnético uniforme. 

(h) El campo generado por a 
corriente en el conductor hace que 
el campo disminuya por arriba dei 
alambre y lo aumenta por debajo, 
produciendo una fuerza sobre 
conductor dirigida hacia arriba. 

Al relacionar las direcciones coní direcciòn positiva de xy B 
12* f es en la direcciòn . z es perpendicular a la direc- 

en la direcciòn positiva de y. Si 5-120, la fuerza F es todavia en 

ción de B, sino como se muestra e 8 donde 4> es igual al an 

direcciòn positiva de z con una mag direcciòn positiva de B (en sentido 

guio medido de la direcciòn en la figura 5-12W- Con * 

Td^^n"™: la tne-a F eslá en la direcciòn posifiva de a s, sen * 

P0SÍ, Ün° método más conciso de espresar la relaeiòn es por medio dei producio 

vectorial o producto cruz. fí 0 „„ terce r vector cuya mag- 

Él producto cruz d, dor « *»»»* ve c,c,es , el seno dei ângulo 
nltud es igual al producto de perpendicular al plano * 

"i" s -—— 

« SÍSSSdSi vectorial, sc puede csiabiecer ia reiaciòn como 

F = (I x B)L 

Pa ra un tramo elemental de conductor, esta expresión se com.erte en + 


( 2 ) 


+ Para una 


donde df es la fuerza en 


distribución volumétrica de corriente se tiene 
df = (J X B)dr 

el elemento de volumen dv en el que 


la densidad de corriente es J. 


(*» 
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5-12 Relación entre la dirección de la corriente I, la dirección dei campo 
ÃLf ki fuerza F. 


dF = (I x B )dl 


( 3 ) 


^■de d F = vector que indica la magnitud y la dirección de la fuerza sobre un 
elemento de conductor, N 

I = vector que indica la magnitud y la dirección de la corriente en el 
conductor, A 

dl = longitud dei conductor, m 

B = vector que indica la magnitud y la dirección de la densidad de 
flujo, T 


Las ecuaciones (2) y (3) relacionan tanto las magnitudes como las direc- 
F*® de l as cantidades implicadas, mientras que (1) relaciona sólo las mag- 

Mndes. 

U na carga puntual Q que se mueve con velocidad v es equivalente a un 
■nmento de corriente IL. Entonces, 

IL = Qv 


?ÍZ) también puede escribirse 

F = Q(\ x B) (N) ( 5 ) 

, S ' ademas dei campo magnético existe también un campo eléctrico E, se 
•oe que la fuerza total sobre la partícula está dada por 

F = ÔE + 6(v x B) (N) (6) 

*»de F es la fuerza de Lorentz, llamada así en honor a H.A. Lorentz. Esta 
■tonón, junto con la segunda ley de Newton (fuerza = masa x aceleración), es 
ftãnca para los cálculos dei movimiento de partículas cargadas. 
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La ecuación (5-3-4) proporciona la magnitud de B en un 
produdda por una u^aíambrTc^ductor de 

“ScSorm" comcfel de Afigura M3, se puede estabiecer con la ayuda dei 
producto vectorial: 

(7) 


B 


_íl fLü f 

4n J r 2 


dl 


donde B = densidad de flujo en P, T _ i 

I = corriente^è^el^nductor (vector senalando en la dirección positiva 

f = ÍLtorunitTr^seflalando dei elemento dl al punto P, adimensional 

r = distancia de dl aP, m , tnr _ 

dl = elemento infinitesimal de longitud dei conductor, m 

La integraciôn de (7) se realira sobre la longitud dei conductor en considera- 

CÍÒn 'si la comente está distribuída a través de un volumen, la densidad de flujo 
B está dada por 


B 


J x f 


-Éííft 


dv 


( 8 ) 


donde J es la densidad de corriente en un elemento de volumen dv a una distan¬ 
cia r. Las ecuaciones (3, (7) y (8) son relaciones básicas dei campo magne ic . 


5-10 MOMENTO DE TORSIÓN SOBRE UNA ESPIRA; 

momento magnético 


n esnira He corriente se coloca en forma paralela a un campo mag- 

SE? a«áan SE. la espira Q ue tratan de haceria girar. La fueraa tan- 



Figura 5-13 Relación para encontrar B en un punto P a 
causa de la corriente I en un conductor de una forma cual- 
quiera. 
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Figura 5-14 Una espira rectangular en cam¬ 
po uniforme B experimenta un momento 
torsor que tiende a alinear su normal n con 

B. 


«racial por la distancia radial a la que actúa se llama momento de torsión, o 
momento mecânico sobre la espira. El momento de torsión mecânico tiene las 
ímensiones de fuerza por distancia y se expresa en newtons-metro (N-m). 

Considérese la espira rectangular mostrada en la figura 5-14 con lados de 
kjogitud l y d, situada en un campo magnético de densidad de flujo uniforme B. 
** espira tiene una corriente constante I. De acuerdo con (5-9-3), la fuerza de 
«■alquier elemento de la espira es 


d¥ = (I x B) dl (N) 


(D 


S la normal n al plano de la espira está en un ângulo 9 con respecto a B, como 
se indica en la figura 5-14, la fuerza que trata de hacer girar (perpendicular al 
piano de la espira) sobre el lado 1 (o el 3) de la espira es 


F, = IBI ser 9 


( 2 ) 


Poesto que las fuerzas F en los lados 2 y 4 son a lo largo dei eje de rotación (y 
■c balancean una con otra), el par total sobre la espira es 



(3) 


PCro ld es igual al área A de la espira; de manera que 

T = IAB sen 0 (N m) 


(4) 


De acuerdo con (4), el momento de torsión es proporcional a la corriente en la 
espira, a su área y a la densidad de flujo dei campo en el que está situada la es¬ 
pira. 
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H rsss d“ rsv 

re"r s P “ êSado <* ^ * **- * —. 

por medio de la letra m. Entonces mfm = IA, y 


T = mB sen 0 


(5) 


Honíle fl es el ànguio entre la perpendicular al plano de la espira y la direcdón 
Z B Jviêe fltra 5-14). Si la aspira tiane N vualtas, ai momanto magna.,co m 

= momento magnético puede considerarse como un vector m = nm - d °" d ® 

1. dirSiún da n).i Enioncas, usando «1 producto cruz, (5) sa puada axprasar 
como 


T = nm x B = m x B 


( 6 ) 


El momento de torsión sobre una espira se compara con el momento de torsión 
en un dipolo magnético de la sección 6-2. 


5-11 EL SOLENOIDE 

Fn 1820 André Marie Ampère invento una bobina helicoidal, o solenoide, la 
»al aslt ftma “fiêaz da" producir un campo magnáiico. Calculasa ia dan- 

adad^de n«o daunabotnna d^a to P_ re delgado por al qua ÍW» 

corriente / Además, la bobina tiene una longitud / y un radio R ( g. )• 

Ta Cal-IdtrmuSlna^Z»—'« SLç Si 
?Sêêdamlê 1 CaiLvudCas suMantamanta pa,ua»o, o si al alambre as 

a un. sola vuata 

de una lamina conductora, como en la figura 5-16, con comente total 

KI) - Para encontrar la densidad de flujo B en el centro dei solenoide con^i- 
dérese una sección de la bobina de longitude, como en la figura 5-15c, como 
una bobina de una sola vuelta con corriente igual a 

(D 


NI j 

K dx = —j- dx 


, Aunque 1, «pi™ * »» S-U *na «n *«• racungato. M> , 0) - «>»«■ i«d=p»d«,- 

temente de la forma dei área de la espira. 
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Figura 5-15 ( a ) Bobina de solenoide, ( b) sección transversal, y (c) bobina con cintas. 


Conforme la ecuación (5-6-4), la densidad de flujo dB en el centro dei solenoide 
debida a esta espira de longitud dx a una distancia * dei centro es 


dB 


fiNIR 1 

2 KR 1 + x 2 ) 3 ' 2 dx 


( 2 ) 


La densidad total de flujo B en el centro de esta bobina es entonces igual a esta 
expresión integrada en toda la longitud de esta bobina. O sea, 

D _ A iNlR 2 r +,n dx 

21 J _ (/2 (R 2 + x 2 ) 3 ' 2 (3) 


B - 


/(/V/ 


v /4 R 2 + l 2 


(4) 


Realizando la integración se obtiene 


Figura 5-16 Lâmina de corriente equivaJexasc 
dei solenoide. 



Lâmina de corriente de 
la corriente total = Kí = Nl 
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Si la longitud dei solenoide es mucho mayor que su radio (I S> R), (4) se reduce a 

(5) 



donde B = densidad de flujo, T _ 

u = permeabilidad dei medio, Hm , 

N = número de vueltas en el solenoide, adimensional 
I = corriente a través dei solenoide, A 
l = longitud dei solenoide, m _ ^ 

K = densidad de corriente pelicular, A m 


Las ecuaciones (4) y (5) dan la densidad de flujo 
Al cambiar los limites de integración en (3) a 0 y /, 
flujo en un extremo de la bobina (sobre el eje) como 


en el centro dei solenoide, 
se obtiene la densidad de 


jiAf/ 

2 n r* + r- 


( 6 ) 


Para / > R esta expresión se reduce a 


ftNI , „ 


(7) 


aue es la mitad dei valor enel centro de la bobina dado por (5). 

Se puede demostrar (véase Prob. 5-1-12) que el momento de torsión sobre 
un solenoide en un campo magnético uniforme B es 


T = NIAB sen 9 


( 8 ) 


donde 0 es el ângulo entre el eje dei solenoide y B. El momento de torsión sobre 
un solenoide se compara con el momento de totsiôn sobre un d,polo magneueo 
de la sección 6-2. 


5-12 1NDUCTORES E INDUCTANCIA 


Un inductor.t es un dispositivo para 
magnético. Se puede considerar como 


almacenamiento de energia en un campo 
la similar magnética de un capacitor, que 


I Cl de resistência. 
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^■acena energia en un campo eléctrico. Como ejemplos, las espiras, las bo¬ 
tins y los solenoides son inductores. 

Las líneas magnéticas producidas por una corriente en una bobina sole- 
■■ída] forman espiras cerradas, como se sugiere en la figura 5-17. Cada línea que 
a través dei solenoide entero como en la figura, se acopla con la corriente 
W wces. Si todas las líneas abarcan todas las vueltas, el acoplamiento total de 
Ajo magnético A (lambda mayúscula) de la bobina es igual al flujo magnético 
■*al a través de la bobina por el número de espiras o vueltas, es decir 

Acoplamiento de flujo = A = N\j/ m (Wb vueltas) 

Por definición. Ia inductancia L es la razón dei acoplamiento total de flujo 
^P*ético a la corriente / a través dei inductor, o sea 


U) 


t ddmidón es satisfactoria para un medio que tenga una permeabilidad 
a»mo el aire. Sin embargo, como se explica en el capítulo 6, la per- 
"• l°s médios ferrosos no es constante y, en este caso, la inductancia 
BO la razón de cambio infinitesimal en el acoplamiento o enlace de 
io infinitesimal de la corriente que lo produce, es decir, 



L = 


dA 

~dí 


( 2 ) 


i tiene las unidades de flujo magnético (por espira) dividido entre 
. La nnidad de inductancia es el henry (H). Entonces, 


Henrys 


vvebers 


ampere 

i «fimensionales para la inductancia son ML 2 /I 2 T 2 . 
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5-13 INDUCTANCIA DE GEOMETRIAS SIMPLES 

La inductancia de muchos inductores se puede calcular con facilidad a partir de 
su geometria. Como ejemplos, en esta sección se deduciran expresiones para 
inductancia de un solenoide largo, un toroide, una linea coaxial y una linea 

bira En la sección 5-11 se demosttó nua I. densidad de flujo Ben el erttumode 
un solenoide largo es menor que en el centro. Esto se debe a la fuga de nujo 
cerca de los extremos dei solenoide. Sin embargo, la fuga esta confinada pnn- 
cipalmente a una distancia corta cerca de los extremos dei solenoide, de manera 
nue si el solenoide es muy largo, se puede tomar con buena aproximación a B 
como constante en todo el interior dei solenoide e igual a su valor en el centr 
(5-11-5). El acoplamiento total de flujo de un solenoide largo es entonces 


fiN 2 IA 

A = N*l/ m = NBA = —p- 


Así pues, la inductancia de un solenoide largo (véase Fig. 5-17) es 


A nN 2 A 

L = y = -r 


d) 


( 2 ) 


donde L = inductancia dei solenoide, H 

A = acoplamiento de flujo, Wb vueltas 
/ = corriente a través dei solenoide, A 
u = permeabilidad dei medio, H m _1 

N = número de vueltas o espiras en el solenoide, sin dimensiones 
A = área de la sección transversal dei solenoide, m 2 
/ = longitud dei solenoide, m 

Eiemplo. Calcúlese la inductancia de un solenoide de 2000 vueltas de- 
vanadas de maneta unifotme en una lon 8 itud de 50 mm de un tubo de 
papel cilíndrico de 40 mm de diâmetro. El medio es el aire (n - Ho)- 

SoLUCióN. Según (2) la inductancia dei solenoide es 


L = 


4tt x 10 -7 x 4_x 10^ x_rç xj x 10 = 126mH 


0.5 


Si un solenoide largo se dobla en forma de círculo y se cierra sobre si mis- 
mo, se obtiene una bobina toroidal o toroide. Cuando el torol £ e t ‘ e " e ; “ n ^ 
vanado uniforme de muchas vueltas, las líneas magnéticas de flujo estan casi 
por entero confinadas al interior dei devanado, siendo B esencialmente cero en 
el exterior. Si la razón R/r (véase Fig. 5-18) es grande, se puede calcular B como 
si el toroide se desdoblase para formar un solenoide. Entonces, el acoplamien 

de flujo es 
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A = Aty á= MBA = N — nr 2 
2 kR 

\xN 2 Inr 2 _ fiN 2 r 2 I 
2nR 2R 

La inductancia dei toroide es entonces 


A fiN 2 r 2 
J = 2 R 


(3) 


(4) 



donde L = inductancia dei toroide, H 

ti = permeabilidad (uniforme y constante) medio dentro de la bobina, 
Hm 1 

N = número de vueltas dei toroide, adimensional 
r = radio de la bobina (véase Fig. 5-18), m 
R = radio dei toroide, m 

Considérese en seguida una linea de transmisión coaxial formada por cilin¬ 
dros conductores de rádios ay b, como en la figura 5-19. La corriente en el con- 
ductor interno es L La corriente de retorno es el conductor externo es de la mis- 
ma magnitud. La densidad de flujo B en cualquier radio r es igual que a esa 
misma distancia o radio a partir de un conductor recto largo con la misma 
corriente, o 


B (en r) = - 


V 


(5) 
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Seoción 

longitudinal 


Conductor 

Sacciòn transversal 


Conductor 

externo 


Figura 5-19 Línea coaxial de trans- 
misión. 


«.if 

Jc 


Rir Jjí r±, d JÍ ,n‘ 
Bd 2n J. r 2« o 


En consecuencia. 


o la inductancia por 
por 


ia, la inductancia de un tramo d de línea coaxial es 


í, = — = ^ ln - (H) 

I 2n a 


(7) 


unidad de longitud (L/d) para la linea coaxial está dada 

( 8 ) 


- = ü- ln- (Hm’ 1 ) 
d 2n a 

donde „ - permeabilidad (uniforme , constante) dei medio dentro de la linea 
coaxial, H m 1 

i : ;fd!°o SSS S S3SS STC«n las mismas unidades „ue » 
Evaluando (8) para una línea llena de aire (n - nol se tiene 


i b b 

- = 0.2 ln A = 0.46 log- 
d a\ « 


(/iH m J ) 


(9) 


. .ssrísssesSSSS; 

js^íftóssssrííiasí 

de la integral de (5) desde a hasta D, o bien 
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Sección longitudinal 




/ 

Conductores^ 

\ 

1 

D 

1 



* - 

-d --H 


15-20 Línea bifilar de transmisión. 


Sección transversal 


-#+-2a 



1 (hacia adentro) 


A = 2d \ D B dr = ^r d S = ^ ln® 

J« 7 r r tt a 


( 10 ) 


|í§| consecuencia, la inductancia de una longitud d de la línea de dos conduc- 
ies 


í.= ^^ i„ 2 

I n a 


( 11 ) 


inductancia por unidad de longitud de la línea {L/d) está dada por 


§ = -ln- (Hm- 1 ) (12) 

a ti a 

£)ndç fi — permeabilidad (uniforme y constante) dei medio, H m“ 1 
D = espaciamiento entre centros de los conductores 
a = radio de los conductores (en las mismas unidades que D) 

fesupone que la corriente está confinada a un radio a . Este es efectivamente el 
caso cuando las paredes de los conductores son delgadas. 

Al evaluar (12) para un medio de aire {fi = // 0 ), se tiene 


L D D 

- = 0.4 ln - = 0.92 log - (/<H m" l ) 

a a a 


(13) 


5*14 LEY DE AMPERE Y H 

Efc acuerdo con (5-4-2), la de nsidad de fluio B a una distancia R a p artir de un 
^roductor recto largo (Fig. 5-21) está dada por 


(D 
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fi = permeabilidad dei medio, H m 
/ = corriente en ei alambre, A 


Si ahora se integra B alrededor de una trayectoria de radio R que encierre el 
alambre una vez, se tiene 

§ b " i, ‘Ér§‘ ii = ^r 2 ’ r - i ‘' (2) 


o bien 


jb-d] = ui 


(3) 


La relación (3) es válida no solamente para el ejemplo considerado sino 
tàmbién en todos los casos en que Ia integración sea sobre una trayectoria sim* 
ple. La ecuación (3) puede hacerse independiente dei medio introduciendo el 
vector H definido como sigüe: 



(4) 


De acuerdo con (4), H y B son vectores que tienen la misma dirección. Esto es 
cierto para todos los médios isotrópicos. 

La cantidad H se llama campo magnético H, vector H, o simplemente H. 

Tiene las dimensiones de 


Densidad de flujo corriente 

Permeabilidad longitud 

Los símbolos dimensionales para H son I/L . En unidades dei SI, H se expresa 
en 


Webers/metro 2 _ amperes 

Webers/ampere-metro metro 



Figura 5-21 Relación de la densidad de flujo B a la corriente I. 
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(a) 





1H 


Alarnbre^ 



( d) 


Figura 5*22 Integral de línea de H alrededor de 
trayectorias, cerradas es igual a la corriente en el 
alambre cuando las trayectorias encierran el 
alambre (a) y (&), pero es oero cuando las 
trayectorias no encierran el alambre (c) y {d). 


Sustituyendo (4) en (3) queda 




donde H = campo magnético, Am' 1 

í/ 1 = elemento infinitesimal de longitud de trayectoria, m 
/ = corriente encerrada, A 

Esta relación se conoce como la ley de Ampere . En síntesis, establece que la in¬ 
tegral de línea de H alrededor de una trayectoria cerrada sencilla, es igual a la 
corriente encerrada . 

En el caso de un solo alambre o conductor, la integración siempre produce 
la corriente / en el alambre independientemente de la trayectoria de integración, 
puesto que sólo ese alambre puede estar encerrado por la trayectoria de inte¬ 
gración. Como ilustraciones, la integración a lo largo de las dos trayectorias en 
(a) y (ó) de la figura 5-22 arroja /, mientras que la integración a lo largo de las 
trayectorias en (c) y (d) conduce a cero puesto que estas trayectorias no en- 
rierran al alambre. 

Ejemplo 1. La magnitud de H a un radio de 1 m de un conductor lineal es 

de 1 A m “Encuéntrese la corriente en el alambre. 

Solución. De acuerdo con (5), la corriente en el alambre está dada por 
/ = = H x 2nR = 2n A 
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Corriente saliendo 
de la página 


H = 


2i rR 


Figura 5-23 H dentro y fuera de 
un conductor por el que fluye una 
corriente (ejemplo 2). 


Ejemplo 2 . Un conducror dlindrico sólido 

SSTíSSSS la b v“En de P H '™mo funcidn de la dislanda radial 
desde el centro dei alambre. 

SoLUCióN. Véase la figura 5-23a. Afuera dei alambre (r > R) 

I 


H = 


2nr 


( 6 ) 


Dentro dei alambre, el valor de H a un radio r 

por la corriente dentro dei radio r. Entonces, dentro dei alambre (r _ ) 

(7) 


H = 


r_ 

2nr 


donde /■ = lir/R? es la corriente dentro dei radio , Por lo «mu. dentro 
dei alambre 


H = 


I 


( 8 ) 




En la superfície dei alambre r — R 
presenta una gráfica de la variación 


y (8) es igual a (6). En la figura 5-23 b se 
de H respecto a r. 


.15 LEY DE AMPERE APLICADA A UN MEDIO 
ONDUCTOR Y ECUACIÓN DE MAXWELL 

rtrr*"".-*-- 
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J 


A 


Tray 



x 


Figura 5-24 Trayectoria rectangular en un medio 
con densidad de corriente J. 


en el medio (amperes por metro cuadrado) en la dirección positiva dej*, como se 
muestra. De acuerdo con la ley de Ampere, la integral de línea de H alrededor 
de la trayectoria rectangular que encierra el área A (Fig. 5-24) es igual a la 
corriente encerrada. En este caso, la corriente I encerrada por la trayectoria está 
dada por la integral de la componente normal de J sobre la superfície A, o sea 



(D 


Esta expresión es una generalización de la ley de Ampere y constituye una de las 
ecuaciones de Maxwell en forma integral. 


5-16 POTENCIAL MAGNETOSTÁTICO U Y FMM F 

En ausência de fems, se tiene de (2-8-4) que la integral de linea dei campo eléc¬ 
trico estático E alrededor de una trayectoria cerrada es cero. Esto es. 



(D 


Los campos de este tipo son llamados laminares y se pueden deducir a partir de 
una función escalar de potencial relacionada. Entonces, E, en virtud de cargas 
estáticas (escrito E c para ser explicitos), se puede obtener como el gradiente 
negativo de un potencial eléctrico escalar V ' o 


E c = -SV 


(2) 
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Entre dos puntos cualesquiera a lo largo de una trayectoria en el campo, se tiene 

| 2 E c • d\ = V x - V 2 (3) 

Aunque el campo magnético estático no es laminar (puesto que las líneas de 
finjo magnético constituyen circuitos cerrados), puede ser tratado como un campo 
laminar si las trayectorias de integración estàn enteramente fuera de regiones de 
corriente y no encierran corriente alguna. Entonces, cuando no se encierra nin- 
guna corriente, 

ÍH-di = 0 (4) 


En esta condición, H puede obtenerse entonces a partir de una función escalar 
de potencial magnético (o potencial magnetostàtico) U en la misma forma que E 
se puede obtener a partir de V. Esto es, t 

H = -\U (5) 


Entre dos puntos cualesquiera de una trayectoria en el campo, se tiene 


r 


H dl = U, - U 2 


El potencial escalar U tiene las dimensiones de 


Corriente 

-x 

Distancia 


distancia = corriente 


( 6 ) 


En consecuencia, U se expresa en amperes. 

De acuerdo con una consideración anterior de campos eléctricos, se apren- 
dió en lá sección 4-10 que si existen fems en una trayectoria de integración, 


E • d\ =r 


(7) 


donde E = campo total, V m 1 

■f' = fem total alrededor de la trayectoria, V 

En un campo magnético se da una relación análoga, basada en la ley de 
Ampere, que cuando hay corriente encerrada por una trayectoria de integración 

(j)H • ífl = I = F (A) (8) 

t Puesto que V • D = 0 en regiones libres de cargas, se obtiene la ecuación de Laplace V 2 K = 0. 
En un campo magnético se tiene siempre V ■ B = 0; de manera que si no hay corriente encerrada, se 
da la ecuación de Laplace dei potencial magnetostàtico como V 2 U = 0. 
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5-1 Comparación de relaciones de campos eléctricos y magnéticos 


idbDOn 


Campos electrostáticos 


Campos magnetostáticos 


Jtapect ona cerrada 


f 


E c ■ d\ — 0 (sin fems) 


f 


H * d\ = 0; sin corriente 


Baficntede E c = -W (V m l ) (sin fems) H —\U(Am *); enregión 

p^mdal escalar libre de corriente 



i 

La trayectoria evita todas las 


’2 


= U,-U 2 (A); 


- * corrientes 

Hapectoria cerrada I E • d\ = *' (V) (fems encerradas) H ■ d\ = 1 = F (A); 


la trayectoria encierra la 
corriente (Fig. 5-2 <t) 


H ■ d\ = NI — F (A vueltas); 


la trayectoria encierra a la 
corriente TV veces. (Fig. 5-26). 


Aonde la cantidad F t llamada fuerza magnetomotriz (fmm), es igual a la co- 
Wfknte encerrada. Si la trayectoria de integración en (8) encierra un número de 
Mpiras o vueltas de alambre, cada una con una corriente / en la misma direc- 


fiAn. (8) se escribe 



(A vueltas) 


(9) 


ia 


Ande N = número de vueltas de alambre encerradas, sin dimensiones 
/ = corriente en cada vuelta, A 

B producto NI se expresa en amperes-vueltas, y la fmm en este caso tiene las 
■imas unidades. 

Las relaciones anteriores para campos eléctrico y magnético se resumen en 
IhtaUa 5-1. 

Cuando la integración se restringe a régiones libres de corrientes y a trayec- 
Bias que no sean cerradas, el potencial U y la fmm F son las mismas. El re- 
Bòrto de que la trayectoria no enlace o concatene ninguna corriente se puede 
misfacer introduciendo una barrera hipotética en el campo magnético, a través 
ifc la cual no se permite pasar la trayectoria. Por ejemplo, imagínese que un 
maductor largo perpendicular a la página, como en la figura 5-27 lleve una 
IBnente /. Constrúyase una superfície barrera que se extienda desde el alambre 
ma distancia infinita hacia la izquierda, como se sugiere en la figura. Ahora la 
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Alambre 

\ 


/ 



Travectoria de 
integración 


Figura 5.25 La trayectoria de integración no encierra corriente 
(véase tabla 5-1). 


integral de H de loa puntoa 1 a. 2 da la corriente /. pneato que 2,1 estân ae- 
parados por una distancia infinitesimal. Entonces 


í 


H ■ í/1 = U l - U 2 = 1 (A) 


( 10 ) 


El requiaito de (4) ae atiate 

alrededor de la trayectoria cerada 1231, que evita 


to es 


H * í/l =0 


1231 


(ll) 


Tanto V como F son funciones*"j£3K2 £*»?£££ 
de la trayectoria de integración, esto , ri de integración nunca en- 

valor. Esto se deduce dei hecho de libr es de corriente. Si 

Síf "Sp te puesto que su magnitud depende dei 



ra 5-26 (fl) Trayectoria de integración que encierra la co¬ 
ité I (b) Sección transversal a través de una espiral de cinco 
„ muestra la trayectoria que encierra las cinco vueltas 

se tabla 5-1). 
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araero de veces que la trayectoria rodea al alambre. En consecuencia, F no es, 
a general, independiente de la trayectoria de integración. 

En la figura 5-27 la superfície barrera representa un plano equipotencial 
ngnético. Si el punto 1 se toma arbitrariamente como de potencial cero, en¬ 
tees el potencial dei punto 2 en el otro lado de la barrera es I. En consecuen- 
dta. se pueden construir dos superfícies como en la figura 5-28, una con U = 0 y 
liotra U = I. En la figura 5-28 se dibujan también otras superfícies equipoten- 
ai>c para U = 1/4, U = 7/2 y U = 37/4. Las superfícies equipotenciales son 
m cualquier punto perpendiculares a H, y se extienden desde la superfície dei 
Ambre hasta el infinito. No se extienden hacia el interior dei alambre. 



i 5-28 Alambre por el que fluye corriente mostrando equipotenciátes magnéticos (radiales) y 
de campo (círculos). 
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5-n CELDAS DE CAMPO Y PERMEABIEIDAD 

• a* Hní cintas conductoras planas paralelas 
Considérese una línea de anch0 „ y „„a separaciòn /. Cada 

como cn la figura 5-29 a. cl " Jc transmisió „ se muestra en secciòn transa 

cinta lleva una comente I. La cintas es uniforme, excepto cerca 

versai en la figura 5-29*. M OMjg“ SLjan en la regiôn de 
de los lados abiertos. Si las ^“ ient0 a la separaciòn I de la línea, se 

campo uniforme con un de transmi sión de celdas de campo (o 

considera ésta como compuesta P° r/ paralelo. Cada celda de línea de 

cuadrada, como se muestra en ,a ft- 

^ Uta La^corriente e„ cada cinta de dnaceldadeUneae^f - W*• *£' 

dad ° por A ’ Bld ■ u inducuncia 

de esta longitud de línea es entonces 


A Bld , 

I -= — = ud 

L ° ~ r Hi 


U) 
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o la inductancia por unidad de longitud es 



( 2 ) 


Para el caso dei aire = }i 0 = 4007T nH m \ de manera que una línea de trans- 


misión de celdas de campo con aire como medio tiene una inductancia por uni¬ 
dad de longitud de 400 tt nH m"o 1.26 fiü m " l . 

En consecuencia la permeabilidad /i de un medio puede interpretarse como 
la inductancia por unidad de longitud de una celda de linea de transmisión llena 
con este medio. 

Ejemplo. Usando el concepto de celda de campo, calcúlese la inductancia y 
también la capacitancia por longitud unitaria de la linea de transmisión 
coaxial mostrada en sección transversal de la figura 5-30. La línea está llena 
de aire. 

Solución. La inductancia por unidad de longitud de la línea coaxial està 
dada por 



(3) 


donde LJd = inductancia por unidad de longitud de la celda de línea 


de transmisión 

n = número de celdas de linea en paralelo 
= permeabilidad dei aire = 1.26 /iH m" 



Figura 5-30 Línea coaxial de transmisión di¬ 
vidida en 9.15 líneas de celda de campo en 
paralelo. 


campo 
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Al dividir d espacio entre los conductores coaxiales en cuadrados curvi- 
uíeos, se obdene 9.15 celdas en paralelo. Entonces 


L 1.26 
d ~ 9.15 


= 0.138 fiü m 


- 1 


Como verificacidn, se nora ,ue el 
doble que el dei interno, de maneia que usando (5-13-9) se obtien 

- = 0.46 log 2 = 0.138 fx H m~ 1 

d 

'^n"dad SKSS >a «- •— - " «*» 

5-30 está dada por 


- = n^f = nt 0 
d d 


(F m *) 


(4) 


donde * ““ 

pacitor de celda de campo; vease sección 3-19) 

„ = número de celdas de línea en paralelo 
fo = permitividad dei aire = 8.85 pF m 


Entonces, 


— = 9 15 x 8.85 = 81 pF m' 1 

d 


Usando la relación de (3-15-3), 

C _ 24.2 
d ~ log 2 

que es el mismo resultado obtenido por el llamado método de celdas. 


= 81 pF m 1 


5-18 EL ROTACIONAL 


rsss 

de relacionar cantidades en un pu extens ió n de la ley de Ampere de 

puntual y puede considerarse como una extensiõn 

manera que se aplique en un punto. 
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Considérese un incremento de área plana AS en un medio conductor con 
■i corriente A/ que fluye a través dei área y es perpendicular a ella, como en 
h figura 5-3 la. Integrando H alrededor de la periferia dei área AS, según la ley 
ét Ampere se tiene que 


H • dl = / 


(D 


Al dividir entre el área AS encerrada por la trayectoria, se tiene 

§ IWI = AI 
AS AS 

j tomando el limite de esta ecuación cuando AS tiende a cero, el miembro dei 
Mn izquierdo se denomina rotacional de H o simplemente rot H, mientras que 
d miembro de la derecha es igual a la densidad de corriente J en el punto 
alrededor dei cual el área AS tiende a cero. Entonces, 



„ 1 H • í/1 

hm 1 ——— = 


„ AI 

(3) 


rot H ! y 

hm — = J 


as-o AS 

as-o AS 

obien 


rot H = J 


(4) 


Nótese que el rotacional de H es un vector normal a AS y en la dirección de J. 
S AS no es normal a J (como se supone arriba), se obtiene sólo la componente 
dei rotacional de H (y J) que es perpendicular a AS. 

Remitiéndose a la figura 5-3 lò, calcúlese en coordenadas rectangulares el 
valor de una componente de H en la dirección jc, al tomar la integral de H 
alrededor de la periferia dei área Ay Az en cuatro pasos de incrementos. Sea H 
a lo largo dei lado 1 igual a ff, y a lo largo dei lado 4 igual a H z . Si el campo no 



figura 5-31 (a) Densidad de corriente como el limite de la razón de A/ a &s. (6) Construcción para 
encontrar la componente Jt dei rotacional de H. 
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es uniforme, los valores de H a lo largo de los lados 2,3 estân dados (en una 
primera aproximación) por 


ÔH Z . 

H. + ^hy 

ôy 


ÔH.. . 

h >' + ^7 Az 


(5) 


Entonces, de acuerdo con la ley de Ampere, se tiene que 


õH, 


H • í/l = H y Ay + H. Az + A)- Az - H y A y 


_ OOi Az Ay - H, Az = J x A)’ Az = A/ 
õz 


(6) 


Al dividir entre el área Ay Az. se obtiene la componente dei rotacional de H en 
la dirección x como 


I H • í/1 ôH z ôHy _ j 


(7) 


presión completa para el rotacional de H como 


f ÕH. ÔH ;1 ^ SSH, _ d JL\ + t\ e JL - 

rot H = - - d j\ + y |_ e z Sx J L 0X dy J 


o bien 


= ZJ X + 9Jy + U: = J 

rot H = J 


( 8 ) 

Í9) 


Entonces, el rotacional H tiene un valor en dondequiera que se presente 
una corriente. De acuerdo con el capitulo 3, se recuerda que 


div D = p 


(9a) 


ai dividir D tiene un valor siempre y cuando haya una carga P resen e - E 
tacional de H se expresa de manera conveniente en notación vectonal como d 
producto cruz dei operador nabla (V) y H, que es 


* .3 | A 3 


V = * — + y — + í 

dx Sy c. 

x 


(10) 


U - ir H _L vH 4- Í.H. 
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( 11 ) 


( 12 ) 



0 M 


Figura 5-32 
ejemplo 1. 


Canal de agua para d 
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V x H también se puede expresar 
como 


convenientemente en forma de determinante 


\ x H = 


* s * 

ô õ_ 

õx ôy dz 

H x H y H z 


(13) 


Ejemplo 1. Un canal reciangular Ueva còindtondo^a dirección 

5-32a se muestra una secc.ón en corte del canal co ncm dç ^ 

3sr ‘/-WrSSsr." u —- 

uniforme en rodas partes e igual a una constante, 

v = HK (l4) 

donde & = vector unitário en la dirección positiva de *, adimensional 
K = una constante, m s 

En la figura 5-32*, se muestra 

J5S2S? Sr» U - r V también por ta 

^ un mtaim0 
en el centnbsiendo la variacidn euan.ita.iva dada por medto de 


ny 

v = xK sen 


(15) 


donde K = constante, m s 1 

b - ancho dei canal, m 

como una funciõn de y en la figura 5-32 J. 


SoLuctôN. (o) La ecuaciôn 14 se puede volver a expresar como 


V = Xl\ 


(16) 


d0 „de o^r^em“tnerS: 

secuencia, v x = K- El rotacl °" Puesto qU e r x es una 

minos aue contienen a r x . a saber cijc~ y x, ) 
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So porte 



Figura 5-33 Rueda de paletas para medir el rotacional. 


constante, ambos términos son cero y en cqnsecuencia V x v = 0 en todas 
partes a través dei canal (véase Fig. 5-32 d). 

{b) Según (15) 


i-, 713 ' 

l\ = K sen — 
b 


(17) 


Puesto que v x no es una función de z, la derivada dvjõz = 0. Sin embargo, 
r x es función de y de manera que 

dv x Kn 7i v 

— = cos-;t I ( 18 ) 

cy b b 

y se tiene para el rotacional de v 



(19) 


donde z es el vector unitário en la dirección positiva de z ; esto es, hacia la 
izquierda dei centro dei canal, el rotacional de v está en la dirección ne¬ 
gativa de z (hacia abajo en la figura 5-32 a), mientras que hacia la derecha 
dei centro es en la dirección positiva de z. La variación dei rotacional de v a 
través dei canal se presenta gráficamente en la figura 5-32g. 

Una interpretación física dei rotacional de v en el ejemplo de arriba se 
piede obtener con la ayuda dei medidor de rotacional, o rueda de paletas, que 
cs el dispositivo! de la figura 5-33. Si este dispositivo se introduce con su eje en 
forma vertical, dentro dei canal con la supuesta variación senoidal de la ve- 
locidad dei agua [parte (ó) dei ejemplo 1] girará en el sentido de movimiento de 
bs manecillas dei reloj cuando esté a la izquierda dei centro dei canal (posición 
I en la figura 5-32e), y en sentido contrario al movimiento de las manecillas dei 

f H.H. Skilling, “Fundamentais of Electric Waves,” 2d. ed. p. 24, John Wiley & Sons, Inc., 
?%rva York, 1948. 
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reloi cuando esté a la derecha dei centro dei canal (posición 2 en la figura 
5 32é) correspondiendo a los valores negativo y positivo dei rotauon . 
S3 (posición 3 en la figura 5.32a), ei medidor de robtcmn. . g.a 
Duesto que las fuerzas en las paletas están equilibradas. Esto corresponde a q 

qufaSTflujo de manera apreciable, y para indicar de manera bastante 

ní:r:":lL ej. vertical s. introduce en ei agua con 
velocM uniforme, se supone en la parte «,) dei ejemplo 1 que no gtrara (d 
rotacional de v es igual a cero). 

iriaamnin 2 Considérese un conductor de radio R por el que fluye çorrien^ 
SmT!” m Jíttà en S«d6» transversal en la figura 5-34q. La comente erià 
uniformemente distribuída de manera que la densidad de comente 
constante. Al tomar el eje dei alambre en la dirección de z, 

l zr --2V (20) 


j = áJ = í 


kR 2 


(Am" 2 ) 


donde / es la corriente total dei conductor en amperes Encuéntrese d 
rotacional de H tanto en el interior como en el exterior dei a am 



(a) 


(b) 


(c) 


Figura 5-34 Alambre conductor (Ejn 
pio 2). 
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SoLucióN. La variación de H en función dei radio se resolvió para este caso 
r*o el ejemplo 2 de la sección 5-14. La variación encontrada para H se 
nuestra en la gráfica de la figura 5-34ft. Puesto que H es enteramente en la 
dirección 0, se tiene 




H 

= ê H e 

(21) 



/ 

2nr 

conductor externo 


donde 

H e =- 





J 

2nR 2 r 

conductor interno 



Usando la expresión para el rotacional en coordenadas cilíndricas (véase el 
interior de la cubierta posterior), tenemos 

V x H = 0 conductor externo (22) 

V x H = t —y = J conductor interno (23) 

7T/v v 7 

En consecuencia, el rotacional de H tiene un valor sólo donde haya co¬ 
rriente, siendo una constante en el conductor y cero en el exterior al mismo. 
(Véase Fig. 5-34c.) 


S49 PRIMERA ECUÀCIÓN DE ROTACIONAL 
K MAXWELL 

Li rdación obtenida de Ia ley de Ampere en la sección 5-18 donde 

V x H = J (l)t 

mmm de las ecuaciones de Maxwell. (La ecuación (1) es una expresión diferen- 
ÕE y relaciona el campo H a la densidad de corriente J en un punto . La ex- 
^^iôn correspondiente en forma integral, como se da en (5-15-1), relaciona H 
■rsdedor de una trayectoria cerrada finita con la corriente total que pasa a 
dei área encerrada. Ambas son ecuaciones de Maxwell deducidas a partir 
la ley de Ampere. 


fia ccuación (1) es una forma especial de la relación más general dada en (8-12-4). La ecuación 
sfejBieral tiene un término adicional relativo a la densidad de corriente de desplazamiento. Sin 
una corriente de desplazamiento se presenta sólo en los campos qqe cambian con el tiem- 
P modo que para campos estacionários como se consideran aqui (8-2-14) se reduce a (I). 
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* oHn tres de las cuatro ecuaciones de Maxwell 
Hasta ahora, se hanencontrado * J v = 0 , y 0). La cuarta re- 

que se aplican a un piinto. Ella J ro tacional, de manera que (1) puede 

de rotacional dc Maxweii, C^> — 

la segunda. 


5-20 RESUMEN DE OPERACIONES QUE CONTIENEN V 

Se han explicado puede 

son: gradiente, divergência, la P lac *“ ^ (V y = v . V /), esta operación es 

descomponerse en la ^ por separado. Estos 

de tal importância que es diferenciales en coordenadas rectangu- 

operadores, con sus correspondien es d ^ “ función escalar y F una fun- 

lares, se detallan a contmuacion, / represe 
ción vectorial. 

, ô a/ d) 

Gradiente: S ™ d f = V/ " * dx * dy dz 

El gradiente opera sobre una funciôn escalar para dar una funciôn vectorial. 

„ + ^ + ^ (2) 
Divergência: div F ôx dy àz 

^ divergência opera sobre nna fnncidn vectoriai para dar una fnncidn escaiar. 

+ (3) 

Laplaciano: div (grad /) = V-(V/)- / dx z õy i dz 2 

El laplaciano opera sobre una fnncidn escalar para dar otr, fnncidn escalar., 

Rotacional: curl F = V F dz / \ ' 

. J*J± _ d l*\ (4) 

+ \õx Ôy) 

Ei rotacional sobre una fnncidn vectorial para dar otra fnncidn vectorM. 


V 2 F = sv* F s + + ív2F = 

s,^.enn,^-,,s,™n.c=„^rsp«sibb„»i..«P«-nd„pl.. 
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5-21 COMPARACIÓN ENTRE LA DIVERGÊNCIA 
Y EL ROTACIONAL 

Mientras que la divergência opera sobre una función vectorial para dar una fun- 
ción escalar, el rotacional opera sobre una función vectorial para dar una 
función vectorial. Existe otra diferencia importante. Refiriéndose a la relación 
diferencial para la divergência dada en (5-20-2), se observa que la derivación 
con respecto a x es sobre la componente x dei campo, la derivación con respecto 
a y es sobre la componente y, etc. En consecuencia, para tener divergência el 
campo debe variar en magnitud a lo largo de una línea que tenga la misma 
dirección que dicho campo.t 

Refiriéndose a la relación para el rotacional en (5-20-4) se nota, por otro 
lado, que la derivación respecto a x es sobre las componentes y y z dei campo, la 
derivación con respecto a y es sobre las componentes x y z, etc. Por lo tanto, 
para que haya rotacional el campo debe variar en magnitud a lo largo de una 
línea normal a la dirección dei campo.í 

Esta comparación se ilustra en la figura 5-35. El campo en ( a ) está en todas 
partes dirigido en la misma dirección que y. No hay variaciones en las direc- 
ciones xo z, pero varia en magnitud como una función de y . Por consiguiente, 
este campo tiene divergência pero no rotacional. El campo en (6) es en todas 
partes también en la dirección de y. No tiene variación en las direcciones x y y 
pero varia la magnitud en función de z. Por lo tanto, este campo tiene rota¬ 
cional pero no tiene divergência. 

Se analizará ahora el significado de la operación que incluyá V dos veces. 
Considérese primero la divergência dei rotacional de una función vectorial; esto 
cs. 


V • (V x F) (1) 

donde F es una función vectorial dada en coordenadas rectangulares por 

F = kF x + y F y + z F z 

Si se toma primero el rotacional de F, se obtiene otro vector. Tomando en 
seguida la divergência de este vector, el resultado es idêntico a cero. Entonces 

V ■ (V x F) = 0 (2) 


' Es una condición necesaría pero no suficiente que un campo vectorial tenga divergência. Por 
Õonplo, el campo D debido a una carga puntual es radial y varia con I l r pero no tiene divergência, 
ocepto' en la carga. No obstante, si el campo está en todas partes dirigido en el mismo sentido que 
jt como en la figura 5-35a, y varia sólo como función de y t entonces el campo tiene divergência. 

+ Es una condición necesaría pero no suficiente que un campo vectorial tenga rotacional. Por 
QRnplo, el campo H en el exterior de un alambre largo varia en magnitud con l/r y tiene una direc¬ 
ción perpendicular al radio vector; en este caso H no tiene rotacional en esta región. Sin embargo, si 
d campo es en todas partes dirigido en la dirección de y, como en la figura 5*3 5b, y varia sólo como 
hnción de z, entonces este campo tiene rotacional. 
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z 


©"-— 

x (fu era) 



Campo vectorial con divergência Campo vectorial con rotacional 

(a) (6) 

Figura 5-35 Ejemplos de campos con divergência y con. rotacional. 


En síntesis (2) establece que la divergência dei rotacional de unafunción vec¬ 
torial es cero. A manera de corolário se dice que si la divergência de una fun- 
ción vectorial es cero, entonces debe ser el rotacional de alguna otra función 
vectorial. 

Por ejemplo, la divergência de B es siempre cero en cualquier parte, esto es 

V • B = 0 (3) 


Por lo tanto, B puede expresarse como el rotacional de alguna otra función vec¬ 
torial. Se designará a esta otra función por medio de A. Entonces 


B = V x A 


(4) 


La función A en (4) es llamada el potencial vectorial o vector potencial y se ex¬ 
plica con más detalle en la siguiente sección. 

Considérese otra operación que contiene V dos veces, es decir, el rotacional 

dei gradiente de una función escalar/. Esto es, 

V x (YO (51 


Al tomar primero el gradiente de / y luego el rotacional de la función vectorial 
resultante, se encuentra que el resultado es idêntico a cero. Entonces, 

V x (YO = 0 (6) 

En conclusión, la ecuación (6) establece que el rotacional dei gradiente de una 
función escalar es cero. Como corolário, cualquier función vectorial que sea d 
gradiente de una función escalar no tiene rotacional. 
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Por ejemplo, se recuerda que según (2-13-2) el campo eléctrico estático 
acbido a cargas E c , es derivable como el gradiente de un potencial escalar V. 
Enionces 


E c = -\V 


(7) 


Se deduce, por lo tanto, que el rotacional de E c cero, o 


V x E c = 0 


( 8 ) 


Si un campo vectorial no tiene rotacional, se dice que el campo es laminar; 
«donces, el campo eléctrico E f es laminar; los tubos de flujo de tales campos 
In discontinuos. Se originan en cargas positivas (como fuentes) y terminan en 
cargas negativas (como sumideros). Por otro lado, si un campo vectorial no 
âene divergência, como el caso de B, se dice que el campo es solenoidal. Sus 
sabos de flujo son contínuos, sin tener fuentes ni sumideros. 

Para finalizar, es importante observar que de V • D = p la divergência de D 
mcuentra las fuentes (p) dei campo eléctrico y de V x H = J el rotacional de H 
aacuentra las fuentes (J) dei campo magnético. 


5-22 POTENCIAL VECTORIAL 

He acuerdo con (5-9-8), la densidad de flujo magnético B en un punto P pro- 
: ido por una distribución de corriente, como en la figura 5-36, está dada por 



(D 




j —■ Conductor po r et 
; que fluye una corriente 


Elemento de volumen dv 
en el interior dei conductor 


/ 


Figura 5-36 Construcción para^encontrar la densidad 
de flujo B en P. B es hacia adentro de la página en P . 
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donde B = densidad de flujo, T Hm -i 

u = permeabilidad dei medio (uniforme), Hm ^ _ 2 

J = densidad de corriente en un elemento volumétrico, A m 
f = vector unitário en la dirección dei radio vector r, sin dimensiones 
r = radio vector dei elemento volumétrico al punto P, m 
dv = elemento volumétrico, m 3 

Al realizar la integración en todo el volumen ocupado por el conductor por- 
^or de co*«te‘ se obtlene la densidad d, flujo total B en P debtda a la 

COrr En la sección 5-21 se observa que puesto que la divergência de B es siempre 
cero debc aer t^sible espresar a B conto el relacional de algun otto vector. En 
consecuencia, según (5-21-4) se escribe 


B = V x A 


( 2 ) 


(4) 


donde A es llamado pounciat vectorial o vector potencial I puesto que es una 
función potencial que también es un vector. t Si se hace tambien 

V • A = 0 W 

A está completamente definido. Tomando el rotacional de (2) queda 

VxVxA = VxB = (iJ 

Por medio de la identidad vectorial para el rotacional dei rotacional de un vec¬ 
tor (véase Apêndice A, Sec. A-9) (4) viene a ser 

V(V • A) - V 2 A = fiJ W 

Introduciendo la condición de (3), la expresión anterior se reduce a 

V 2 A = -/iJ 

o en términos de tres componentes rectangulares A y J 

xV 2 /4 x + ^V 2 A y + iS 2 A z = c + S J y + M z ) 

La ecuación (7) es la suma vectorial de tres ecuaciones escalares. Por consi- 
guiente 


( 6 ) 


(7) 


\ 2 A X = -nJ x 
S 2 A y = -lü y 
S 2 A . = -\ü z 


( 8 ) 


t La función potencial V de la cual puede obtenerse el campo eléctrico F. (por medio de la re- 
lación f. = -Vt) es una cantidad escalar, y en consecuencia V es un potencial escalar. 
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Cada una de estas relaciones tiene la misma forma que la ecuación de Poisson. 
Por lo tanto, las soluciones de las tres ecuaciones de (8) son 



Al tomar la suma vectorial de los componentes para A en (9) se tiene 



De acuerdo con (10), el potencial vectorial A en un punto debido a una dis- 
tribución de corriente es igual a la relación 3/r integrada en el volumen ocupado 
por la distribución de corriente, donde J es la densidad de corriente en cada 
elemento de volumen tipo dv y r es la distancia de cada elemento de volumen al 
punto P, donde se está evaluando A (véase figura 5-36). Si se conoce la dis¬ 
tribución de corriente, se puede encontrar A. Al conocer A en un punto, la den¬ 
sidad de flujo B en ese punto se obtiene entonces tomando el rotacional de A 
como en (2). 

Según (2) se observa que A tiene las dimensiones de 

Densidad de flujo magnético x distancia _ magnético = ^ uerza 

distancia corriente 

En consecuencia, el potencial vectorial A se puede expresar en webers por metro 
o newtons por ampere. Los símbolos dimensionales para A son ML/IT 2 . 

Mientras que e! potencial eléctrico escalar V (Sec. 2-7) y el potencial mag¬ 
nético escalar U (Sec. 5-16) tienen significado físico simple, el potencial vec¬ 
torial A no lo tiene. Su valor aqui radica en su utilidad como paso matemático 
intermédio para calcular el campo magnético B. 

Ejemplo. Considérese un alambre de cobre corto de longitud / y un área de 
sección transversal a situado en aire, coincidente con el eje z en el origen, 
como se muestra en la figura 5-37. La densidad de corriente J es en la 
dirección positiva de z■ Supóngase la situación hipotética de que J es 
uniforme a través dei alambre y constante con respecto al tiempo. Encuén- 
trese la densidad de flujo magnético B en todas partes á'una gran distancia 
dei alambre, usando el potencial vectorial para obtener la solución. 
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Soluciõn. El potencial vectorial A en cualquier punto P producido por el 
alambre está dado por (10), donde la razón J/r se integra a traves del 
volumen ocupado por el alambre. Puesto que se desea encontrar B sólo a 
una gran distancia r dei alambre, es suficiente encontrar A a una gran dis¬ 
tancia. Específicamente, la distancia r debe ser grande comparada con la 
longitud dei alambre (r > /). Entonces, en cualquier punto P, la distancia r 
a diferentes partes dei alambre se puede considerar constante y (10) puede 
escribirse como 


Ahora, J es en todas partes en la dirección de « y también es uniforme. En- 
tonces, J = tJ z , y 

Ui j ^=* í-1 íí j - d ' = * <12) 

a 

donde / = J z a es la corriente en el alambre. Completando la integración en 
(12) y sustituyendo este resultado en (11), se obtiene 

A.íÇ-ÍUm, (13) 



Hl „„ 5.3, Construcción par. encontrar d potencial «ectorial A y I. denr.dad de flujo B prodn- 
eidos en un alambre corto por el que circula una corriente. 
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donde A = potencial vectorial a una distancia r dei alambre, Wb m " 1 
t = vector unitário en la dirección positiva de z, adimensional 
Ho = permeabilidad dei aire = 4007c nH m" 1 
/ = corriente en el alambre, A 
/ = longítud dei alambre, m 
r = distancia desde el alambre, m 


La ecuación (13) da el potencial vectorial A a una distancia grande dei 
alambre. Este potencial es en todas partes en la dirección positiva de z, 
como se indica por el vector unitário i y es inversamente proporcional a la 
distancia r dei alambre. No es una función dei ângulo (<f> o 9 en la figura 5- 
37). 

Al encontrar el potencial vectorial A se obtiene la densidad de flujo B> 
tomando el rotacional de A. En componentes rectangulares el rotacional de 
A está dado por 


V x 






(14) 


Puesto que A sólo tiene la componente en z, (14) se reduce a 


V 


x A = 




(15) 


Ahora r = ^/x 2 + y 2 + z 2 . Por lo tanto 

(16) 
(17) 

AI introducir estas relaciones en (15) notando la geometria en Ia figura 
5-37, se tiene 


ÔA Z _f lo Il d 


êx 4n õx 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 


2 \ — 1/2 _ 


th u y 

4 n r 3 

Voll x 
4n r 3 



V x A = ^(-íí^ + f-)-Â* loIl ^ r * r+y2 

4nr 2 \ r 3 r) w 4nr 2 r 

(18) 

O 

B -V * A=í tio" sen 0 

4ftr 2 

(19) 


(kmde B = densidad de flujo magnético a una distancia r y ângulo d, T 

é = vector unitário en Ia dirección de 4> (véase Fig. 5-37), adimen¬ 
sional 

6 - ângulo entre el eje dei alambre y el radio vector r, adimensional 
H 0 = permeabilidad dei aire = 4007t nH irT 1 
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/ = comente en el alambre, A 
l = longitud dei alambre, m 

r = distancia desde el alambre al punto en donde se evalúa B, m 

De acuerdo con (19), la densidad de flujo B producida por el alambre es en 
todas partes en la dirección de</> .Esto significa que las ltneas de flujo magnético 
forman círculos cerrados concêntricos respecto al eje z. Los planos de los círcu¬ 
los son paralelos al plano xy. Una de estas líneas de Rujo magnético a una 
distancia r dei origen se indica en la figura 5-37. De acuerdo con (19), B es tam- 
bién proporcional a sen 9 e inversamente proporcional a r . 

Aunque el resultado de (19) pudo ser escrito casi directamente a partir de 
(1) sin usar el potencial vectoriai de manera explícita el ejemplo de arriba sirve 
para ilustrar la manera en que el poteçcial vectoriai se puede aplicar. El empleo 
dei potencial vectoriai en el ejemplo de arriba es análogo al uso de un martillo 
de vapor de 10 toneladas para cascar una nuez. Sin embargo, en algunos 
problemas de naturaleza más difícil, el potencial vectoriai es indispensable. 


5-23 PARTÍCULAS CARGADAS EN CAMPOS ELÉCTRICOS 
Y MAGNÉTICOS 


Campo eléctrico 

Colóquese una partícula de carga et en un punto eléctrico uniforme E. Puesto 
que E es la fuerza por unidad de carga (newtons por coulomb), la fuerza t 

sobre la partícula es 



(D 


La fuerza es en la misma dirección que el campo si la carga es positiva y opuesta 
al campo si la carga es negativa. Si la partícula está en reposo y se aphca el cam¬ 
po la partícula se acelera uniformemente en la dirección dei campo. De acuerdo 
con la segunda ley de Newton, la fuerza sobre una partícula se relaciona con su 
masa y su aceleración por medio de 



( 2 ) 


donde F = fuerza, N 
m = masa, kg 
a = aceleración, m s 


+ El símbolo e se usa aqui para designar La carga de una partícula (en lugar de q) puesto que em 
emplea normalmente para la carga de una partícula, comúnmente un electrón. 
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fte lo tanto, la aceleración de la partícula es 


(3) 


m 


la vdocidad v de la partícula después de un tiempo t es entonces 


v = aí = — Eí 
m 


(4) 


aonde v = velocidad de la partícula, ms -1 
e = carga de la partícula, C 
m = masa de la partícula, kg 
E = intensidad dei campo eléctrico, V m" 1 o N C~ 1 
t = tiempo, s 

El campo imparte energia a la partícula cargada. Si (4) se reformula como 


ma = eE 


(5) 


ãene las dimensiones de fuerza. Al integrar esta fuerza en la distancia recorrida 
* obtiene la energia W adquirida. Entonces 



W = m 


a • d\ = —e 


( 6 ) 


La integral de línea de E entre dos puntos, 1 y 2, puede reconocerse como la 
Oferenda de potencial V entre los puntos. Cuando a = ds/dt y d\ = \dt se sus- 
zauycn, (6) se convierte en 


W = m v ■ dv = eV 


(7) 


o bien 


W = jm(v 2 — v\) = eV 


( 8 ) 


0DDde W = energia adquirida, J 

v 2 = velocidad en el punto 2, o velocidad final, ms -1 
= velocidad en el punto 1, o velocidad inicial, ms -1 
e = carga en la partícula, C 

} V = diferencia de potencial entre los puntos 1 y 2, Vo J C“ 1 

Si la partícula parte dei reposo, la velocidad inicial es cero; así 


W = eV = jtnv 2 


(9) 
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donde v es la velocidad final. La ecuación (9) tiene las mismas dimensiones que 
la energia. La relación dimensional en unidades dei SI es 


Joules = coulombs x volts = kilogramos 


metros - * 

segundos 2 


Entonces, la energia adquirida por una partícula de carga e que parte dei reposo 
y pasa a través de una caída de potencial V está dada por el producto de la car¬ 
ga y la diferencia de potencial, o por la mitad dei producto de la masa de la par¬ 
tícula y el cuadrado de la velocidad final. 

Al despejar de (9) la velocidad se obtiene 


- í- 

(ms ‘) 

V m 



( 10 ) 


La energia adquirida por un electrón (e = 1.6 x 10 19 C) al pasar a traves 
de una diferencia de potencial de 1 V is 1.6 x 10 19 J. Esta cantidad de energia 
es una unidad conveniente para designar las energias de partículas y se nombra 

^p^auíetorónc = 1.6 x 10“ 19 C y m = 0.91 x 10“ 30 kg, de manera que 
(10) viene a ser 


v = 5.9 x ÍO 5 ^/! 7 (m s ') 


( 11 ) 


Entonces, si V = 1 V, la velocidad que tiene el electrón es 0.59 Mm s ,o 
<90 jaus '. Así que una tensión relativamente pequefta imparte una velocmad 
muy grande a un electrón. Si V = 2.5 kV, la velocidad es 30 Mm s o sea, mas 
o menos la décima parte de la velocidad de la luz. Las relaciones de arnba se 
basan en la suposición de que la velocidad de la particula es pequefia comparada 
con la velocidad de la luz. La masa de una partícula se aproxima a un valor in¬ 
finito conforme la velocidad se aproxima a la de la luz (efecto relatmsta), mien- 
tras que las relaciones de arriba se basan en una masa constante. Sm embargo, 
el aumento de masa es en realidad de consecuencias despreciables para la mayor 
parte de las aplicaciones, a no ser que la velocidad sea de por lo menos la de¬ 
cima parte de la luz. La relación entre la masa m de la partícula y su masa m 0 a 
bajas velocidades (masa en reposo) está dada por 


(12) 



donde t = velocidad de la partícula, ms 

c = velocidad de la luz = 300 Mm s 
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Figura 5-38 Trayectoria de partícula cargada positivamente 
en un campo eléctrico. 


S la velocidad es la décima parte que la de la luz, la masa es sólo la mitad de 
■ * mayor que la masa en reposo. 

Si la partícula tiene una velocidad inicial que no sea paralela a la dirección 
dd campo, como se supone arriba, la partícula describe una trayectoria pa¬ 
rabólica (Fig. 5-38). 


Campo magnético 

Segun (5-9-3) la fuerza F sobre un elemento de corriente de longitud dl en un 
ampo magnético es 


(IF = (I x B) dl (N) (13) 

donde 1 = corriente (vector que indica la magnitud y la dirección de la 
corriente), A 

B = densidad de flujo magnético, T 
dl = elemento de longitud, m 

Esta es la ecuación fundaihental de los motores de maquinaria eléctrica. Esto 
Knbién se aplica a partículas cargadas móviles en ausência de cualquier con- 
~LCtor metálico. 

La corriente I en un conductor o en un haz de iones o electrones puede ex- 
rrssarse en términos de la densidad de corriente J, la densidad volumétrica de 
sga p, el área dei haz A y la velocidad v por medio de 

I = J A = p\A 

lastituyendo (14) para I en (13) se tiene 

d F = pA dl(\ x B) 

t&o pA dl = dij , la carga en una longitud dl dei haz. Entonces 

d F = dq(\ x B) (16) 

una sola partícula de carga e, se tiene para la fuerza (Lorentz) 


(14) 

(15) 


F = e(y x B) 


(17) 
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B (sale) 

© ® ® © 


Figura 5-39 Trayectoria de partícula cargada positivamente 
en un campo magnético. 


Considérese ahora cl movimiento de una partícula de carga e en un campo 
magnético uniforme de densídad de flujo B. La veloddad de la partícula es y. 
Por la segunda ley de Newton, la fuerza sobre la partícula es igual al producto 
de su masa mysu aceleración a (= dv/ df). Entonces 

ma = e(v x B) ^) 


o bien 


a = — (v x B) 
m 


(19) 


De acuerdo con (19), la aceleración es normal al plano que contiene la trayec¬ 
toria de la partícula y a B. Si la dirección de ta trayectoria de la partícula (in¬ 
dicada por v) es normal a B, la aceleración es un máximo. Si la partícula esta en 
renoso, el campo no tiene efecto. De manera semejante, si la trayectoria de la 
partícula es en la misma dirección que B, no hay efecto, la partícula continua 
sin desviar se. Solamente cuando la trayectoria o la velocidad v tiene una com¬ 
ponente normal a B puede tener el campo algún efecto. 

Si un campo magnético de gran extensión está en ângulos rectos con la 
dirección dei movimiento de una partícula cargada, la partícula se desvia hasta 
formar una trayectoria circular. Supóngase que en una región libre de campos, 
una partícula cargada positivamente se mueve hacia la derecha como se indica 
en la figura 5-39 y que cuando alcanza el punto P se aplica un campo magné¬ 
tico La dirección de B es perpendicular a la página (hacia afuera). De acuerdo 
con el producto cruz de v en B, en (19) la aceleración a es hacia abajo, de 
manera que la partícula describe un círculo en el sentido de movimiento de las 
manecillas dei reloj en el plano de la página. 


Radio. Determínese el radio R dei círculo. La magnitud de la fuerza F (ra¬ 
dialmente hacia adentro) sobre la partícula es, por (19) 


F = ma = evB 


( 20 ) 


Esta fuerza es dada también por 
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Al igualar (20) y (21) se obtiene 


o 



( 22 ) 



(23) 


donde 


= radio de la trayectoria de la partícula, m 
m = masa de la partícula, kg 
v = velocidad de la partícula, ms -1 
e - carga de la partícula, C 
B = densidad de flujo, T 


Entonces, cuanto mayor sea la velocidad de la partícula o mayor su masa, tanto 
mayor será el radio. Por otro lado, cuanto mayor sea la carga o la densidad de 
flujo, menor será el radio. 


Frecuencia. El número de revoluciones por segundo de la partícula en la 
trayectoria circular se llama frecuencia /t de la partícula. Esta frecuencia es 


v eB 
2 nR 2nm 


(rs l ) 


(24) 


Ejemplo. Un electrón tiene una velocidad de lOkms* 1 en dirección per¬ 
pendicular a un campo magnético de 0.1 T de densidad de flujo. Encuén- 
trese el radio de la trayectoria dei electrón y también su frecuencia. (Véase 
tabla 5-2 o el Apêndice, Sec. A-2, para carga y masa dei electrón.) 


Tabla 5-2 Carga y masa de partículas 


Partícula 

Carga e, C Masa en reposo m, kg 

Razón e/m, C kg 1 

Electrón 

- 1.602 x 10“ 19 

9.11 

X 

10“ 31 

- 1.76 x 10 " 

Fositrón 

+ 1.602 x 10“ 19 

9.11 

X 

10“ 31 

+ 1.76 x 10 " 

Neutrón 

0 

1.6747 

X 

10“ 27 

0 

Protón (núcleo de hidrógeno) 

+ 1.602 x 10“ 19 

1.6725 

X 

10“ 27 

+ 9.6 x 10 7 

Neutrón (núcleo de hidrógeno:pesado) 

+ 1.6 x 10“ 19 

3.34 

X 

10“ 27 

+ 4.8 x 10 7 

Partícula alfa (núcleo de helio) 

+ 3.2 x 10“ 19 

6.644 

X 

10“ 27 

+ 4.81 x 10 7 


t Esta es la misma que la frecuencia en el ciclotrón (véase Prob. 5-4-4). 
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SoLucióN. De acuerdo con (23) el radio es 

9.1 x 1(T 31 x 10 4 

R = 77 — . a ———r = 569 nm 
1.6 x 10 19 x 10" 1 

Este es un círculo muy pequefto. La frecuencia es 


/ = 


10 4 


2n x 5.7 x 10 


rj = 2.8 X 10 9 r s _1 


Si la partícula en d ejemplo de arriba tuviese una componente de la veloddad 
inicial que fuese paralela a B, así como perpendicular a B, la partícula se 
movería en una trayectoria helicoidal con el eje de la hélice paralelo a B. 

Para una partícula de carga Q en un campo eléctrico y magnético, la fuerza 
total sobre la partícula estaria dada por (5-9-6). 


PROBLEMAS t 

en todas partes. 

Grupo 5-1: Secdones de la M a la 5-10. Campo magnético de na elemento de contente, ley de Hot- 
Savart, fuerzas, finjo magnético, ley de Gaitm, producto cruz, momento de torsión y momento 
magnético. 

*5-1-1. Alambre y espira. Por un alambre recto infinitamente largo fluye una corriente de 1 kA. Una 
espira de 20 mm de diâmetro se sitúa desde su centro a un 1 m dei alambre. £Cómo debe de girarse 
la espira y qué corriente se requiere que fluya sobre ella para reducir el campo proveniente dei alambre 
largo a cero en el centro de la espira? 

5-1-2. Dos espiras. Dos espiras circulares idênticas de I m de radio están situadas lado con lado sobre 
un eje común. La distancia entre las espiras es de 1 m. Si por ambas espiras fluye una corriente de 
I A en la misma dirección, encuéntrese B (a) en el centro de una espira y (ó) en el punto medio entre 
las espiras sobre su eje común. 

5-1-3. Couductores paralelos. Fuerza. Por dos conductores lineal es paralelos largos fluyen 100 A. Si 
los conductores están separados 10 mm, £cuál es la fuerza por metro de longitud sobre un conductor 
si la corriente fluye (o) en direcciones opuestas y (b) en la misma dirección? 

5-1-4. Conductor lineal. Fuerza. Un conductor lineal largo con una corriente de 10 A coincide con el 
eje z. La corriente fluye en la dirección +z. Si B = £4 + J3 T, encuéntrese el valor vectoríal de la 
fuerza F por metro de longitud dei conductor. 

*5-1-5. Conductor tubular. Momento de torslón. Un conductor tubular largo de paredes delgadas de 
radio r ■„ tiene su eje coincidente con el eje z. Por el tubo fluye una corriente de ti A (o) <,Cuál es el 
momento de torsión sobre el conductor tubular (por unidad de longitud) en la presencia de un cam¬ 
po magnético B = fttr -1 T, donde k = constante? (b) zEs el momento de torsión en sentido de 
movjmiento de las maneei lias dei reloj o en sentido contrario a éste visto desde el eje z positivo? (c) 
tCuàl es el momento de torsión si B = fykr 1 T? 


• Las respuestas a los problemas seftalados con asterisco vienen en el apêndice C. 






215 


544. B de conductores panMos. Dos conductores rectos largo paralelos al eje z estân situados en 
^ Oj = l)m y (jc = 0, y = —1) m. Si I z = 4 A para el conductor en .y = lme / a = 2 A para 
ei conductor en .y = —1 m, encuéntrese B en (x = 1, y = 0) m. 

54-7. B de una espira. Demúestrese que la densidad de flujo de una espira de alambre de una sola 
■weba está dada por 



f-t^lA sen ÍJ 

~ 4 ^?~ 


s»dc I = corriente 
A = área 

IA = momento magnético 

0 = ângulo entre el eje de la espira y el radio vector de longitud r 

Se supone que r es mucho mayor que el diâmetro de la espira. 

Dos espiras. Momento de torsión. Una pequefla bobina de 10 vueltas está situada en el 
mjgen con el eje de la espira coíncidiendo con el eje z. Una segunda bobina similar se sitúa a una 
á«ncia radial de 3 m a partir dei origen y en una dirección que forma un ângulo de 60° con el eje z. 
|b segunda bobina se orienta de manera que su eje forma un ângulo de 30° con el eje z. Si cada bobina 
un área de I cm 2 y una corriente de 3 A. encuéntrese el momento de torsión sobre la segunda 



P5-1-12 Momento de torsión sobre el par de espiras. 
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5-1-9. Espira y alambre. Por una espira horizontal de una sola vuelta de 2 metros de diâmetro fluye 
una comente de 5 /tt MA. Un alambre horizontal recto largo, situado a 1 m por debajo dei centro de 
la espira y por el que fluye una corriente de 5 MA. Encuéntrese la magnitud de B en el centro de la 
espira. 

*5-1-10. Dirección dei campo de una espira. Una espira de 1-cm 2 en el plano xy en el origen tiene 3 
vueltas y circulan 2 A. Encuéntrese el ângulo respecto a la dirección z en el que un pequefto imán de 
barra, libre para girar, asumirá a una distancia de 6 m de la espira y en una dirección a un ângulo de 
45° respecto al eje z (también el eje de la espira). 

5-1-11. Momento de torsión sobre una espira. Una espira de 1-cm 2 situada en el origen tiene 3 vuel¬ 
tas y lleva 2 A. Encuéntrese el momento de torsión sobre una segunda espira idêntica (mismo ta- 
maflo, corriente y número de vueltas) situada a una distancia de 6 m y con una dirección en un ân¬ 
gulo de 45° respecto al eje z. Ambas espiras están orientadas con sus ejes en la dirección z. 

5-1-12. Momento de toisión sobre una espira y solenoide, (o) Demuéstrese que el momento de tor¬ 
sión sobre un par de espiras cuadradas de una sola vuelta (simétricas respecto a un eje central de 
rotación, como en la figura P5-l-12)está dado por T = 2IAB sem tf, donde tf es el ângulo entre el eje 
de las espiras (dado por n) y el campo aplicado uniforme B. / = corriente de la espira, A = área de 
una espira, (b) Demuéstrese después que un solenoide de N vueltas [ o N/2 pares de la parte (a)1 
tiene un momento de torsión de T = NIAB .sen tf. 

5-1-13. Desviación de la aguja en un medidor. Momento de torsión. Las piezas polares curvadas y el 
núcleo de hierro cilíndrico, como en la figura P5-1-13, proporciona un campo magnético radial 
uniforme B = 0.8 T para la bobina móvil de un aparato de medidón. La bobina está sujeta por un 
resorte con un momento de torsión T = 2 /íN m por grado. Si la bobina tiene 50 vueltas y mide 
16 mm transversalmente, por 25 mm en forma perpendicular a la página, encuéntrese la corriente 
requerida para desviar la aguja un ângulo de 45°. 



Núcleo de hierro 


indicadora 


Bobina 

móvil 


Piezas polares 


Figura P5-1-13 Bobina móvil e imán de un medidor 
indicador. 


5-1-14. Espira cuadrado-circular. Por una espira que es mitad circular y mitad cuadrada, como en la 
figura P5-1-14, fluye una corriente de 20 A. Encuéntrese B en los dos puntos en el plano de la espira 
(a) P, y (b) P 2 . 



Figura P5-1-14 Espira cuadrada-drcular. El punto P } està 305 mm y P 2 
a 150 mm por arriba dei alambre inferior. 
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5-1-15. B cerca de una cinta conductora. A través de una cinta conductora de 100 mm de ancho 
fhiye una corriente laminar uniforme cuya densidad es de una K = 200 Am‘‘.i Encuéntrese B en 
d plano de la cinta y a 100 mm de un lado de ella. 

5-1-16. Flujo de enlace o acoplamiento entre alambres. Por dos conductores rectos paralelos fluyen 
50 amperes en direcciones opuestas y están separados 300 mm. Encuéntrese el enlace o acoplamiento 
de flujo magnético entre los alambres por metro de longitud. 

5-1-17. Enlace o acoplamiento de flujo en conductores coaxiales. Una linea coaxial con conductor 
externo de 20 mm de radio, y conductor interno hueco de pared delgada de 5 mm de radio, alimenta 
comente de 125 A a una carga resistiva. Encuéntrese el flujo magnético de enlace en los conductores 
por metro de longitud. 

5-1-18. Fuerza entre tubos conductores. Dos conductores tubulares paralelos de pared delgada de 
100 mm de diâmetro están separados entre centros por 150 mm. Si por los tubos fluyen 400 A en 
direcciones opuestas, encuéntrese la fuerza F entre ellos. Nótese que la distribución de corriente en los 
conductores no será uniforme. 

5-1-19. Espira cuadrada y alambre recto. Fuerza. Una espira espira cuadrada de 2 m por lado está 
situada con sus aristas en coincidência con los ejes xy y positivos y un vértice en el origen. Un alam¬ 
bre recto largo con 100 A fluyendo en la dirección de +x está situado en el plano xy y es paralelo al 
eje x a una distancia de 1 m (el alambre recto cruza la espira sin tocaria). Si la corriente de la espira 
es de 70 A y fluye en el sentido de movimiento de las manecillas dei reloj, según se observa desde la 
dirección de + z, encuéntrese el valor dei vector de la fuerza sobre la espira. 

*5-1-20. Áreas cuadrada y circular. Flujo. Si B = zó sen (nxjl) sen {nyf 2) en T, encuéntrese el flujo 
magnético total sobre un área cuadrada de 2 m por lado con las aristas en coincidência con los ejes x 
y y positivos y con un vértice en el origen. ( b ) Si B = z kjr T, ^cuál es el flujo magnético a través de 
un círculo de radio r 0 ? 

5-1-21. B de un conductor lineal. Por un conductor lineal delgado de longitud / fluye una corriente I 
coincidente con el eje.y. El medio que rodea al conductor es el aire. Un extremo dei conductor está a 
una distancia y v dei origen y el otro extremo termina a una distancia y 2 . Demuéstrese que la den¬ 
sidad de flujo por causa dei conductor en un punto sobre el eje x % a una distancia x { dei origen, es 

r=*>L( * - _*_) 

4ítx ‘ \v/xT+ Ã ~+~yí) 

Nótese que si el centro dei conductor coincide con el origen ^ = y 2 ) y si x 1 > /, la expresión se 
reduce a B — n 0 Hj4nx\. 

5-1-22. B parabólico. Por un alambre infinito de forma parabólica fluye una corriente /. Encuén¬ 
trese la densidad de flujo magnético B en el foco. 

*5-1-23. B hiperbólico. Por un alambre infinito de forma hiperbólica circula una corriente /. Encuén¬ 
trese la densidad de flujo magnético B en los focos. 

5-1-24. Elementos de corriente, Fuerza. Refiriéndose a la figura P5-1-24, demuéstrese que la fuerza 
entre dos elementos de corriente situados en aire está dada por 


d¥ = 


4Õr* 3 


x (a 2 x f) 


d) 


donde dF 

Vo 

dl lt dl 2 

r 

â, 


fuerza sobre el elemento 1 debida a la corriente / 2 en el elemento 2, N 
permeabilidad dei aire. Hm -1 

longitudes de los elementos de corriente 1 y 2, respectivamente, m 
corrientes en los elementos 1 y 2, respectivamente, A 
distancia entre los elementos, m ^ 

vector unitário en la dirección de la corriente A en el elemento 1, adimensional 
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â 2 = vcctor unitário en la dirección de la comente l 2 en el demento 2, adimensional 
f = vector unitário en dirección radial (dei elemento 2 al 1), adimensional 

Demúestrese además que dF — i F dF y donde dFestà dada por 


dF = \dF\ 


ti! 2 dl 2 l x dl x sen 0 2 sen#, 


donde 0 2 = ângulo entre â 2 y f (véase Fig. P5-1-24) 
0 l = ângulo entre fl, y l 2 * * 


i, x (i 2 x t) 
sen 0 2 sen0, 


donde l F es el vector unitário en la dirección de la fuerza dF. Nota; Estas ecuaciones dan la fuerza 
sobre el elemento 1 debida a la presencia dei elemento 2 pero no el caso opuesto. Es decir, que no 
son simétricos respecto a los elementos 1 y 2. Sin embargo, con dos circuitos cerrados, la fuerza 


Q-«— Espira 1 

i ■ 

i i 
i i 
i i 


b> 


/ 

OI 


Espira 2 

“TIO 


Figura P5-1-25 Geometria de espira para encontrar 
el momento de torsión. 
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tfada por la integral de la ecuación (I) es la misma para ambos circuitos. Entonces, en e! caso de cir¬ 
cuitos reales, se satisface la tercera ley de Newton de que a cada acción existe una reacdón igual y 
opuesta. 


5-1-25. Do» espiras. Momento de toraión. Dos espiras están arregladas como se muestra en secei ón 
transversal en la figura P5-1-25. Si la separación s es grande comparada con d tamafto de las espiras, 
demuéstrese que el momento de torsión T en la espira 2 en virtud de la espira 1 està dado por 

Po mm' 

2 ns 3 


donde m = momento magnético de la espira 1 
m = momento magnético de la espira 2 

&»po 5-2: Secciones de 5-11 a 5-17. El solenoide, inductores e inductmnda, Ley de Ampere, H, 
potencial magnetostático, celdas de campo y permeabiHdad. 

5-2-1. Inductancla definida en términos de energia almoce nada. Demuéstrese que Ia inductancia de 
un inductor puede expresarse como 


j B * H í/r 

7 2 


(H) 


donde el numerador incluye la energia almacenada en el inductor, e / es igual a la corricnte que 
fluye por el devanado dei inductor. Compárese esta relación de energia con la relación de energia dei 
(aoblema 3-2-21 para la capacitancia y la relación de potenda dei problema 4-1-1 paia la resístenda. 

*5-2-2 Solenoide. Un solenoide con 2000 vueltas tiene 300 mm de longitud y 20 mm de diâmetro. Si 
li corricnte es de 600 mA, encuéntrese (o) la inductancia dei solenoide, (6) la densidad de enogia en 
d centro dei solenoide y (c) la energia almacenada en el solenoide. 

5-2-3. Conductor paralelo ■ una lâmina. Refíríéndose a la figura P4-3-22, una comente está fluyen- 
do bacia dentro de la página en el conductor cilíndrico y una corriente de retorno igual saJe de la 
página en la hoja plana. El medio en este caso es no conductor (cr = 0) con < - <„ y p = p 0 , Si la 
Ajisidad de comente de la lâmina K en D es de 5 Am -1 (hacia afuera de la página), encuéntrense 
W // en C; (b) K en A, B y E; (c) la corriente total /en el conductor cilíndrico; (<d) la inductancia 
L km' J ; y (e) la capacitancia C km ” 1 

H,J y B (n)Si H = K> + + ÍOArn -1 , encuéntrese J. (ô) SI J = txy 2 A m~ 2 , hállese/. 

(c) Si B = (i + i) v 2 v T, encuéntrese . En las partes (fr) y (c) encuéntrense ly iít m a través dei área 
* y m 2 definida por los puntos en el plano xy (0, 0>, (3, 0>, (3, 3) y (0, 3) m. 



R anura 


Figura P5-2-6 Arandela dividida. 








220 Electromagnetismo 


Cap. 5 


5-2-5. Bobina plana. Una bobina plana de 100 vueltas tiéne un radio interior de 20 mm y un radio 
exterior de 120 mm. Si / = 1 A, encuéntrese (a) B al centro y (b) la inductancia. 

5-2-6. Arandela dividida. La arandela plana delgada de la figura P5-2-6 tiene un radio intenor de 
20 mm y un radio exterior de 120 mm. Si se aplica una tensión uniforme V entre los bordes de la ra- 
nura radial produciendo una corriente angular de 100 A, encuéntrese B en el centro. Nótese que la 
densidad de corriente será una función dei radio. Despréciese el efecto dei ancho de la ranura. 

*5-2-7 B sobre el eje de un solenoide. Una bobina cilíndrica uniforme, o solenoide, de 2000 vueltas 
tiene 600 mm de longitud y 60 mm de diâmetro. Si por ta bobina fluye una corriente de 15 mA, 
hàllese la densidad de fiujo en (o) el centro de la bobina, (b) sobre el eje en uno de los extremos de ia 
bobina, (c) ei eje, a la mitad entre el centro y uno de los extremos de la bobina, (d) Càlculese y 
trácese una gráfica de B como funciòn de la posición a lo largo dei eje dei solenoide desde el centr 
dei solenoide hasta ima distancia de 100 mm más allâ de un extremo. 

5-2-8. B sobre el eje de un solenoide. Demuéstrese que la densidad de fiujo en un punto P en el eje 
de un solenoide uniforme está dada por 


ni ( fi, + n 2 \ 

B = íí °TV-4jr J 


donde O, = ângulo sólido subtendido desde el punto P por el lado izquierdo dei solenoide (= 2 tü si 
p estâ en el extremo izquierdo dei solenoide) 

Q 2 = ângulo sólido subtendido desde el punto P por el extremo derecho dei solenoide (- 2n 
si P está en el extremo derecho dei solenoide) 

Nótese que en el centro de un solenoide delgado y largo 12, = « 4tr de manera que B = |t,W|/ 

= 

5-2-9. Solenoide. Fuerza. Un solenoide de 300 mm de largo y 15 mm de diâmetro tiene un devanado 
uniforme de 3 000 vueltas. Si el solenoide se coloca en un campo uniforme de 5 T de densidad de 
fiujo y se establece un fiujo de corriente de 1 A a través dei devanado de! solenoide, icuál es (a) la 
fuerza máxima sobre el solenoide, (b) el momento de torsión máximo sobre el solenoide, y (c) el 
momento magnético dei solenoide? 

5-2-10. Solenoide. Energia. Induetaneia. Un solenoide con un devanado uniforme de 6 _000 vueltas 
tiene 1 m de largo por 15 mm de diâmetro. Si la corriente / = 3 A, icuál es (a) la densidad de 
fiujo B (b) el campo magnético H y (c) la densidad de energia magnética *. en el centro de sole¬ 
noide? (d) iCuál es la densidad de corriente K de hoja equivalente, (e) la energia magnética total W m 
y (/) la inductanda LI 

*5-2-11. Línea coaxial asimétrica. H, K, etc. Un mapa de campo para una línea de transmisión 
coaxial con el conductor interno colocado de manera asimétrica, se muestra en la figura P5-2-11. Si 
hay 10 V entre los conductores y la densidad K de corriente de hoja en el punto P, es 2 A m usese 
el mapa para encontrar (a) el campo eléctrico E en P 2 , (b) E en P 3 , (0 el campo magnético He nr Pá 
(d) H en P 3 , (e) la capacitancia por unidad de longitud de la linea, (/) la induetaneia por um a 
longitud de la línea, (g) la densidad de fiujo eléctrico D en P 2 , (h) D en P 3 , (0 la densidad de fiujo 
magnético B en P 2 , (/) B en P 3 , (*) la densidad de energia eléctrica w t . en P 2 , (/) u en P 3 , l ) 
densidad de energia magnética en P 2 , (n) en P 3 , (o) la carga Q por umdad de longitud de 
la línea, (p) el fiujo magnético <p m por unidad de longitud de la linea y ( q ) la comente total I. 

5-2-12 Línea coaxial asimétrica. J. R. G. Si la línea de transmisión de la figura P5-2-11 se liena con 
un conductor de conductividad uniforme a y fluye 1 A entre el conductor interno y el externo por 
unidad de longitud de la línea, encuéntrese (a) la densidad de comente / en P 2 , (b) J en P 3 , (c) la 
resistência en derivación (paralelo) R por unidad de longitud de la línea y (d) la conductancia en 
paralelo G por unidad de longitud de la linea. Se supone que los conductores de la ünea de trans- 
misión tienen conductividad infinita. 






Figura P5-2-11 Línea coaxial con 
conductor interno asimétrico. 


L ínea de transmisión. Potencial magnético. Una línea de transmisión consiste en dos con- 
m sores largos, delgados, paralelos, por los que fluyen corrientes de 10 A en direcciones opuestas. 
conductor es estàn separados por una distancia 2s. Dibújese un mapa de campo para un plano 
radicular a los alambres. Muéstrense tanto las lineas H como las líneas de igual potencial mag- 
so- Indíquese el valor dei potencial para cada línea equipotencial. Tómese arbitrariamente la 
i que une los alambres como de potencial cero. (Compárese este mapa con la figura 3-16 para 
iaeas paralelas de carga espadadas a una distancia 2 s .) 

44. Conductor tubular. H. A través de un conductor tubular recto, largo, de sección transversal 
lar con un diâmetro exterior de 50 mm y un espesor de pared de 5 mm, fluye una corriente con¬ 
de 50 A. Encuéntrese H {á) sólo dentro de la pared dei tubo, (b) justo en la parte de afuera de 
^ y (c) en un punto dentro de la pared dei tubo a la mitad entre las superfldes inter- 

mj extern a, 

*Crl5 f Línea coaxial. Inductanda interna. Una línea de transmisión coaxial tiene un conductor in- 
«uasólido de radio a y un conductor externo de pared delgada, de radio b. El medio entre los con¬ 
vieres tiene permeabilidad /í 0 Hállese la inductanda por metro de longitud de la línea (a) si toda 
A sair rente dei conductor interno está en su superfície (a un radio a) (realmente una capa delgada de 
~ despreciable) y {b) si la corriente dei conductor interno está uniformemente distribuída a 
ws dei área de su sección transversal, es decir, si ia inductanda interna dei conductor interno se 
b en cuenta. (c) i,De cuánto es la inductancia interna? ( d) ^Para qué razón de radio b/a serán 
ite las inductancias interna y externa? A altas frecuencias, el efecto pelicular o Kelvin tiende a 
rfãsar las corrientes en las superfícies [corriente no uniformemente distribuída como en (a)J y la 
Rhziancia interna puede despreciarse. Nótese que la inductancia interna es independiente dei radio 
conductor y, en consecuencia, siempre es igual al resultado de (c). A menos que la inductanda 
Kna sea mucho mayor que ésta, la inductancia interna debe tomarse en cuenta. 

Linea coaxial. Efecto pelicular Kelvin. Una línea de transmisión coaxial llena de aire tiene un 
or interno sólido de radio a y un conductor externo de radio interior ti y un radio exterior c. 
A Vs frecuencias la corriente está confinada por el efecto pelicular o Kelvin a una capa delgada de 
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espcsor ó en el exterior dei conductor interno y en el lado interno dei conductor externo. En tales 
condiciones, muéstrese que la inductancia total por unidad de longitud de la línea está dada por 



La profundidad de penetración ò es una función de la frecuencia y la conductividad, como se ex¬ 
plica en el capitulo 10. 

5-2-17. Conductor hueco. Inductancia interna. Un conductor cilíndrico hueco tiene un radio inte¬ 
rior a y un radio exterior b. Si la corriente 7 está distribuída uniformemente, encuéntrese la induc¬ 
tancia interna L por unidad de longitud. 

Grupo 5-3: Secciones 5-18 a 5-22. Rotacional, ecuacíón de rotacional de Maxwell y potencial vec- 
t orlai. 

*5-3-1. J en conductor. El campo magnético de un conductor cilíndrico largo está dado por 


H+ = kr 2 (A m ’) 


Encuéntrese 1. 

5-3-2. Potencial vectorial. Si el potencial vectorial A = f3 + + 26 Wb m“ \ hállese la densidad 

de flujo magnético B. 

5-3-3. B de an alambre. Un alambre recto de 2 m de longitud se extiende desde x =* 0, y = — 1 m 
pasando por el origen hasta (x = 0, y - 1) m. Si la corriente 7 a través dei alambre es de 50 A, en¬ 
cuéntrese Ben (x= I, .!• = 0) m. 

5-3-4. Elemento de corriente. B. (a) Usando d potencial vectorial y su rotacional, dedúzcase ta den- 
sidad de flujo magnético B a una distanda de 2 m perpendicular a un demento corto de corriente de 
longitud L con una corriente de 10 mA. (b) Encuéntrese B para la situadón en (a) usando la ley de 
Biot-Savart. 

5-3-5. Rotacional. Si,F = ky + $x hállese V x F. 

★5-3-6. Rotacional. Si F = kx 2 + $2yz - i.v 2 , encontrar V x F y la trayectoria de V x F. 

5-3-7. Rotacional. SiF = *2* 4- f4xy 2 z, encuéntrese (a} V x F y (b) V x V x F. 

5-3-8. V x H - J (a) Encuéntrese la corriente 7 a través de un área cuadrada de 2 m de lado con 
bordes que coinctden con los ejes +x y +y y una esquina está en d origen, si H = ily 2 Am 1 . 
(b) Repftase para H = Í3.v 2 v A m “*. 

Grupo 5-4. Secctón 5-23. Partículas que se moeven en campos eléctricos y magnéticos. 

5-4-1. Aceleración de partkula. Una partícula con una carga negativa de 10“ 17 C y una masa de 
10“ 26 kg está en reposo en un espacio libre de campos. Sí se aplica un campo eléctrico uniforme E = 
í kV m“ 1 por 1 microsegimdo, encuéntrese (o) la vdocidad de la partícula y (b) d radio de cur¬ 
vatura de ta partícula si Ia partícula entra a un campo magnético B = 2 mT con esta vdocidad 
moviéndose en forma perpendicular a B. 

5-4-2. Betatròu. La densidad de flujo promedio dentro de la órbita de efcctrones de un betatrón está 
dada por B = 69 mT, donde vj = 2n x 60 rad s “ 1 . Si el radio de la órbita electrónica es de 120 
mm, encuéntrese (a) la vdocidad de los clectrones a r = 1 ms si r ^ 0 cuando t = D. (ó> la energia 
por unidad de carga impartida aí dectrón por revoiución, (c) número de revoluciones en 1 ms y {d) 
energia dei electrón (en dectrón vofts) después de 1 ms. Despréciense los efectos reíativistas. 

5-4*3. Dentcrón, protón y par tícu la alfa. (a) Un deutrón acelerado a través de una diferencia de 
potencial V entra a una región con mui densidad de flujo magnético uniforme B, moviéndose per¬ 
pendicular mente a B. Si el radio de la trayectoria dei deuterón es de 120 mm, ^cuál es la relación 
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rapttrída entre B y V? (ó) Si V y B son los rnismos que en (a) pero la partícula es un protón, hállese 
- r *dio de su trayectoria. (e) Repítase para una partícula alfa. (d) Compárense las energias cinéticas 
ât ks tres partículas. 

**-M. Oclotrón. (a) Encuéntrese la máxima energia (en MeV) para partículas alfa en un cilotrón con 
** máximo utiíizable de 450 mm. La densidad de flujo B = 1.2 T en ei entrehierro. (b) Re- 
|kase (a) si se utilizan protones. (c) Repítase ( 0 ) si se usan deuterones. {d) ^Cuántas revoluciones da 
sada partícula si el potencial de cresta (o pico) entre las des es de 9 kV? 

Í-4-5, Razón de rádios, (a) <,Cuál es la razón dei radio de la trayectoria de un protón al de un 
fcnerón si ambos entran a un campo magnético B perpendicularmente con la misma energia ci- 
■ética? (ó) iCuál es la razón dei radio de la trayectoria de una partícula alfa al de un deuterón? 

^-4-é. Radio de curvatura. Encuéntrese el radio de curvatura para la trayectoria de un protón con 
^áocídad v =10 Mm s" 1 que se mueve en forma perpendicular a un campo magnético con (u) B = 
5 oT (campo magnético de la corona solar), (b) tí = 100 (campo magnético de la Tieira) y (c) 
B = lo nT (campo magnético interestelar). 

S4-7. Trayectoria helicoidal. Un protón con 5 keV se introduce en un campo magnético B = 500 
■T a un ângulo de 85° con respecto a B. Encuéntrense los siguientes parâmetros de la trayectoria 
idicoidal resultante: (a) el radio, (b) la distancia entre vueltas de la hélice, (c) la veloddad circular 
ndianes por segundo y en metros por segundo, ( d) la velocidad axial en metros por segundo y (e) 
d período. 

de espejo. Si se hace incidir un electrón en un campo magnético que viaja rad paralelo 
* s® moverá en una trayectoria helicoidal con gran distancia entre vueltas. Si B aumenta gradual- 
■ente, la distancia entre las vueltas disminuirà hasta alcanzar un punto en que la distancia entre 
wdtas es cero y entonces el electrón invierte su dirección respecto a B y regresa hacia el punto de 
«ianque (véase la figura P5-4-8). Es como si el electrón fuese reflejado por un espejo. iQué rela- 
dfiftn se debe satisfacer entre la energia dei electrón y el campo magnético en tal punto de espejo! 


B más débil 



figura P5-4-8 Espejo magnético. 

M-9. Boiellft magnética. Una partícula cargada puede ser contenida entre dos puntos de espejo que 
formen una “botella PT magnética. La magnetósfera de la Tierra forma dicha botelía para partículas 
que viajan entre los hemisférios norte y sur (véase figura 5-4-9), El valor máximo dei campo mag~ 
sético de la Tierra B ^ lüÜ íjT. iQuè condiciones de campo de energia se requieren para que las 
partículas queden contenidas si las partículas son {a) electrones y ( b ) protones? Partículas de mayor 
energia serán atrapadas produciendo una aurora boreal. 

5-4-10, Curvatura de protón. Rayo cósmico. Encuéntrese el radio de curvatura de un protón con 
vdocidad i=2 x 10 B m s^que viaja perpendicularmente a los siguientes campos magnéticos: (a) 
sincrotón, B = t T; ( b ) magnetósfera de la Tierra, ff = 50 ^T;(c) corona solar, B = 5 mT y (d) 
medio imerestelar, B - 10 nT, La partícula es relativista, es dedr, su masa es significativamente 
mayor que su masa en reposo (véase (5-23-12)). Tal partícula en el espado seria un rayo cósmico. 

Slncrotrón. Un sincrotrón es un acelerador de partículas similar a un dlotrón pero con las 
Ãguientes modificaciones. El campo magnético B y la frecuencia de giro/ se varian en forma tal que 





224 Electromagnetismo 


Cap. 5 


Partículas atrapadas 


Harta 



Llneas de campo 
an la magnetosfera 


Figura P5-4-9 Botella magnética en la magnetosfera. 


i - r \ de manera oue puede usar se un imán anular o en 

d £i: c °nst ant e e l r a - 

5-4-H ^Tubo 'de'r»yos catódicos. Desvi.ción en un campo eiéctric^ Demuést^que la desviación 
tut experimenta un electrón en la pantalla de un tubo de rayos catód.cos estâ dada por 

y = —^ (m) 

y IV d 


donde y = distancia de desviación en la pantalla, m 
V d = potencial desviador, V 
/ = longitud de las placas desviadoras. m 
x = distancia de las placas desviadoras a la pantalla, m 
V a = potencial de aceleración, V 

espaciamiento entre placas desviadoras 

5-4-13 Tubo de rayos catódicos. Desviación en un campo eléctrico^.^^** ** ta deSV,aCÍÓn 
^experimenta un electrón en la pantalla de un tubo de rayos catódtcos està dada por 


= xBl , 

V 


2 mV a 


(m) 


donde v = distancia de desviación en la pantalla, m 

,v = distancia desde el campo desviador magnético a la pantalla, m 
B = densidad de flujo dei campo desviador, T 
e = carga en la partícula, C 
m = masa de la partícula, kg 
y = tensión aceleradora, V 
/ = longitud axial dei campo desviador, m 


i(r 25 Cymasa de 10“ 20 kg está en 


•M-U. Radio d, giro * 

Sir, n |.TS«6Ô do B por Tns. icuâl es ei rodio d, =R.«m d. I. * 

^ ,5 - * í r,?d'í'Li.7dTmS'i p«r, p ." i“rdíp^d.i-t c ^,r^rá*» 

££ í^d^í 2 £*> £o respeclo . .. Eo.oRUie* e, „dio. de ™»R» * * - 
trayectoria de la partícula. 
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**4-16. Radio de partícula y campo de frenado. Una partícula con una carga de 10' 24 C y masa 
■0 24 kg tiene una velocidad lineal v de I km íT 1 . (a) Si la partícula entra a un campo magnético 
# perpendicular a v, hállese el radio de curvatura R. (b) Encuéntrese R si v es paralela a B. B = 2 T. 
W Encontrar el campo eléctrico de frenado, E„ requerido para llevar la partícula al reposo en 100 
v (lineal) = 1 km s~ 1 

*4-17. Radio de una partícula. Un campo eléctrico de IO 4 V m “ J se aplica a una partícula en reposo 
^ ti ene una carga de 10 20 C y masa de 10 20 kg Después de 10 ms la partícula entra a un campo 
^Ugnético de 1 T en ângulo recto respecto a B. Encuéntrese el radio de curvatura R de la trayectoria 
ét la partícula. 


Grupo 5-5: Apllcaciones prácticas 

*5-5-1. Tubo de rayos catódicos. Un tubo de rayos catódicos tiene placas desviadoras clectrostáti- 
cas como en la figura P5-5-1 más un campo magnético entre esas placas. El campo magnético orien- 
m paralelamente al campo electrostático desviador E ü . El tubo tiene una tensión aceleradora de 
* r m = 7 kV, un espaciamiento entre placas d - 20 mm y una longitud de placas (y longitud de cam- 
p* magnético) / = 20 mm. Encuéntrese (o) la tensión en las placas desviadoras y (ó) la densidad de 
kjo magnético B requerida para desviar un haz de electrones 50 mm en la dirección de y y 100 mm 
eu la dirección de z (perpendicular a la página) en la pantalla colocada a una distancia jr = 500 mm 
de hs placas desviadoras. 



P5-5-1 Tubo de rayos catódicos con cafión de electrones, placas electrostáticas i. 
desviadoras y pantalla. 

W-l. Pantalla de televislón. La pantalla de tubo de rayos catódicos de un receptor de televisión 
mide 400 mm horizontalmente y 300 mm verticalmente. El punto producido por el haz de electrones 
burre 525 líneas por cuadro y 30 cuadros por segundo. Encuéntrese (a) la velocidad horizontal dei 
ponto en milímetros por microsegundo y (b) la distancia total recorrida por el punto en cada segun- 
**° W iCuál es Ia velocidad de cambio de la densidad de flujo magnético B que se requiere si los 
parâmetros dei tubo son los mismos dei problema P5-5-1. 

*5-3, Precipitador electrostático de polvos en un conducto rectangular de humo. El conducto de 
tamo de una fábrica tiene una sección transversal rectangular (interior) de 1 m por 0.5 m. Se co- 
tocan electrodos planos de 1 mx contra los lados largos dei conducto para precipitar partículas (o 
pedvos) sólidas que vayan en el humo, de manera electrostáticamente. Si una partícula típica tiene 
masa de 1 y una carga de 10" 14 C, £qué tensión se requiere entre los electrodos para pre- 
apitar la partícula contra el electrodo? Tómese la velocidad dei humo como r = 1 ms 1 y supón- 
que cuando la partícula entra al espado de los electrodos está a la mayor distancia posible 
0-25 m) dei electrodo al cual se moverá. 

«-4. Precipitador electrostático de polvos en un conducto cilíndrico de humo. Diséflese un pre¬ 
stador para un conducto cilíndrico de acero de 1 m de diâmetro, capaz de precipitar desperdícios 
* Partículas sólidas-que se descargan a razón de 10 kg minuto-1 con una velocidad de 3 m s : 
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Supóngase que las partículas tienen masas de t M cada una. El conducto es de 20 m de altura. 
Stígerencia ; Suapèndase un alambre vertical cargado al centro dei condueto. 

uuiere en la “coía” para produclr un campo magnético B de 10 gnu» <10 O) en una mn* ^fon- 
3o dei mar directamente abajo de la mitad de la cola? (10 G es un orden de magmtud mayor que 
campo magnético de la Tierra.) 

M-6 B baio una linea de transmisión. Una línea de transmisión bifilar (alambres pnkN « 

tancia de alrededor de unos 50 m a cada lado de la línea. 

Pe, d. Hefmbolt*. M..e-ded ,1””^;^™ 
nctico ca.i uniforme en une regiún considerable de espi . p ^ , H Ju( radios &u 

von Helmholta:, Considérese que las 2 o mas s _ calcúlese v grafíquese la variarión de 

fssa^sr. 

bobinas nenen un área de sección tra ^ s ^ s c á[ es la raz ô n de H en ei punto medio dei par 

bobina simple a la H sobre su eje a _ Heimholtz sobre la bobina simple a lo largo 

mejoramiento en la uniformidad dei campo P de! ~ r de Heimholtz constante 

d= I». eje. de I.. l»Wn.<I WlS.br. íjidj™. ““J ' ,,“”^" 0 dI. MM .ol.demr.de 
dentro dei 1.2 y 5%? <j?MSobre qué distancia axial es constante camp 

esos porcentajes? . 

te a rfeertn iiaii Relaciones de fuerza. (a) Cuando una corriente / fluye como se muestra en la 
nü. plena eon un cem,» nm.n«iuo » normel. 1. «nle. exr.r. 

una fuerza por unidad de carga hacla la derecha. Entonces, 

F = (1 x B)/ = /(I * B) = y I * B = Q(v x B) 


o bien 


F 

Q 


v x B 


Si hay números iguales de portadores de carga positivas y negativas, los puntos P t y Pi no dcsa- 

rrollan diferencia de potencial. En metales los portadores son cargas"^“^Edín HMfWl^fWco 
vuelve negativo respecto a t\ Este es el efecto Hall, llamado ast en honor de Edwtn H. Hall. tísico 
americano Muéstrese que la fem desarrollada entre P, y P 2 está dada por * = IB m/d donde n es el 
número de electrones por metro cúbico en el metal, q es la carga dei electrón V *.« e > d * * 
cinta ( b) Si i = 50 A, B = 2 T, w = 25 mm y d = 0.5 mm, encuèntrese la tensión Hall entre P, y 
; paa un a cinta de cobre. Tómese „ - 8.4 x m * para el cobre, (e) if>or qué no aparece el 
ancho w de la cinta en la ecuadón de arriba para la tensión Hall? 

5 5-9 Línea de transmisión. Equilíbrio de fuerzas. Una linea de transmisión consiste en dos conduc- 
Se! p. “l« d™ mm d. diLe.ro, .epe.edo, en„. uen.ro. po, 500 mm. Exi.re un. drf.renu» de 
potencial V = 100 kV entre los conductores, ihay una corriente de linea / que produzea un equi- 
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Figura 1*5.34 Cinw conductora en campo magnético para determinar la 
tension dei efecto Hall. 


Jrio^ entre las fuerzas eléctrica y magnética que actúan sobre los alambres? Si es asi. ^*1 „ su 


“—i - - - J££?K5SSSnrjSÍ SEKStií E,p “ m< ""“ 
Í2m * sszzr" 1 ,nro dc ■»' ■** ««• - -i»« z 








® CAMPO MAGNÉTICO 
ESTÁTICO DE 
MATERIALES 
FERROMAGNÉTICOS 


6-1 1NTRODUCCION 

Los campos magnéticos se presentan alrededor de un conductor por el que fluye 
corriente. También existen alrededor de un objeto magnetizado como un imân 
de barra de hierro. El campo de la barra de hierro no es producido por circuitos de 
corriente dei tipo considerado en el capítulo 5, pero la causa son las comen¬ 
tes. En la barra las corrientes fluyen en circuitos de dimensiones atómicamente 
peque fias. En contraste con estos circuitos microscópicos, los circuitos consi¬ 
derados en el capítulo 5 son de tamano macroscópico. 

Un electrón que circula en una órbita alrededor dei núcleo de un átomo se 
comporta como una pequena espira de corriente. Más aún, el electrón mismo 
puede considerarse como una espira infinitesimal en virtud de su propia ro- 
tación. El núcleo también puede actuar en forma semejante a causa de su espín 
inherente, pero el efecto normalmente no es significativo. Cada espira de co¬ 
rriente produce un campo magnético de manera que un átomo con cierto nú¬ 
mero de electrones tiene muchas fuentes posibles de campos magnéticos. Sin 
embargo, en el caso de la mayor parte de los átomos, los efectos magnéticos 
producidos por el espín y el movimiento orbital de los electrones tienden a com- 
pensarse, de manera que los átomos muestran muy poco efecto magnético. 

No obstante, en otros átomos, los campos por rotación y orbitales no se 
cancelan y el material muestra efectos magnéticos. En el hierro, el níquel y el 
cobalto, los efectos son especialmente fuertes y estos metales se denominan 
materiales ferromagnéticos. Aunque el efecto de cada espira atómica de corrien¬ 
te es muy pequeho, el efecto combinado de billones de ellos en una barra de 
hierro produce un fuerte campo magnético alrededor de la barra. 
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6-2 DIPOLOS, ESPIRAS Y SOLENOIDES MAGNÉTICOS 

Si una barra de hierro se suspende libremente, como en una brújula girará oor 

*ifdTon e m A a ^ CO t de 13 TÍ 7 ra dC de ^extremos 

senalara e Norte. A este extremo se le denomina polo buscador dei norte dei 

ti ’ s ™plemente como polo norte dei mismo. El otro extremo dei imán 

iene un poio de polandad opuesta denominado polo sur. Con frecuencia es 

Z“ mar a ” PO '° "* ™ y i » po^r^mo 

ai S lar^ S 322 ‘ Íenen Un p0, ° norte y un P°*> sur. No pueden 

aislarse. Por ejemplo eonsidérese la varilla larga de hierro magnetizado de lã 

figura^-in. Esta varilla tiene un polo norte en un extremo y uTpolo sur el el 
6-[h H 3 Van * a SC C ? ría a la mitad > aparecen nuevos polos, como en la figura 

Srt T era QUe hay d ° S nUCVOS imanes ‘ Si cada dè ellos se corta a ã 

norte v u e n°ãã,n ^ C T° COm ° Cn la fígura ‘ ada uno coãTn po,o 

| norte y un polo sur. La razón de ello es que la fuente última dei ferromagnetis- 

Z ãl ClrC T ? dC COrriente £ ' ue acíúa como un imán pequeflísimo 
,. p0 ° norte y su P° l0 sur - En consecuencia, aun cuando el proceso de cor- 

^e P ãodavía C ãe n ãdria arSe T dÍme ° SÍOnes atómicas y «egar a un átomo aislado, 
este todavia tendria un polo norte y un polo sur. 

El hecho de que los polos magnéticos no puedan aislarse, mientras que las 

* “” a 

Si una barra de hierro se coloca sobre una mesa de madera y se cubre con 

fornem nítrónlf r madU H a í - regadas S ° bre el papel se aünean con- 
me ai patrón de las Imeas dei campo magnético, como se indica en la figura 

18UraC1 ^ n dd Camp ° CS 13 de un dipol ° con Polos magnéficof se 

ícãmSrJã Un3 | dlStancia aproxima dament e igual a la longitud dei imán 
(Comparese con el campo dei dipolo eléctrico de la figura 2-13.) 

o de C TOlo d o eS ã ã h0ra de barra (dÍpol ° ma g nétic °) de intensidad polar 

» y ongltud colocada en un campo magnético uniforme B, como 

r -ia^a^p 60 h IgU ^ a V' E1 POl ° n0rte * + * ex P erim enta una fuerza F = Q B 

^melrt y rr POl ° SUr ^ fueraa igual a la iz ^ierda. El par To 
■omento de torsion (fuerza x distancia), sobre el dipolo es P 


T = 2F ~ sen 0 (N m) 

donde F = Q m B 

l = longitud dei dipolo 
0 = ângulo entre el eje dei dipolo y B 


=- 1 



S N 


S 

m 

S N 

S N 

$ N 

s 


Figura 6-1 Aparecen nuevos polos encada pun- 
to de división de un imán de barra. 
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figura 6*2 Us li maduras de hierro sc almean 
con el campo magnético alrededor dei imãn de 
barra. Cerca dei imán el r 07 amknto era ina- 
decuado para impedir que las iimaduras fuesen 
atraídas, produciendo regvones abvertas. 


Introduciendo el valor de F , se tiene 

T = Q m lBsen6 (N m) 


Donde Q m l = momento dipolar magnético, A m 

Ahora d momento torsot sobre una espira de comente en un campo mag 
nético uniforme B es, según (5-10-4), 

T = IAB sen0 ^ 


donde IA = momento magnético de la espira, A m 2 
/ = corriente de espira, A 
A — área de la espira, m 2 

Comparando (1) y (2), es evidente que si QJ = IA, el dipolo y la espira son 
equivalentes. 
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k ún, de (5-11-8), el momento magnético de un solenoide y el de un 
! barra son equivalentes si 


QJ = NI'A (Am 2 ) 

' N = número de vueltas dei solenoide adimensional 
r = corriente dei solenoide, A 
A = área de la sección transversal dei solenoide, m 2 


(3) 


■ Ig xal al momentp magnético; se tiene entonces, que el dipolo magnético, 
ta y el solenoide serán equivalentes si 

Q„l = IA = NI'A = m (A m 2 ) ( 4 ) 

i_-t-j.ru al, se escribe el momento de torsión de cualquiera como 

T = mB sen 0 (N m) ( 5 ) 


Al considerar el momento magnético como un vector m con dirección A 
■■da al eje dei dipolo y el solenoide y perpendicular al plano de la espira, 
*** ^ figura 6-4, (5) puede expresarse por medio dei producto cruz como 


T = m x B 


(N m) 


( 6 ) 


: T = momento de torsión sobre la barra, Ia espira o el solenoide, N m 
■ = Am = momento magnético = A Q„l = (UA = UNI'A, A m 2 
B = densidad de flujo dei campo aplicado, T 

i la figura 6-4 se comparan una barra, una espira y un solenoide. No sólo 
mentos de torsión serán los mismos puesto que Q m l = IA = NI'A sino 
f a 11113 Estancia suficiente y sin campo aplicado, los campos magnéticos de 
serán uno solo. En efecto, si el solenoide tiene las mismas dimensiones 
unán de barra, los campos externos de los dos serán idênticos. Nótese que 
“ »t*do positivo dei vector unitário A para el dipolo es de los polos negativos 
Bkb los positivos, mientras que para la espira y el solenoide se determina por 



Imán dC l ? arra ( dlpol ° magnético), espira de corriente y solenoide en un campo uniforme 
ir.” tres casos el momento de torsión es en el sentido dei movimiento de las manecillas dei reloj 
y nenden a alinear el vector unitário n con B. Si <?„, = IA = Nr A. el raomentb de torsión es el mis- 
■to cn los tres casos. La espira se muestra en sección transversal. 
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medio de la regia de la mano derecha (con los dedos en la dirección de la co- 

rriente y el pulgar en la dirección de A). . 

En todos los casos, el momento de torsión tiende a alinear el vector uni¬ 
tário A con B, siendo coincidente el vector dei momento de torsión T con el eje 
de rotación (perpendicular a la página) y dirigido de manera que m, B y T for- 
meft un conjunto dextrórsum o de mano derecha (como para los ejes x, y y z de 
la figura 2-3). En sintesis, girando m o A hacia B, T es entonces en la dirección 
dei movimiento de un tornillo de rosca derecha. 

Un aspecto importante de (5) o (6) es que aunque ta estructura de un objeto 
magnético puede ser conocida, su intensidad puede describirse en términos de su 
momento magnético m, el cual puede determinarse midiendo su momento de 
torsión T en un campo magnético conocido B. 


6-3 MATERIALES MAGNÉTICOS 

Todos los materiales muestran algunos efectos magnéticos. En algunas sustan- 
cias los efectos son tan dèbiles que los materiales a menudo se consideran como 
no magnéticos. Sin embargo, el vacío es el único medio verdaderamente no 

mag En 1C general, los materiales pueden clasificarse según su comportamiento 
magnético en diamagnéticos, paramagnéticos, ferromagnéticos, antiferromag- 
néticos, ferrimagnéticos y superparamagnéticos. En los materiales diamagne- 
ticos los efectos magnéticos son débiles. Aunque los momentos magnéticos or- 
bitales y dei espín en tales materiales se cancelan (el momento magnético neto es 
cero) en ausência de un campo magnético externo, un campo aplicado produce 
que el momento dei espín exceda ligeramente el momento orbital, produciendo 
un momento magnético neto pequeno que se opone al campo aplicado B. En¬ 
tonces, si un espécimen diamagnético se lleva cerca de cualquier polo de: un 
imán de barra intenso, será repelido, efecto descubierto en 1846 por Michael 
Faraday. El espécimen de Faraday era una pieza de bismuto, sustancia que 
muestra diamagnetismo más fuertemente que la mayor parte de los materiales. 

Aunque el efecto diamagnético se presenta en todas las sustandas, es an 
débil que queda opacado en materiales en que los momentos magnéticos orbita 
y dei espín son desiguales, produciendo un momento magnético neto para el 
átomo aún sin campo aplicado. La orientación al azar de los átomos puede 
producir un momento magnético neto pequefto para una muestra dei material, 
pero cuando se aplica un campo externo, los dipolos atómicos tienden a alinear- 
se con el campo de manera que el momento magnético de la muestra aumenta 
en proporción al número de sus átomos (suponiendo que se logra alineamiento 
perfecto). Sin embargo, las interacciones internas y la agitación térmica tienden 
a inhibir el proceso, de manera que sólo puede lograrse en la práctica un ali- 
neamiento parcial. De todas formas, los efectos magnéticos pueden ser signi¬ 
ficativos y tales sustancias se denominan paramagnéticos. Cuando una sustancia 
paramagnética se lleva a las proximidades de un imán de barra intenso, sera 
atraída hacia éste. 
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En ciertos materiales, especialmente el hierro, el níquel y el cobalto, ocurre 
un fenómeno especial que facilita grandemente el proceso de alineamiento. En 
estas sustancias, llamadas ferromagnéticas, existe un efecto cuántico deno¬ 
minado “acoplamiento de intercâmbio” entre átomos adyacentes en la estruc- 
tura cristalina dei material que asegura sus momentos magnéticos en una rígida 
configuración paralela en regiones, denominadas domínios, las cuales contienen 
muchos átomos. Sin embargo, a temperaturas superiores de un valor crítico, 
conocido como la temperatura de Curie, el acoplamiento de intercâmbio des¬ 
aparece y el material revierte hasta llegar a ser un tipo paramagnético ordiná¬ 
rio. El ferromagnetismo se explica más adelante, en la sección 6-11. 

En los materiales antiferromagnéticos los momentos magnéticos de átomos 
adyacentes se alinean en direcciones opuestas de manera que el momento mag¬ 
nético neto de un espécimen desaparece en presencia de un campo aplicado. 

Aunque los momentos magnéticos de átomos adyacentes en sustancias ferri- 
magnéticas se alinean opuestamente los momentos no son iguales, de manera 
que existe un momento magnético neto que es menor que el de los materiales 
ferromagnéticos. Sin importar los efectos magnéticos más débiles, algunos de 
esos materiales, conocidos como ferritas, tienen una conductividad eléctrica 
menor, lo que los hace útiles en los núcleos de inductores de corriente alterna y 
en transformadores, puesto que las comentes inducidas (parásitas) son me¬ 
nores y las pérdidas óhmicas (térmicas) se reducen. 

Un material superparamagnético consiste en partículas ferromagnéticas 
suspendidas en un aglutinante dieléctrico (plástico) o matriz. Cada partícula 
puede contener muchos domínios magnéticos, pero las fuerzas de intercâmbio 
no pueden penetrar a partículas adyacentes. Con las partículas suspendidas en 
una delgada cinta plástica es posible cambiar el estado de magnetización su¬ 
bitamente en una distancia muy pequena de cinta, de manera que una cinta 
puede almacenar grandes cantidades de información en forma magnética en una 
longitud conveniente. Tales cintas se utilizan mucho en audio, video y sistemas 
de grabación (almacenamiento) de datos. 

En la tabla 6-1 se clasifica cierto número de sustancias según su compor- 
tamiento magnético. ' 


6-4 PERMEABILIDAD RELATIVA 

Una característica importante de un material magnético es su permeabilidad /*. 
A menudo es conveniente hablar de la permeabilidad dei material en relación 
con la dei vacío (/i 0 ). Esta razón o permeabilidad relativa, n r , está dada enton- 
ces por 



(D 
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donde ^ » penneabilidad relativa, adimensional 
fi * permeabilidad. Hm -1 
1 /to * permeabilidad dei vacío = 400rr nHm' 1 

Se nota que Ia permeabilidad relativa es una razón adimensional. 

La permeabilidad relativa dei vacio o dei espacio libre es la unidad por 
definición. La permeabilidad relativa de sustancias diamagnéticas es ligeramenté 
menor que 1, mientras que para las sustancias paramagnéticas es mayor que 1. 
La permeabilidad relativa de sustancias ferromagnéticas es en general mayor 
que 1 y en algunas aleaciones especiales puede ser hasta de 1 millón. 

La permeabilidad relativa de sustancias diamagnéticas y paramagnéticas es 
constante e independiente dei campo aplicado, así como la permitividad relativa 
de las sustancias dieléctricas es independiente de la intensidad dei campo eléc¬ 
trico aplicado. Sin embargo, la permeabilidad relativa de los materiales fe¬ 
rromagnéticos varia en un amplio intervalo para diferentes campos aplicados. 
También depende de la historia previa dei espécimen (véase Histéresis, Sec. 
6—13). Sin embargo, la permeabilidad relativa máxima e s una cantidad definida 
para un material ferromagnético particular, aunque en diferentes materiales el 


Tabla 6-1 Permeabilidades relativas 


Sustanda 

Tipo de grupo 

Permeabilidad relativa n r 

Bismuto 

Diam agnético 

0.99983 

Plata 

Diamagnético 

0.99998 

Plomo 

Diamagnético 

0.999983 

Cobre 

Diamagnético 

0,999991 

Agua 

Díamagnético 

0.999991 

Vacio 

No magnético 

lt 

Aire 

Param agnético 

1.0000004 

Alumínio 

Param agnético 

1.00002 

Paladio 

Paramagnético 

1.0008 

Polvo permalloy 2-81 (2 Mo, 81 Ni)t 

Ferromagnético 

130 

Cobalto 

Ferromagnético 

250 

Niquel 

Ferromagnético 

600 

Ferroxcubo 3 polvo dc ferrita (Mn-Zn) 

Ferromagnético 

1 500 

Acero suave (0.2 C) 

Ferromagnético 

2000 

Hierro (0.2 de impureza) 

Ferromagnético 

5000 

Hierro al silicio (4 Si) 

Ferromagnético 

7000 

Permalloy 78 (78.5 Ni) 

Ferromagnético 

100000 

Mumetal (75 Ni, 5 Cu, 2 Cr) 

Ferromagnético 

100000 

Hierro purificado (0.05 de impureza) 

Ferromagnético 

200000 

Supermalloy (5 Mo, 79 Ni)§ 

Ferromagnético 

1 000000 


t Por definición 

í Porcentaje de composición. (El resto es hierro e impurezas) 

§ Usado en aplicaciones de transformadores con dcvanado de cinta continuo 
(sin entrehierro) en el núcleo. 
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m&ximo puede ocurrir a diferentes valores dei campo aplicado. Esta matéria se 
considera con más detalle en la sección 6-12. 

En la tabla 6-1, las permeabilidades relativas n r se listan para una variedad 
de sustancias. Las sustancias están arregladas en orden de permeabilidad de- 
creciente y también se clasifican como tipos de grupo. El valor para los ma¬ 
teriales ferromagnéticos es la permeabilidad relativa máxima. 

6-5 DIPOLOS MAGNÉTICOS Y MAGNETIZACIÒN 

Una espira de área A con corriente I tiene un momento magnético de IA. Como 
ya se estudió, los campos a una gran distancia de esta espira son idênticos a los 
de un imán de barra de momento dipolar Q m /, donde Q„ es la fuerza magnética 
dei polo y / es la separación entre polos, puesto que el momento magnético de la 
barra es igual al de la espira (véase Fig. 6-5). Entonces.t 

QJ = IA (1) 

La teoria de Ampere era que los pronunciados efectos magnéticos de una 
barra de hierro ocurren cuando grandes números de imanes de tamafio atómico 
asociados con los átomos dei hierro, se orientaban en la misma dirección de 
manera que sus efectos eran aditivos. La naturaleza precisa de los pequeftisimos 
imanes no es importante si se limita a regiones que contienen grandes números 
de ellos. Así pues, pueden considerarse como pequeflísimos imanes o como es¬ 
piras de corriente miniatura. En cualquier caso, es suficiente describirlos por su 
momento magnético, que puede expresarse ya sea por Q m l o por IA. 

Considérese una varilla de hierro uniformemente magnetizada imanada o 
imantada como se muestra en sección transversal en la figura 6-6. Los imanes 
atómicos se orientan todos en la misma forma, y están uniformemente distri¬ 
buídos con el polo norte de un imán tan cerca dei polo sur dei siguiente imán, 
que los polos de imanes adyacentes se anulan uno con otro en sus efectos en 
todas partes, ejccepto en los extremos de la varilla, dejando una capa superficial 
de polos norte en un extremo y de polos sur en el otro. La situación es análoga a 
la de una placa de dieléctrico polarizado uniformemente con los efectos de sus 
dipolos atómicos cancelàndose a través dei interior, pero produciendo capas de 
cargas eléctricas opuestas (ligadas) en las dos superfícies de la placa. 

El efecto de los imanes atómicos puede describirse por medio de la mag- 
nitud llamada magnetización, imanación o imantación Af, definida como el 

Imán +p w 

Area A 

figura 6-5 Imán de barra de momento Q m í y espira de corriente 
equivalente de momento IA. 

+ Esta equivalência puede mostrarse partiendo dei hecho que una espira de corriente en un campo 
B tiene un momento de torsión máximo T ~ IAB, según (5-10-4), mientras que para un imán de 
barra el momento de torsión máximo T — Q„, lB. Se concluye que para momentos de torsión iguales, 
los momentos deben ser iguales. 
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Fig. 6-6 (a) Los efectos de los dipolos 
atómicos de una varilla uniforme- 
mente magnetizada se anulan unos 
con otros, excepto en los extremos de 
la varilla, dejando una capa de polos 
norte en un extremo y de polos sur en 
el otro extremo, como en (ó). 
(Modelo polar) 


momento dipolar magnético por unidad de volumen, análoga a la polarización 
P (para el momento dipolar eléctrico por unidad de volumen en el caso dei 
dieléctrico). Entonces, la magnetización es 


m = QJ 

V V 


( 2 ) 


donde m = Q m l es el momento dipolar magnético en el volumen v. 

La magnetización tiene las dimensiones tanto dei momento dipolar mag¬ 
nético por unidad de volumen como de la fuerza magnética polar por área 
(/L 2 /L 3 = //£). Se expresa en amperes por metro (A m" 1 ). 

El valor de M en (2) es un promedio para el volumen v. Para definir M en 
un punto, es conveniente suponer que la varilla de hierro tiene una distribución 
continua de dipolos magnéticos infinitesimales, o sea, una magnetización con¬ 
tinua, mientras que los dipolos en realidad son discretos, de tamafio finito. De 
todas maneras, la suposición de una magnetización continua no introduce un 
error apreciable puesto que se está restringiendo a volúmenes que contienen 
muchos dipolos magnéticos. Luego, suponiendo una magnetización continua, el 
valor de M en un punto se puede definir como el momento dipolar neto m de un 
pequeno volumen Ar, dividido entre el volumen tomando el limite cuando At; 
iende a cero alrededor dei punto. Entonces, 

ni 

M = lím — (A m l ) (3) 

Si M se conoce en función de la posición en una varilla magnetizada de 
manera no uniforme, el momento magnético total de la varilla está dado por 

m = jM dv (A m 2 ) (4) 

en donde la integración se efectúa en todo el volumen de la varilla. 


Ejemplo. Si la varilla larga uniformemente magnetizada de la figura 6-6 
tiene N' dipolos magnéticos elementales de momento Am, encuéntrese la 
magnetización de la varilla. 
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Soluciôn. Según (2) la magnetizaciòn es 


M = — Am = N" Am 


v 

donde M = magnetizaciòn, A m~ 1 

N" = N'/v = dipolos elementales por jjnidad de volumen, 
número m“ 3 


En este caso la magnetizaciòn M es al mismo tiempo un valor promedio y 
también el valor en cualquier parte de la varilla puesto que la magnetizaciòn 
se supone uniforme. 

6-6 BARRA UNIFORMEMENTE MAGNETIZADA 
Y SOLENOIDE EQUIVALENTE CON NÚCLEO DÈ AIRE 

En la sección 6-5 la magnetizaciòn se explicó por medio de imanes con polos 
norte y sur (modelo polar). Ahora se estudiará la magnetizaciòn de un imán 
de barra en términos de las espiras atómicas de comente (modelo de corriente) de 
la figura 6-7 con una espira en lugar de cada pequeno imán de la figura 6-6 y 
con el momento IA de cada espira siendo igual al momento Q m l de cada imán. 
Suponiendo que existen n espiras en una sección transversal simple de la barra 
(como en la vista dei extremo en la figura 6-7), se tiene 


rtA' = A 


d) 


donde A f = área de espira elemental 

A = área de la sección transversal de la barra o varilla 

Supóngase, además, que hay N de tales conjuntos de espiras en la longitud de la 
barra (véase la vista lateral de la Fig. 6-7). Entonces 


nN = N* 


( 2 ) 


Vista lateral 



Varilla uniformemente 

magnetizada 


Vista dei extremo 


L 


N conjuntos de espiras 


Figura 6-7 Los efectos de las espiras atómicas de corriente de una varilla uniformemente magne¬ 
tizada se anulan unos con otros, excepto en la superfície cilíndrica de la vaíilla, dejando una co¬ 
mente pelicular alrededor de la varilla. (Modelo de corriente.) 
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donde n = número de espiras en una sección transversal de la barra 
N = número de tales conjuntos de espiras 
N' = número total de espiras en la barra 

Se deduce que la magnetización M de la barra está dada por 



N'IA' 

LA 


NI nA' _ N/ 

ITT 


( 3 ) 


donde K f = densidad de comente pelicular equivalente en la superfície exterior 
de la barra, Am -1 
L — longitud de la barra, m 

Al observar desde el extremo de la figura 6-7, se nota que existen comentes 
iguales y dirigidas en sentido opuesto en los lados de las espiras adyacentes, de 
manera que las comentes no tienen efecto neto con la excepción de las comen¬ 
tes en la periferia de la barra. En consecuencia, existe una corriente pelicular 
equivalente que fluye alrededor de la barra, como se sugiere en las figuras 6-7 y 
6-8 a. Esta corriente pelicular tiene una densidad lineal de corriente K* (Am.’ 1 ). 
Aunque los conjuntos de espiras de corriente se muestran por razones de c T .a- 
ridad en la figura 6-7 con un gran espaciamiento, el espaciamiento real es de 
dimensiones atómicas, de manera que macroscópicamente se supone que la 
corriente pelicular es continua. 

Este tipo de corriente pelicular es lo que se tiene efectivamente en el caso de 
un solenoide con muchas vueltas de alambre fino, como en la figura 6-8 b (véase 
también la Fig. 5-15 y en particular la Fig. 5-16). La densidad real de comente 
pelicular K para el solenoide es 

Nl 

* = — (Am" 1 ) (4) 

donde N = número de vueltas en el solenoide, adimensional 
/ = corriente en cada vuelta, A 
L = longitud dei solenoide, m 

La densidad de corriente pelicular K se expresa en amperes por metro. 

Si el solenoide de la figura 6-86 es de la misma longitud y diâmetro que la 
barra de la figura 6-8a, y si K = K\ el solenoide es el equivalente magnético de 


Varilla 




Figura 6-8 (a) Varilla uniformemente 
magnetizada y (b) solenoide equivalente. 















Secc. 6-7 


Campo magnético estático de materiales ferromagnéticos 239 


la barra o varilla. En elaire, B = Ho H\ y al notar (5-11-5), se tiene en el centro 
dei solenoide que 


NI 


B = n o = M 0^ = HoH 

_—,—--—--- m - 

(T) 


( 5 ) 


En el centro de la barra 


B = fi 0 K' = fi 0 M (T) 


( 6 ) 


De (5) se tiene H = K y de (6) se tiene M = K'. Estas son relaciones escalares. 
Vectorialmente, se nota que H es perpendicular a K y M es perpendicular a K'. 
Las relaciones vectoriales mâs generales son 


K = A x H y K' = M x A 


( 7 ) 


donde A es el vector unitário normal al plano que contiene los vectores dei 


campo. 

Conforme con la sección 6-5 en el modelo polar y la sección 6-6 en el 
modelo de espiras de corriente, se observa que existen dos formas diferentes, 
pero equivalentes, de abordar el problema y que pueden explicar y calcular los 
efectos de la magnetización. Ambas formas se considerarán más y se compa- 
rarán en la siguiente sección. 


6-7 VECTORES MAGNÉTICOS B, H Y M 


Considérese un toroide lleno de aire de área A y radio R con N 0 vueltas, como 
en la figura 6.9. Por (5-13-3) la densidad de flujo en el toroide es 


B 0 — Ho 


NqI 

2nR 


( 1 ) 


Pero según (6-6-5) N 0 I/2nR = K, la densidad de corriente pelicular. En con- 
secuencia 


B 0 = no* = HoU (2) 

Si el mismo devanado se colocara sobre un anillo de hierro de la misma área y el 
mismo radio, el valor de B aumentaria. Imaginese ahora que en lugar dei anillo 
de hierro se tiene el mismo toroide con núcleo de aire de la figura 6-9, pero con 
el efecto de anillo simulado por otro devanado toroidal de JV m vueltas. El campo 
magnético de este devanado es 


B m — Ho 


2 nR 


( 3 ) 
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Figura 6-9 Toroide con A/ 0 vueltas de devanado burdo 
(que produce B 0 ) y N m vueltas de devanado fino (que 
producen B m ). 


Pero N m l/2nR = K\ que es la densidad de comente pelicular equivalente. Por 
lo tanto, según (6-6-6) 


B m = n 0 K' = fx 0 M 
Se sigue que la B total está dada por 

B = B 0 + B m = Ho(K + K') = n 0 (H + M ) 


( 4 ) 

( 5 ) 


o 


B = ^ 0 (H + M) 


( 6 ) 


donde B = densidad de flujo magnético, T 
H = campo magnético, Am -1 
M = magnetización, Am -1 

Aunque fue desarrollada para el caso especial de un toroide, (6) es una relación 
(vectorial) que se aplica en general. Al dividir entre H se obtiene 




DividLendo entre la çeimeahUidad. j^ setienet 

, M 


o bien 


M 

77 - ^ _ 1 


( 7 ) 

( 8 ) 
( 9 ) 


t La razón M/H también se llama algunas veces susceptibilidad magnética una cantidad 
adimensional. Introduciéndola en (8) se tiene 

X m = Pr-\ 


En consecuencia, la susceptibilidad magnética Xm = 0 para el vacío, para el cual // r = I 


(10) 
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En médios isotrópicos M y H son en la misma dirección, de manera que su 
cociente es un escalar y en consecuencia p es un escalar. En médios no isotró¬ 
picos, como los cristales, M y H son, en general, no en la misma dirección y p 
no es un escalar. Por lo tanto B = p 0 (H + M) es una relación general, mientras 
que B = pH es una expresión más concisa que, sin embargo, tiene un signifi¬ 
cado simple sólo para médios isotrópicos o ciertBs casos especiales de médios no 
isotrópicos. 

Un monocristal de hierro no es isotrópico, pero la mayor parte de los es- 
pecimenes de hierro consisten en un agregado de numerosos cristales orientados 
de forma aleatória, de manera que macroscopicamente tales especimenes pueden 
tratarse como si fuesen isotrópicos. En tales casos B = /tH puede aplicarse 
como una relación para especimenes macroscópicos o de gran escala. 

Puesto que V • B = 0, se tiene, tomando la divergência de (6) para el 
modelo polar, que 


V H = — V *M (Am' 2 ) 


( 11 ) 


Si la divergência de un campo vectorial no es cero, el campo tiene una fuente, o 
lugar de origen. Se recuerda el caso dei dieléctrico polarizado (Sec. 3-24) que 
V • P = —p p , que indica que el campo de polarización se origina en la carga de 
polarización (de densidad de volumen aparente p p ) en la superfície dei dieléc¬ 
trico. De manera análoga, (11) indica que el campo H se origina donde termina 
el campo de magnetización M y que el campo H termina donde se origina el 
campo M. Esto ocurre en los extremos de la barra de la figura 6-6. 

Los lugares en donde V ■ H (o V • M) no es cero pueden considerarse como 
los lugares o ubicaciones de los polos magnéticos de un objeto magnetizado. En 
consecuencia, los polos de una barra o varilla uniformemente magnetizada, 
como en la figura 6-6, están en las caras extremas de la barra.j 

Al tomar el rotacional de (6), se tiene en el modelo de comentes que 


V x B = p 0 (\ x H) + p 0 (V x M) (12) 

o V x B = p 0 J + /t 0 (V x M) (13) 

Cuando no hay magnetización, (13) se reduce a V x B = p 0 J. El rotacional de 
M tiene las dimensiones de densidad de corriente (amperes por metro cuadrado) 
y representa la corriente equivalente de densidad J'(Am“ 2 ) que fluye, por 
ejemplo, en una capa muy delgada alrededor de la superfície cilindrica de una 
barra uniformemente magnetizada. La densidad lineal de corriente pelicular es 


|En imanes ordinários con los lados planos, la magnetización tiende a ser no uniforme cerca de 
los cantos. La magnetización enteramente uniforme es posible en objetos magnéticos con forma 
elíptica o esférica. Sin embargo, la supôsición de una magnetización uniforme es una buena apro- 
ximación para un imán de barra largo y homogéneo, puesto que la magnetización es casi uniforme 
en toda la barra con excepción de las cercanias de los cantos en los extremos^le la barra. En imanes 
reales con extremos planos la separación efectiva entre los centros polares es ligeramente menor que 
la longitud física dei imán. 
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K' = J' Ax( Am '). donde Ax es el espesor de la capa de corriente de densidad 
promedio J'. Entonces (13) viene a ser 

V x B = /i 0 (J + J ) (14) 

donde J = densidad real de corriente, como en un alambre por el que fluye m 
corriente, Am -2 

J = densidad equivalente de corriente, como en la superfície de una 
barra magnetizada, Am' 2 

La densidad de fíujo B es siempre el resultado de una corriente o su 
equivalente. Por ejemplo, la magnitud de B en el centro de una varilla larga de 
hierro rodeada por un solenoide largo es, según (6-6-5) y(6-6-6), 

B = n 0 (K + K') (T) (15) 

donde K = densidad de corriente pelicular a causa de la corriente en solenoide, 

A m" 1 

K' = densidad equivalente de corriente pelicular en virtud de la mag- 
netización de la varilla, Am -1 

En algunos casos puede expresarse B de manera conveniente directamente 
en términos de las corrientes que lo producen, como en (15). En general, tam- 
bien puede expresarse B en términos dei potencial vectorial A, que a su vez está 
relacionado con las corrientes. Entonces 


B = V x A (16) 

Si se presentan corrientes tanto de conducción como de magnetización, 


donde 


A 


Mo r j + j 

471 J r 


J = V x H y J' = VxM (Am 2 ) 


(17) 


Ejemplo 1. Remitiéndose a la figura 6-lOt/, una bobina toroidal de núcleo 
de aire tiene un jadio R y un área de sección transversal A = nr 2 La 
bobina tiene un entrehierro muy angosto, como se muestra en el detalle dei 
entrehierro de la figura 6-1 la; está hecha de muchas vueltas TV de alambre 
fino aislado con una corriente I. Dibújense gráficas que muestren la va- 
riación de B, M, H y /i a lo largo de la línea dei radio R en el entrehierro 
(eje de la bobina). 

SoLuciôN. Despreciando el pequeno efecto dei entrehierro estrecho, B es 
esencialmente uniforme en torno dei interior de todo el toroide. Puesto que 
R > r, su magnitud es, según (5-11-5), aproximadamente 


B = 


Mo Nt 
2t tR 


MoK 


(T) 


( 18 ) 
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Figura 6-10 (a) Bobina toroidal con entrehierro. (ó) Anillo de hierro con magnetizado permanente 
con entrehierro. (c) Bobina toroidal con núcleo de hierro y con entrehierro. 


donde K es la magnitud de la densidad lineal de comente de lâmina en am¬ 
peres por metro. En la figura 6-1 lb se muestra una gráfica de la magnitud 
de B a lo largo dei eje de la bobina en el entrehierro. 

No hay material ferromagnético presente, de manera que la magnetización 
es despreciable y M = 0, como se indica en la figura 6-11c. Se deduce que 
V • M = 0 y también V • H = 0. 

Puesto que M = 0, se tiene 


B = Vo K = NI 

Vo Vo 


(Am l ) 


(19) 


Por lo tanto, la magnitud de H es constante e igual a la densidad de co¬ 
mente pelicular K dei devanado de la bobina, como se indica en la figura 
6-1 lrf. La permeabilidad en cualquier parte es Vo (Fig. 6-1 lc). 
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Eje de 
la bobina 




Figura 6-11 Magnitudes de cantidades magnéticas a lo largo dei eje de la bobina en el entrehierro 
dei toroide (véase Fig. 6-10a) (Ejemplo 1.). 

Debe advertirse que B es continuo y que en este caso H es también 
continuo puesto que no hay presente ningún material ferromagnético. En 
este caso, B y H tienen la misma dirección en cualquier punto. 

Ejemplo 2* Considérese ahora que la bobina toroidal dei ejemplo 1 es rem- 
plazada por un anillo de hierro dei mismo tamafio y también con un en¬ 
trehierro de las mismas dimensiones, como se sugiere en las figuras 6-106 y 
6- 12a. Supóngase que el anillo tiene una magnetización permanente unifor¬ 
me M, que es igual en magnitud a K para el toroide dei ejemplo 1. Di- 
bújense gráficas que muestren la variación de B, M, H, /t, y V • H a lo largo 
dei eje dei anillo en el entrehierro. 

Sqlüción. El anillo tiene un polo norte en el lado izquierdo dei entrehierro 
y un polo sur en el lado derecho. Despreciando el pequefío efecto dei es- 
trecho entrehierro, B es esencialmente uniforme alrededor de todo el in- 
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Figura 6-12 Variación de cantidades magnéticas a o largo dei eje en el entrehierro de un anillo de 
hierro con magnetizado permanente (Véase Fig. 6-106) (Ejemplo 2). 

tenor dei anillo y también a través dei entrehierro. En el modelo de co¬ 
mente se debe enteramente a la densidad de corriente peculiar equivalente 
K f en la superfície dei anillo. Conforme a (6-6-3), K' = M. Entonces 

B = ijl 0 M = ti 0 IC (T) (20) 

donde M y K* son, de acuerdo con las condiciones establecidas, igual a la K 
para el solenoide dei ejemplo 1. En consecuencia, B es el mismo en ambos 
ejemplos. Su valor en el entrehierro se ilustra en la figura 6-12&. 
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En el anillo, M = K\ pero afuera dei mismo y en el entrehierro, M = 

0. Supóngase Que el cambio en M desde cero a K' en el entrehierro ocurre 
en una distancia muy corta Ax, en lugar de formar una función escalón 
cuadrado. La gráfica para M es entonces como se muestra en la figura 
6-12c. 

Fuera dei anillo y en el entrehierro, M = 0; así •> 


H = B = K' (Am -1 ) 

Ho 

Dentro dei anillo 

H = — — M (Am“‘) (21) 

Ho 

o aproximadamente H = K' — K' = 0. El valor exacto de H no es cerot 
sino que es pequefto y negativo. La variación de H a través dei entrehierro 
se ilustra en la figura 6-l2d. 

Según (6-7-7), la permeabilidad en el anillo es grande y negativa por¬ 
que H es pequefta en comparación con M y es negativa. En el entrehierro 
H — fi 0 , La variación de /j a través dei entrehierro se muestra en la figura 
6-12*. 

Puesto que K' en este ejemplo es igual a K dei ejemplo 1, B y H en el 
entrehierro tienen valores idênticos en ambos ejemplos. En el entrehierro, 
ias direcciones de B y H son las mismas. En el anillo de hierro, B es d mis¬ 
mo que en el toroide dei ejemplo 1, pero H es más pequefia y en dirección 
opuesta. Una dirección de H opuesta a la de B es característico de con¬ 
diciones dentro de un imán permanente. 

En el modelo polar, de acuerdo con (6-7-11), la divergência de H es 
igual a la divergência negativa de M, y es igual a la densidad volumétrica 
aparente dei polo p m en el anillo en ambos lados dei entrehierro. Entonces 

V-H = — V-M = p m (A mm" 3 ) (22) 

Esta es cero en todas partes excepto en las capas dei supuesto espesor Ax 
dei entrehierro. Supóngase que M cambia linealmente en magnitud en este 
, y exypauiando tambiéa que Ax es muy pequefto en comparación 
con el diâmetro de la secdón transversal 2 r dei anillo, en el eje se tiene 


VM 


dM x _ TK' 
dx Ax 


-Pm 


(23) 


4- 

o bien V • H = —— = p m (24) 

àx 

donde el signo superior antes de K f se aplica si M disminuye y H aumenta, 
al pasar a través de Ax en una dirección positiva (de izquierda a derecha). 

t El anàlisis anterior es aproximado puesto que desprecia el efecto en el entrehierro. Véase sec- 
ción 6-24. 
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La variación de V * H a lo largo dei eje se ilustra en la figura 6-12/. Por lo 
tanto, la densidad volumétrica polar p m tiene un valor sólo en las capas dei 
espesor supuesto Ax a los lados dei entrehierro; por esta razón las super¬ 
fícies dei hierro dei entrehierro se denominan caras polares . 

Ejemplo 3. Supóngase ahora que el anillo jje hierro dei ejemplo anterior se 
ha devanado con la bobina toroidal dei ejemplo 1» con el entrehierro dei 
toride coincidiendo con el entrehierro dei anillo, como se muestra en la 
figura 6- 10c y en el detalle dei entrehierro de la figura 6-13a. La combi- 
nación constituye un toroide con núcleo de hierro en contraste con el to- 
roide con núcleo de aire dei ejemplo 1. Sea la densidad de corriente pelicular 
para el devanado dei toroide K como en el primer ejemplo. Más aún, 
súmese la magnetización inducida a la magnetización permanente dei 
anillo, lo cual produce una magnetización uniforme total (permanente e in¬ 
ducida) que es igual en magnitud a 4/l, Dibújense gráficas que muestren la 
variación de B, M, H f p y V • H a lo largo dei eje dei anillo en el entre¬ 
hierro. 


Solución. En este caso la magnetización total en el modelo de corriente es 
Aí = K' = 4 K. Despreciando el efecto dei entrehierro estrecho, la densidad 
de flujo es sustancialmente uniforme alrededor dei lado interno dei anillo y 
a través dei entrehierro. Está dado por (léase Fíg. 6-13b) 


B = p 0 (K + K') = 5ti 0 K (T) (25) 


En el anillo M - 4K y en el entrehierro Aí = 0, como se muestra en la 
figura 6-13c. Se supone de nuevo que Aí cambia linealmente sobre una dis¬ 
tancia corta Ax en las caras polares. 

En el entrehierro 


H = — = 5K 
Ho 

En el anillo 

H = ■— — M 
Ho 


(26) 


(27) 


y asi se tiene de una manera muy aproximada que H - 5 K — 4K = K. La 
variación de H a través dei entrehierro se muestra en la figura 6-13 d. En el 
entrehierro, p = p 0 . En el anillo (véase Fig. 6-13e) 

= Suo (28) 

En este ejemplo, B y H tienen la miáma dirección tanto en el entre¬ 
hierro como en el anillo. Sin embargo, en el anillo H es .más débil que en el 
entrehierro. El toroide tiene una densidad de corriente pelicular de K (A m 1 ), 
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Figura 6-13 Variación de cantidades magnéticas a lo largo dei eje de la bobina en el entrehierro de 
un toroide de núcleo de hierro (véase Fig. 6- 10c) .(Ejemplo 3). 

y el anillo tiene una densidad de comente pelicular equivalente alre- 
dedor de su superfície curvada de K ' = 4 K (A m~*). Dentro de un alambre 
de. la bobina toroidal V x H = J (A m" 2 ) como se sugiere en la figura 6- 
13 a. En cualquier lado diferente, V x H = 0. En la superfície curvada dei 
anillo V x M = J' (Am' 2 ). En cualquier otra parte V x M = 0. 

En el modelo polar la divergência de H o densidad volumétrica dei 
polo p m está dada por el negativo de la divergência de M. Esta tiene un 
valor de + 4K/Ax en el espesor polar supuesto Ax en las caras polares. Es¬ 
to se ilustra en la figura 6-13/. El hecho que V • H = p m en las caras polares 
se indica también en la figura 6-13a. En cualquier otro lugar V ■ H = 0. 
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En los dos últimos ejemplos que contienen material ferromagnético hay que 
notar que las líneas de magnetización, o M, se originan o tienen su fuente en un 
polo sur (negativo) y terminan o tienen un sumidero, en un polo norte (posi¬ 
tivo). Las lineas H, por otro lado, se originan, como en el ejemplo 2, en un polo 
norte y terminan en un polo sur. Entonces, V • H tiene un valor positivo en un 
polo norte, mientras que V • M tiene un valor positivo en un polo sur. 

Como ejemplo final se comparan los campos alrededor de un solenoide y la 
varilla permanentemente magnetizada. 

Ejemplo 4. Un solenoide largo uniforme, como en la figura 6- 14a, está 
situado en aire y tiene NI ampere-vueltas y una longitud /. Una varilla de 
hierro permanentemente magnetizada en los modelos polares y de corriente 
(Fig. 6-14e) tiene las mismas dimensiones que el solenoide tiene una mag¬ 
netización uniforme M igual a NI/l para el solenoide. Dibújense gráficas 
que muestren la variación de B, M, y H a lo largo de los ejes dei solenoide 
y de la varilla. Dibújese también la configuración de los campos para los 
dos casos. 

Solución. Puesto que la varilla y el solenoide tienen las mismas dimen¬ 
siones y M = K — K = Níjl , los dos magnéticamente equivalentes. Los 
campos B para ambos son los mismos en cualquier punto y los campos H 
para ambos son los mismos en el exterior dei solenoide y de la varilla. 
Suponiendo que el solenoide sea largo en comparación con su diâmetro, la 
densidad de flujo en el centro está dada aproximadamente por 

NI 

B = Po —j~ = Ho K (29) 

En los extremos dei solenoide 

B = (30) 

La magnitud de B en otros lugares a lo largo dei éje dei solenoide se pueden 
obtener a partir de (5-11-3) con un cambio apropiado en los limites. La 
variación de B a lo largo dei eje dei solenoide se muestra gráficamente en la 
figura 6-14Ó. La variación a lo largo dei eje de la varilla es la misma (Fig. 
6-14/). 

Para el caso dei solenoide, M - 0 en todas partes (Fig. 6-14c). En la 
varilla se supone que la magnetización M es uniforme, como en la figura 
6-14g. 

Para el caso dei solenoide, H = B/^ 0 en todas partes, de manera que 
H = K en el centro y H = en los extremos. La variación de H a lo largo 
dei eje dei solenoide se muestra en la figura 6-14 d. Fuera de la varilla, H es 
la misma que para el solenoide. Dentro de la varilla H = (£//i 0 ) — M, de 
manera que la variación es como se representa en la figura 6-14/z. Se su¬ 
pone que M cambia de cero a K en una distancia corta A* en los extremos 
de la varilla. La dirección de H en la varilla es la opuesta a la de B. 
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Figura 6-14 Solenoide y varilla magnetizada equivalente en modelos polar y de corriente mostrando 
los campos a lo largo dei eje (Ejemplo 4). 

Dentro de los alambres dei devanado dei solenoide, V x H = J, como 
se indica en la figura 6- 14a. En la superfície cilíndrica de la varilla, V x M 
= J\ como se representa en el modelo de corriente en la figura 6-14e. En el 
caso dei solenoide, V*B = 0yV*H = 0en todas partes. En el caso de la 
varilla, V - B = 0 en todas partes, pero V • H = — V • M = p m en las caras 
de los extremos de la varilla, como se sugiere en el modelo polar de la fi¬ 
gura 6-14e. 

Los campos B,MyH para el solenoide y la varilla se esquematizan en 
la figura 6-15. Adviértase que dentro de la varilla, H está dirigido dei polo 
norte hacia el polo sur. Puesto que M y B tienen, en general, direcciones 
diferentes en la varilla. En este caso n pierde su significado escalar simple. 
Aqui H puede obtenerse por medio de la adición de vectores, usando 
(6-7-6). Como ejemplo, H en el punto P de la figura 6-15/ puede obtenerse 
por la suma vectorial de B//i 0 y —M como en la figura 6-15g. 

Si bien la magnetización se basa en el fenómeno real de la magnetización, 
con frecuencia es más simple y más conveniente no considerar el mecanismo dei 
fenómeno y usar la permeabilidad ii para describir las características dei medio 
magnético. Esto es particularmente cierto cuando /i puede tratarse como un es¬ 
calar. En este caso, n se determina experimentalmente a partir de una muestra 
dei material. Sin embargo, puesto que p no es una constante para materiales 
ferromagnéticos, sino una función de H y también de la historia previa de la 
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Campo B 



Campo M 
El campo M es cero 


Solenoide 
(núcleo de aire) 


( 6 ) 


Campo H 




Varilla 

S -* --N 


(e) 



Figura 6-15 Campos de solenoide y de varilla equivalente permanentemente magnetizada. Los cam¬ 
pos B son los mismos para el solenoide y la varilla (véase (a) y (d)). El campo M es cero en todas 
partes excepto en el interior de la varilla (vêanse (b) y (e)). Los campos H son los mismos afuera dei 
solenoide y la varilla pero diferentes en el interior (véanse (c) y (/)). (Ejemplo 4). 


muestra, los métodos para tratar con materiales ferromagnéticos requieren ui. 
estúdio especial (véase Secc. 6-11 y siguientes). 


6-8 ENERGIA EN UN INDUCTOR Y DENSIDAD 
DE ENERGIA 

Un inductor almacena energia, como puede demostrarse con la ayuda dei cir¬ 
cuito de la figura 6-16. Con el interruptor S cerrado, la lámpara está encendida. 
Cuando el interruptor se abre, la lámpara aumenta momentáneamente su 
brillantez en virtud de la energia almacenada en el campo magnético de la in- 
ductancia que induce una corriente al reducirse el campo. La energia (mag¬ 
nética) proporcionada a la lámpara es 

W„ = J(poder) dt = j VI dt (J) <1) 

Según la teoria de circuitos, la tensión o voltaje a través dei inductor está dado 
por V = L dl/dt; así, 


W 

w r m 


- l Í 


I dl = \LI 2 (J) 


( 2 ) 


Entonces, la energia magnética tiene las dimensiones de la inductancia multi- 
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Figura 6-16 Circuito para demostrar el almacenamiento de energia en un, 
campo magnético. 


plicada por el cuadrado de la corriente. Puesto que L = A/J, la energia al- 
macenada puede expresarse en diferentes formas como 




(3) 


donde W m = energia almacenada, J 

L =.inductancia dei inductor, H 
I = corriente a través dei inductor, A 
A = enlace dei flujo o flujo por espira, Wb vueltas 


La energia que posee un inductor es almacenada en su campo magnético. Se en¬ 
contrará la densidad de esta energia como función de la densidad de flujo B. 
Considérese un cubo unitário pequefio de longitud Al por lado y volumen Av = 
Al 3 situado en un campo magnético como en la figura 6-17a. Colóquense 
lâminas metálicas delgadas en las superfícies superior e inferior dei cubo, cada 
una con una corriente AI como se indica. Se rodea todo el espado en la vecin- 
dad dei cubo con cubos semejantes, como se indica por medio de la sección 
transversal de la figura 6-176. Las direcciones en que las corrientes fluyen sobre 
las lâminas se indica por medio de circulos con un punto (corriente hacia afuera 
de la página) y círculos con una cruz (corriente hacia adentro de la página). 

Cada cubo puede considerarse como una línea de transmisión de celda de 
campo magnético de longitud Al (hacia adentro de la página). Cada celda tiene 
una inductancia AL = ju AL El campo H se relaciona con la corriente Al por 
medio de H Al — AL La energia almacenada en cada celda es, de acuerdo con 
(3), 


AW m = ±ALAI 2 (J) 


Se sigue que 


AW m = \ilH 2 Al 3 = \\iH 2 Av 


( 4 ) 
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(b) 


B Figura 6-17 (<r) Volumen cúbico pequefto en un campo 

magnético, (b) Sección transversal a través de la región 
_llena con muchos de tales cubos. 


Al dividir (4) entre Ai? y tomando el limite de la razón AWJAv cuando Av 
tiende a cero, se obtiene la energia por volumen, o densidad de energia, w m dei 
campo magnético en el punto alrededor dei cual la celda de volumen Av tiende a 
cero. Entonces 



(5) 


No se necesita ningún material para que la energia se almacene en un cam¬ 
po magnético. Entonces, la energia puede estar presente en el campo magnético 
de un inductor situado en el vacío. Sin embargo, si existe material ferroso 
(hierro) en el inductor, la densidad de energia aumenta en proporción a la per- 
meabilidad p. Según (6-7-6) o (6-7-7), puede expresarse la densidad de energia 
magnética como 


*v m = fooH 2 + Vo MH) = &u 0 H 2 + MB) = frH 2 (J m“ ■ 3 ) 

donde n 0 H 2 = densidad de energia en el vacío, Jm' 3 

Ho MH = MB = densidad de energia en el medio ferroso, Jm" 3 

La energia adicional en el hierro se debe a su magnetización. Sin hierro no existe 
magnetización (M = 0) y la densidad de energia es simplemepte ?n 0 H 2 . Con el 
hierro, la energia aumenta en jh 0 MH a una densidad total de energia de ifiH 2 . 
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Estas relaciones son muy similares en la forma a la densidad de energia 
eléctrica en un capacitor, como se estudió en la sección 3-10. 


6-9 RELACIONES O CONDICIONES EN LA FRONTERA 


En un medio simple el campo magnético es continuo. Esto es, el campo, si no es 
constante, cambia sólo en una cantidad infinitesimal en una distancia infini¬ 
tesimal. Sin embargo, en la frontera entre dos médios diferentes, d campo mag¬ 
nético puede cambiar súbitamente tanto en magnitud como en dirección. 

Es conveniente analizar el problema en la frontera en dos partes consi¬ 
derando por separado la relación de campos normal a la frontera y tangente a la 
frontera. 

Tomando primero la relación de campos normal a Ia frontera, considé- 
rense dos médios de permeabilidades y fi 2 separados por el plano xy, como 
se muestra en la figura 6-18. Supóngase que se construye una caja imaginaria, la 
mitad en cada medio, de área Ax Ay y altura Az. Sea B nl la componente 
promedio de B perpendicular a la parte superior de la caja en el medio 1, y B„ 2 
la componente promedio de B normal a la superfície inferior de la caja en el 
medio 2, B nl Es normal hacia afuera (positivo), mientras que B n2 es normal 
hacia adentro (negativo). Por la ley de Gauss para los campos magnéticos (5-8- 
1), el flujo magnético total sobre una superfície cerrada es cero. Es decir, la in¬ 
tegral de las componentes normales hacia afuera de B sobre una superfície 
cerrada es cero. Haciendo que Ia altura Az de la caja tienda a cero, la contri- 
bución de los lados de la caja a ta integral de superfície se hace cero, aun- 
que pueda haber componentes finitas de B normales a los lados. En consecuencia, 
la integral de superfície se reduce a B nl Ax Ay — B nl Ax Ay = 0 o 


®nl — Bni 


(D 


De acuerdo con (1 ), la coponente normal de la densidad de flujo B es continua 
a través de la frontera entre dos médios. 


Medio t 



/"i 


y 


X 


Medio 2 


Figarm 6-18 Construcción para en¬ 
contrar la relación át continuidad 
para la componente normal de 8 . 
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Figura 6-19 Construcdón para 
encontrar la relación de conti- 
nuidad para la componente tan¬ 
gencial de H. 


Ahora considérese la relación para campos magnéticos tangentes a la firon- 
tera; supóngase dos médios de permeabilidades y \i 2 separados por un plano 
como frontera, como en la figura 6-19. Considérese una trayectoria rectangular, 
la mitad en cada medio, de longitud Ax paralela a la frontera y de longitud Ay 
normal a la frontera. Sea el valor promedio de H tangente a la frontera en el 
medio 1, H n y el valor promedio de H tangente a la frontera en el medio 2, H í2 - 
De acuerdo con (5-14-5), la integral de H alrededor de una trayectoria cerrada 
es igual a la corriente encerrada /. Al hacer tender a cero la longitud de la 
trayectoria Ay, la contribución de estos segmentos de la trayectoria se hace cero 
aunque pueda existir un campo finito perpendicular a la frontera. La integral de 
línea se reduce entonces a H n Ax — H tl Ax = /, o 


/ 


H tl -H í2 =- = K 

(Am -1 ) 


( 2 ) 


donde K es la densidad lineal de cualquier corriente que fluye en una lâmina in¬ 
finitesimalmente delgada en la superfície.t 

De acuerdo con (2), el cambio en la componente tangencial de H a través 
de una frontera es igual en magnitud a la densidad de corriente pelicular K en la 
frontera . Se observa que K es normal a H, esto es, la dirección de la corriente 
pelicular de la figura 6-19 es perpendicular a la página. Esto se expresa por 
medio de la relación vectorial 


K = n x (H (1 - H (2 ) 


(3) 


donde n = vector unitário normal a la frontera, adimensional 

H (1 = campo magnético tangente a la frontera en el lado 1, Am -1 
H r2 = campo magnético tangente a la frontera en el lado 2, Am' 1 
K = densidad de corriente pelicular en la frontera, Am -1 


t Si J es la densidad de corriente en amperes por metro cuadrado en una lâmina delgada de es- 
pesor A y\ entonces K se define por medio de 

K = J Ay (Am 1 ) * 

donde J -* oc cuando Ay' -*■ 0, 
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Si el campo abajo de la frontera es cero (H t2 = 0), (3) indica que la comente K 
relacionada con H n será hacia adentro de la página en la figura 6-19, mientras 
que si el campo arriba de la frontera es cero ( H n = 0), la corriente K rela¬ 
cionada con H xl será hacia afuera de la página. 

Si K = 0, entonces 


Hn = 


(4) 


De acuerdo con (4), las componentes tangenciales de H son continuas a través 
de la frontera entre dos médios puesto que la frontera no tiene corriente peli- 
cular. 

Si el medio 1 es no conductor y si H t2 = 0, 


H n = K 2 (5) 

donde K 2 es la densidad de corriente pelicular en amperes por metro en el 
medio 2 en la frontera (dentro de la página en la figura 6-19). Cuando el medio 
1 es el aire y el medio 2 es un conductor, (5) es aproximada a altas frecuencias 
porque el efecto pelicular o superficial (efecto Kelvin) restringe la corriente en el 
conductor a una capa muy delgada en su superfície (véase Cap. 10). 


Ejemplo 1. Considérese una frontera plana entre dos médios de permea¬ 
bilidades jí, y /í 2 ,como en la figura 6-20. Encuéntrese la relación entre los 
ângulos a! y a 2 . Supóngase que los médios son isotrópicos con B y H en la 
misma dirección. 


Solución. Partiendo de las relaciones o condiciones de frontera, 


B nl = B„2 

y 

H tl = H, 2 

(6) 

Según la figura 6-20, 

B„, = B t cos otj 

y 

B h2 = B 2 COS «2 

(7) 

H tl = H í sen:*! 

y 

H, 2 = H 2 sena 2 

(8) 



Figura 6-20 Frontera entre dos médios de di¬ 
ferente permeabilidad mostrando el cambio de 
dirección de la línea de campo magnético. 
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donde B x =magnitud de B en el medio 1 
B 2 =magnitud de B en el medio 2 
H x =magnitud de H en el medio 1 
H 2 =magnitud de H en el medio 2 

Al sustituir (7) y (8) en (6) y dividiendo, queda 

tan « 1 = th = /Vi_ ^ 

tan oc 2 \i 2 \i r2 

fi rl =permeabilidad relativa dei medio 1, adimensional 
fi r2 = permeabilidad relativa dei medio 2, adimensional 

La ecuación (9) da la relación entre los ângulos <x t y a 2 para lineas B y 
H en la frontera entre los dos medios.t 

Ejemplo 2. En la figura 6-21, sea el medio 1 aire (/i r = 1) y el medio 2 sea 
hierro dulce con permeabilidad relativa de 7 000. (a) Si B en el hierro incide 
perpendicularmente sobre la frontera (oc 2 = 0), encuéntrese ol x . (b) Si B en 
el hierro es casi tangente a la superfície con un ângulo a 2 = 85°, encuén¬ 
trese <*i* 


SoLUCiÓN.(a) Según (9) 


Lt r \ 1 

tan = — tan a 2 = —— 
Un 2 7,000 


tan a 2 


( 10 ) 


cuando a 2 = 0, = 0, de manera que la linea B en el aire es también normal a 

la frontera (véase Fig. 6-2 lo). 



Lineas B en frontera 


tEsta relación se aplica sólo si B y H tienen la misma dirección (/j un escalar). En ausência de 
magnetización, como en el aire, B y H tienen la misma dirección. Cuando se presenta una mag- 
netización, como en un electroimãn de hierro dulce, B y H tienden a tenér la misma dirección. Sin 
embargo, esta no es la situación que se tiene con un imàn permanente. 
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(b) Cuando oc 2 = 85°, se tiene por (10), que tan = 0.0016 , o a 1 = 
0.1°. Por consiguiente la dirección de B en el aire es casi normal a la frontera 
(dentro de 0.1°), aunque su dirección en el hierro sea casi tangente a la 
frontera (dentro de 5 o ) (véase Fig. 6-216). De acuerdo con ello, para 
muchos casos prácticos, la dirección de B o H en el aire o en oiro medio de 
baja permeabilidad relativa puede tomarse como perpendicular a la fron¬ 
tera de un medio que tenga una permeabilidad relativa alta. Esta propiedad 
recuerda la de E o D en la frontera de un conductor. 


6-10 TABLA DE LAS CONDICIONES O RELACIONES 
DE FRONTERA PARA CAMPOS MAGNÉTICOS 


La tabla 6-2 resume las relaciones o condiciones en la frontera para los campos 
magnéticos desarrollados en la sección 6-9. 


Tabla 6-2 Relaciones o condiciones de frontera para campos magnéticos + 


Componente 

Relación o condición 


Condición 

de campo 

de frontera 



Normal 

B„, = B„ 2 

(D 

Dos médios cualesquiera 

Normal 

Mr 1 Un 1 = t*r2 H Hl 

(2) 

Dos médios cualesquiera 

Tangencial 

»n -H i2 = K 

n x (H,, - H, 2 ) = K 

(3) 

(3a) 

Dos médios cualesquiera con lâmina de corrien- 
te de espesor infinitesimal en la frontera 

Tangencial 

H„ = H, 2 

(4) 

Dos médios cualesquiera sin Lâmina de comente 



en la frontera. 

Tangencial 

H, | = *2 

(5) 

H tl — 0; también el medio 2 tiene una lâmina 
de comente de espesor infinitesimal en la 




frontera; H tl y K 2 son perpendiculares entre 
si. 


t Estas relaciones se apücan tanto para campos estáticos como variables 
en el tiempo (véase Cap. 8). 


6-11 FERROMAGNETISMO 

Los materiales ferromagnéticos presentan fuertes efectos magnéticos y son las 
sustancias magnéticas más importantes. La permeabilidad de estos materiales 
no es constante, sino que es función dei campo aplicado y la historia magnética 
previa de! espécimen. En vista de la naturaleza variable de la permeabilidad de 
los materiales ferromagnéticos, es necesarío hacer una consideración especial 
de sus propiedades. 
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Figura 6-22 Seis direcciones de fácil magnetización en 
un cristal de hierro. 


En las sustancias ferromagnéticas, como ya se explicó, los dipolos atómicos 
tienden a alinearse en la misma dirección por regiones, o domínios, que con- 
tienen muchos átomos. El tamano de los dominios varia, pero normalmente 
contienen millones de átomos. En algunas sustancias, la forma parece ser una 
barra larga y delgada con una dimensión transversal de tamano microscópico 
pero con longitudes dei orden de milimetros o algo asi. En consecuencia, un 
dominio actúa como un imán de barra muy pequeno, pero no de tamano 
atómico. 

En un cristal de hierro sin magnetizar los dominios son paralelos a una 
dirección de fácil magnetización, pero hay igual número de polos norte apun- 
tando en cada dirección, de manera que el campo externo dei cristal es cero. En 
un cristal de hierro existen seis direcciones de fácil magnetización. Esto es, exis¬ 
te una dirección positiva y negativa a lo largo de cada uno de los tres ejes 
mutuamente perpendiculares dei cristal (Fig. 6-22). Por lo tanto la polaridad de 
los dominios en un cristal de hierro sin magnetizar puede representarse por el 
diagrama esquemático de la figura 6-23a. Una sola N representa un dominio 
con un polo norte apuntando hacia afuera de la página y una sola S representa 
un dominio con un polo sur apuntando hacia afuera de la página. Si el cristal se 
coloca en un campo magnético paralelo a una de las direcciones de fácil mag¬ 
netización, los dominios con polaridad perpendicular u opuesta al campo se 
vuelven inestables y unos cuantos de ellos giran para tener la misma dirección 
que el campo. Con un aumento posterior dei campo, cambian más dominios, 
cada uno como una unidad individual, hasta que todos los dominios están en la 
misma dirección, habiéndose alcanzado la saturación magnética, como se su- 
giere en la figura 6-23 b. El cristal se magnetiza entonces en un grado máximo. 
Si 1a mayor parte de los dominios conservan sus direcciones después de que se 
suprime el campo aplicado, se dice que el espécimen está magnetizado per¬ 
manentemente. El choque térmico y mecânico hace regresar al cristal a su es¬ 
tado original desmagnetizado, o si la temperatura se eleva lo suficiente, los 
dominios mismos se desmagnetizan (el acoplamiento de intercâmbio desaparece) 
y la sustancia cambia de ferromagnética a paramagnética. -Para el hierro, esta 
temperatura de transición, o punto de Curie, es de 770°C. El magnetismo re- 
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(b) 


Figura 6-23 (tfJPolaridad de domínios enun cristal de hierro 
desmagnetizado. Las flechas indican la dirección de magne¬ 
tización. Una sola N aislada representa un domínio con un 
polo sur apuntando hacia fuera de la página, (b) Situación 
después de que el cristal ha sido saturado por un campo mag¬ 
nético dirigido hacia la derecha. 


sidual es tan débil, en comparación con el caso ferromagnético, que el material 
se considera normalmente como desmagnetizado. 

La magnetización que aparece solamente en presencia de un campo apli¬ 
cado se puede mencionar como magnetización inducida, para distinguiria de la 
magnetización permanente que se presenta en ausência de un cámpo aplicado. 


6-12 CURVAS DE MAGNETIZACIÓN 

La permeabilidad p de una sustancia está dada por 

B 

V = jj = 

donde B = magnitud de la densidad de flujo, T 
H = magnitud dei campo H, A m 1 
p 0 = permeabilidad dei vacío = 400rc nHm' 1 

= permeabilidad relativa de la sustancia, adimensional 

Pôr consiguiente para ilustrar la razón de B a H, se usa una gráfica que muestra 
a B (ordenada) en función de H (abscisa). La linea o curva que muestra a B 
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como función de H en dicha gráfica BH se denomina curva de magnetización. 
Se observa que ^ no es la pendiente de la curva, la cual está dada por dB/dH s 
sino que es igual a la razón B/H . 

Para hacer la medición de una curva de magnetización para una muestra de 
hierro, puede cortarse de la muestra un anillo cerrado, delgado. Se coloca un 
devanado uniforme sobre el anillo, formando un toroide con núcleo de hiefro, 
como en la figura 6-24. Si el número de ampere-vueltas dei toroide es NI, el 
valor de H aplicado al anillo es 

NI 

H = — (Amp. vueltas m l ) 

donde / = 2nR y R es el radio medio dei anillo o toroide. Este valor de H 
aplicado al anillo puede llamarse fuerza de magnetización. En general, H es 
llamado a veces por este nombre. La densidad de flujo B en el anillo puede con- 
siderarse como el resultado dei campo aplicado H y se mide por medio de otra 
bobina secundaria sobre el anillo, como en la figura 6-24, y conectando esta 
segunda bobina a un fluxómetro.t Para un cambio en H, producido por el cam¬ 
bio de la corriente en el toroide I, existe un cambio en el flujo magnético a 
través dei anillo. Tanto H como B son esencialrhente uniformes dentro dei 
anillo y despreciables en el exterior. Por lo tanto, el cambio en el flujo i j/ m = BA , 
en donde A es el área de la sección transversal dei anillo y el cambio que se 
produce en la densidad de flujo B está dado por B = i/zJA donde */% se mide 
por medio dei fluxómetro. Este método dei anillo para medir curvas de mag¬ 
netización lo usó Rowland en 1873. 

Una curva típica de magnetización para un material ferromagnético se 
muestra por medio de la curva continua de la figura 6-25a. El espécimen en este 
caso estaba inicialmente desmagnetizado y se fue anotando el cambio tanto en B 
al ser aumentado H a partir de 0. Como comparación, en la figura 6-25a se 
muestran cuatro líneas discontinuas, que corresponden a permeabilidades re¬ 
lativas constantes, de 1, 10, 100 y 1 000. La permeabilidad relativa en cual- 
quier punto sobre la curva de magnetización está dada por 

B B 

fi r = —— = 7.9 x 10 3 — (adimensional) 

Hotl ti 

donde B = ordenada dei punto, T 

H = abscisa dei punto, Am -1 

En la figura 6-25 a se presenta una gráfica de la permeabilidad relativa ji r en 
función dei campo aplicado H y que corresponde a la curva de magnetización 
de la figura 6-25 b. La permeabilidad relativa máxima, y por lo mismo, la per - 


+ Hl fluxómetro opera con la fem indudda en el secundário cuando d fliyo magnético a través de 
éste cambia. 




Secundário 



c luxómetro 


Anitlo 


de hierro 


Seccíón transversal 
de área A 


Figura 6-24 Método dei anillo de Rowland para obtener la curva de magnetización. 



Figura 6-25 (a) Curva típica de magnetización y {b) relación correspondiente de permeabilidad 
relativa al campo aplicado H. 
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meabilidad máxima está en el punto de la curva de magnetización con la razón 
máxima B/H. A este punto se le designa con “/imáx M ; ocurre en el punto de 
tangencia de la línea recta con mayor pendiente que pasa a través dei origen y 
también interseca la curva de magnetización (línea discontinua-punteada en la 
figura 6-25a). 

La curva de magnetización para el aire O/el vacío estaria dada por la línea 
discontinua para fi r = 1 (casi coincidente con el eje H) en la figura 6-25a. La 
diferencia en la ordenada B entre la curva de magnetización de la muestra fe¬ 
rromagnética y la ordenada con el mismo valor de H sobre la línea \i r — 1, es 
igual a la magnetización M dei material ferromagnético multiplicada por // 0 . 

La curva de magnetización mostrada en la figura 6-25a es una curva de 
magnetización inicial. Esto es, que el material está completamente desmag- 
netizado antes de que se aplique el campo H. Al aumentar H, el valor de B sube 
rápidamente primero y lentamente después. A valores suficientempnte altos de 
H, la curva tiende a hacerse plana, como se sugiere en la figura 6-25a. A esta 
condición se le llama saturaciôn magnética. 

La curva de magnetización comienza en el origen y tiene una pendiente 
finita que da una permeabilidad inicial. En consecuencia, la curva de per- 
meabilidad relativa de la figura 6-256 comienza con una permeabilidad finita 
para campos infinitesimales. 

La curva de magnetización inicial puede dividirse en dos secciones: (1) la 
sección de subida y (2) la sección plana, estando el punto de división P en el 
doblez superior de la curva (Fig. 6-26). La sección de subida corresponde a la 
situación de fácil magnetización , mientras que la sección plana corresponde a 
la condición de difícil magnetización . 

Ordinariamente, un pedazo de hierro consta no sólo de un monocristal si¬ 
no de un agregado de fragmentos cristalinos pequenos con los ejes de los mis- 



Flgura 6-26 Regiones de fácil y difícil 
magnetización *de una curva de mag¬ 
netización inicial. 
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mos orientados al azar. La situación en un pequeflo trozo de hierro puede re- 
presentarse esquematicamente como en la figura 6-27. Ahi se muestran vários 
fragmentos de cristales, cada uno con cierto número de domínios magnéticos, 
representados en la mayor parte de los casos por medio de cuadrados pequefios. 
Las Fronteras entre fragmentos de cristal se indican por medio de h J* as ™ as 
gruesas, y las fronteras entre los dominios por medio de lineas mas delgadas, 





Figura 6-27 Etapas sucesivas de magnetización de 
un espécimen policristalino con el aumento dei 
campo. Las flechas índican la dirección de mag- 
netízaciòn de los domínios. Una N representa un 
domínio con un polo norte apuntando hacía 
afuera de la página y una S representa un domínio 
con un polo sur apuntando bacia afuera de la 
página. 
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Figura 6-28 La energia total se reduce 
cuando los dominios pasan de la con- 
(Jición de alineados (a) a la condición de 
opuestamente orientados (£>). 


que también indican la dirección de los ejes de los cristales. En la figura 6-21a, 
no sólo está el pedazo de hierro desmagnetizado, sino también los fragmentos 
cristalinos individuales están desmagnetizados. Los dominios de cada cristal es- 
tán magnetizados a lo largo de las direcciones de fácil magnetización, es decir, a 
lo largo de los ejes de los cristales. Sin embargo, la polaridad de dominios ad- 
yacentes es opuesta, de manera que la magnetización total de cada cristal es des- 
preciable. 

Con la aplicación de un campo magnético H en la dirección indicada por la 
flecha (Fig. 6-27), algunos dominios con polaridades opuestas o perpendiculares 
al campo aplicado se vuelven inestables y giran rápidamente hacia otra dirección 
de fácil magnetización, en la misma dirección que el campo o próximos a esa 
dirección. Estos câmbios tienen lugar en la sección de subida de la curva de 
magnetización (de fácil magnetización). El resultado, después de cambiar todos 
los dominios es como se sugiere en la figura 6-17&. Esta condición corresponde 
aproximadamente a la que se tiene en el punto P de la curva de magnetización 
(Fig. 6-26). 

Con un aumento posterior en el campo aplicado, la dirección de magne¬ 
tización de los dominios que ya no sea paralela al campo gira gradualmente 
hacia la dirección de H. Este aumento de la magnetización es más difícil y se 
necesitan campos muy intensos para lograr la saturación, en la que todos los 
dominios quedan magnetizados en forma paralela al campo, como se indica en 


Energia La energia se pterde con la separación, Energia 

al máximo al darse vuelta y al regreso reducida 

Gira y se mueve 

Se separa de regreso 



Figura 6-29 El experimento con dos imanes de barra ilustra la disminución de la energia total. 
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la figura 6-27c. Esta dificultad es la que hace más o menos plana la parte su¬ 
perior de la curva de magnetización. 

La tendencia de dominios magnéticos adyacentes a estar opuestamente 
magnetizados puede entenderse por consideraciones energéticas. Así, cuando 
dominios adyacentes están igualmente orientados, como en la figura 6-28 a, se 
aumenta la energia total. Cuando todos los dominios están orientados de 
manera opuesta, como en la figura 6-286, la energia decrece. La situación se 
puede ilustrar desarrollando un experimento con dos imanes de barra arreglados 
para deslizarse fácilmente sobre una varilla. Colóquense ambos imanes lado con 
lado y oriéntense en la misma forma, como en la figura 6-29a. Si se sujeta el 
imán de la izquierda, pero se suelta el imán de la derecha, éste se moverá hacia 
la derecha, como en la figura 6-29 b, puesto que los polos semejantes adyacentes 
se repelen. Al alejarse el imán de la derecha, girará sobre la varilla para adoptar 
la posición mostrada por la figura 6-29c. Los polos opuestos, ahora se atraen y 
el imán de la derecha se mueve de regreso hacia la izquierda hasta tocar el imán 
de la izquierda y quedar en reposo, como en la figura 6-29 d. El par de imanes 
tiene ahora menos energia que al principio (Fig. 6-29a). La disminución en la 
energia total se debe al trabajo realizado por el imán de la derecha al alejarse, al 
girar y regresar. 


6-13 HISTÉRESIS 

Si el campo aplicado a un espécimen se aumenta hasta la saturación y luego se 
hace disminuir, la densidad de flujo B disminuye, pero no tan rápidamente 
como aumentó durante la curva de magnetización inicial. Entonces cuando H 
llega a cero, existe una densidad de flujo residual, o remanencia, B r (Fig. 6-30). 

Para reducir B a cero, se debe aplicar un campo negativo —//< (Fig. 6-30),T 
este se llama fuerza coercitiva o coerciva. Al disminuir H todavia más en la direc- 
ción negativa, el espécimen se vuelve a polarizar con polaridad opuesta, siendo la 
magnetización al principio fácil y después difícil al aproximarse a la saturación. 
Llevando de nuevo al campo a cero se deja una magnetización residual o densidad 
de flujo —B r , y para reducir B a cero se debe aplicar una fuerza coercitiva + H c . 
Con un aumento posterior en el campo, el espécimen se vuelve a saturar de nuevo 
con la polaridad original. 

El fenómeno que produce que B vaya rezagado en relación con H, de 
manera que la curva de magnetización al aumentar o disminuir los campos no es 
la misma, se denomina histéresis y la curva cerrada trazada por la curva de 
magnetización se llama curva de histéresis (Fig. 6-30). Si la sustancia lleva a la 
saturación en ambos extremos de la curva de magnetización, la espira o curva 
cerrada se llama curva de histéresis mayor o de saturación . La densidad de flujo 
residual B r en la curva de saturación se denomina retentividad,X y la fuerza 

t Invirtiendo la polaridad de la batería (Fig; 6-24). 

X El término retentividad se usa tambièn algunas veces para dar a entender la razón entre la den¬ 
sidad de flujo residual B r y la densidad máxima de flujo B m 
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Figura 6-30 Curva de histéresis. 

coerciva H c sobre esta curva se llama coerátividad. Entonces, la retentividad de 
una sustancia es el valor máximo al que la densidad de flujo residual puede 
tenerse, y la coercitividad el valor máximo al que puede tenerse la fuerza coer¬ 
citiva. Para un espécimen dado no pueden lograrse punto fuera de la curva de 
histéresis de saturación en el diagrama BH , pero puede estarse en cualquier 
punto interno. 

En materiales blandos o de magnetización fácil, la curva de histéresis es es¬ 
belta, como se sugiere en la figura 6-31, con una pequena área encerrada. En 
comparación, la curva de histéresis de un material “duro” o difícil se muestra 
también, siendo en este caso mayor el área encerrada. 

Al observar la permeabilidad /i, se considera la curva de histéresis de la- 
figura 6-32a. La gráfica correspondiente de p en función de H es como se 
muestra en la figura 6-32 b. Con H = 0, es claro que p se vuelve infinita. Por 
otro lado, cuando B = 0, p = 0 Bajo tales condiciones, la permeabilidad pier- 
de su significado. Por lo tanto, el uso de p debe limitarse a situaciones en las que 
tenga un significado; porejemplo, la curva de magnetización inicial. Se observa que 
el término permeabilidad máxima significa específicamente la máxima permeabi¬ 
lidad para una curva de magnetización inicial, y no para una curva de histéresis u 
otro tipo de curva de magnetización. 
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6-32 (a) Curva de hístèresis. (b) 
Curva de pcrmeabilidad correspondieme. 
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Otro tipo de curva de magnetización para la cual /i tiene un significado 
definido es la curva de magnetización normal . Esta curva es el lugar geométrico 
de las puntas de una serie de curvas de histéresis, obtenidas mediante diferentes 
ciclos dei campo H para intervalos sucesivamente menores. Entonces, como se 
muestra en la figura 6-33, el campo cambia lentamente en el intervalo ±H U ob- 
teniéndose la curva de histéresis de saturación^En seguida se hace girar el cam¬ 
po lentamente varias veces en un intervalo ±H 2 , obteniendo una curva de his¬ 
téresis interativa de tamafío menor después de unas cuantas inversiones. Este 
proceso se repite para intervalos sucesivamente menores de H, obteniendo una 
serie de espiras de tamafio decreciente. La curva que pasa por las puntas de esas 
curvas cerradas es la curva de magnetización normal (Fig. 6-33). Esta curva es 
útil puesto que es reproducible y es característica dei tipo particular de material 
ferromagnético. La curva de magnetización normal es realmente muy similar en 
la forma a la curva de magnetización inicial. 



Figura 6-33 Curva de magnetización normal en relación con las curvas de histéresis. 


6-14 ENERGIA EN UN IMÀN 

Un espécimen de hierro con magnetización residual contiene*energía puesto que 
tuvo que haberse desarrollado trabajo para magnetizado. La energia magnética 
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w m por unidad de volumen de un espécimen llevado hasta la saturación a partir 
de un estado originalmente desmagnetizado está dada por la integral de la curva 
de magnetización inicial expresada por t 


r B 


w m = HdB 

Jo 

(Jm- 3 ) 


( 1 )- 


La relación dimensional para (1) es 


/ M M 
LIT 2 “ LT 2 


donde M/LT 2 tiene las dimensiones de densidad de energia, que se expresa en 
joules por metro cúbico. Entonces, el área entre la curva y el eje B es una 
medida de la densidad de energia. Esto se indica en la figura 6-3 a para una sus¬ 
tância fâcilmente magnetizada (magnéticamente blanda) que es llevada hasta el 
punto P en el proceso de magnetización. Una sustancia magnéticamente dura 
requiere de más trabajo para ser magnetizada, como se indica por medio dei 
área sombreada de la figura 6-34 b. Al llevar H a cero se libera parte de energia, 
como se indica por las áreas doblemente sombreadas de la figura 6-34. 

Si se aumenta y se disminuye H, de manera que la magnetización de un es¬ 
pécimen trace repetidamente la curva de histéresis, como la figura 6-35 a, el área 
encerrada por esta curva representa la energia por unidad de volumen gastada 
en el proceso de magnetización y desmagnetización en un ciclo completo. En 
general, el espécimen retiene algo de energia en forma magnética almacenada en 
cualquier punto dei ciclo. Sin embargo, al recorrer la curva de histéresis y 



(a) 


Figura 6-34 Áreas de densidad de energia para (o) materiales magnéticos blandos y (b) materiales 
magnéticos duros. 

t La integración da w m = {pH 2 ,como cn la tabla 6-5. 






















Figura 6-35 La pérdida de energia en el ciclo de magnetización es proporcional al área encerrada 
por la curva de histéresis. 

regresar hasta este punto, en el que la energia volverá a ser la misma, una ener¬ 
gia proporcional al área de la curva de histéresis se pierde. Esta energia se gasta 
en someter a esfuerzos a los cristales o fragmentos de cristales dei espécimen y 
se manifiesta en forma de calor. Si no se presentara la histéresis y se volviera a 
trazar la curva de magnetización, el área de la curva seria cero (Fig. 6-35 b). El 
proceso de magnetización y desmagnetización se podria lograr entonces sin pér¬ 
dida de energia como calor en el espécimen, suponiendo que las comentes 
parasitas fuesen despreciables (véase la sección 8-10). 


6-15 IMANES PERMANENTES 

Los imanes permanentes juegan un papel importante en muchas aplicaciones. 
Al referirse a imanes permanentes, la sección de la curva de histéresis en el 
segundo cuadrante dei diagrama BH es de particular interés. Si la curva es una 
curva de histéresis mayor o de saturación*la sección en el segundo cuadrante es 
llamada curva de desmagnetización (Fig. 6-36a). Esta es una curva característica 
para un material magnético dado. La intersección de la curva con el eje B es la 
densidad de flujo residual máxima posible B r , o la retentividad; para el ma¬ 
terial; y la intersección con el eje H es la fuerza coercitiva máxima, o coerci- 
tividad. Normalmente es deseable que los materiales de imán permanente tengan 
una alta retentividad, pero también es importante que la coercitividad sea gran¬ 
de, de manera que el imán no se desmagnetice fácilmente. 

En la figura 6-36^, se muestran tres curvas de desmagnetización. La curva 1 
representa un material que tenga una alta retentividad pero baja coercitividad, 
mientras que la curva 2 representa un material que es justamente a la inversa; o 
sea, que tiene una baja retentividad y alta coercitividad. La"curva 3 representa 
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Figura 6-36 Curvas de desmagnetización. 
(B es positiva y H es negativa) 



o 

) 


i i 
H (Am- 1 ) 


o 


I 


Producto fífí (J m 3 ) 


Figura 6-37 Desmagnetización y cur¬ 
vas dei producto BH para Alnico 5. 
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un material que es un compromiso entre los otros dos, teniendo retentividad y 
coercitividad relativamente altas. 

El máximo producto BH, abreviado BH màx , es también una cantidad de 
importância para un imán permanente. Probablemente es la cifra de mérito 
única, o de critério, para juzgar la cantidad de un material para imán perma¬ 
nente. Remitiéndose a la figura 6-36Ò, es claro^que BH màx es mayor para la cur¬ 
va 3 que para cualquiera de las curvas 1 o 2. El máximo producto BH para una 
sustancia indica la máxima densidad de energia (en joules por metro cúbico) al- 
macenada en el imán. Un imán con BH màx proporciona un flujo dado con un 
mínimo de material magnético. 

Puesto que el producto BH tiene las dimensiones de densidad de energia, se 
denomina algunas veces el producto de energia y su valor máximo, producto de 
energia máximo . El producto BH para cualquier punto P de la curva de des- 
magnetización es proporcional al área dei rectángulo sombreado, como se 
muestra en la figura 6-36a. 

La figura 6-37 muestra la curva de desmagnetización dei Alnico 5, uno de 
los mejores materiales de imán permanente, que es también una aleación que 
contiene hierro, cobalto, niquel, alumínio y cobre. También se presenta una 
curva que muestra el producto BH, El producto máximo BH es de alrededor de 
36000 Jm' 3 y ocurre a una densidad de flujo de alrededor de 1 T (véase el 
punto P). 

En la sección 6-24 se proporciona un estúdio dei punto de operación de los 
imanes permanentes. 


6-16 TABLA DE MATERIALES MAGNÉTICOS 
PERMANENTES 

En la tabla 6-3 se proporcionan materiales representativos para imanes per¬ 
manentes. Los materiales se enumeran en orden de productos máximo BH 
creciente. Se producen imanes de cobalto, cobre, hierro y de cerio con coer- 
citividades de más dè 2 MA m~ \ 


Tabla 6-3 Materiales magnéticos permanentes 



Retentividad, 

Coercitividad, 

BH miy 

Material t 

T 

A m “ 1 

Jm' 1 

Acero al cromo (98 Fe, 0.9 Cr, 0.6 C, 0.4 Mn) 

1.0 

4000 

1 600 

Óxido (57 Fe, 28 O, 15 Co) 

0.2 

72 000 

4 800 

Alnico 12(33 Fe, 35 Co, 18 Ni, 8 Ti, 6 Al) 

0.6 

76 000 

12 000 

Alnico 2 (55 Fe, 12 Co, 17 Ni, 10 Al, 6 Ca) 

0.7 

44 800 

13 600 

Alnico 5 (Alcomax) (51 Fe, 24 Co, 14 Ni, 8 Al, 3 Cu) 

1.25 

44 000 

36 000 

Cobalto platino (77 Pt, 23 Co) 

0.6 

290000 

52 000 


t Porcentaje de composición. 
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6-17 DESMAGNETIZAClON 

Una barra de material ferromagnético que tenga una densidad residual de flujo 
tiende a desmagnetizarse espontàneamente. El fenómeno se ilustra por medio de 
la figura 6-38, que muestra una barra magnetizada de manera que el polo norte 
está a la izquierda y el polo sur a la derecha. La dirección de un dominio simplek 
aislado está indicada y es evidente que el campo externo dei imán de barra se 
opone a este dominio y, en consecuencia, tenderá a girar o invertir su polaridad, 
desmagnetizando con ello parcialmente a la barra. La tendência bacia esta des- 
magnetización se reduce si el imán es en forma de U, como en Ia figura 6-39a, 
puesto que en este caso no existe sino un pequeno campo desmagnetizador a lo 
largo de los lados dei imán. El efecto desmagnetizador puede reducirse todavia 
más por medio de un fijador de hierro dulce colocado entre los polos, como en 
la figura 6-39Ó. 

El proceso de supresión de la magnetización permanente de un espécimen, 
de manera que la densidad residual de flujo sea cero en condiciones de H cero, 
se llama desmagnetización o despermeación. Es evidente que B se puede reducir 
a cero aplicando fuerza coercitiva H c . peroal suprimir este campo la densidad 
residual de flujo se elevará a cierto valor B 0 , como se sugiere en la figura 6-40. 
Aunque puede ser posible terminar con una B = 0 y con H = 0 aumentando 
—H a un valor ligeramente mayor que la fuerza coercitiva y luego haciéndola 
descender a cero, como se indica con las líneas discontinuas, el proceso requiere 
un conocimiento preciso de B y de H. así como de la curva de histéresis. 

Un método más largo, pero más símple que se puede aplicar se llama des- 
magnetización o despermeación por inversiones. En este método, ±H es llevado 
a una amplitud máxima más pequena en cada inversión, de manera que el es- 



Figura 6-38 Efecto de desmagnetización dei campo dei 
imán de barra. 



Protector de hierro 


Figura 6-39 Imán en forma de U con y sin protector. 
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pécimen al final queda en un estado desmagnetizado con campo cero, como se 
muestra en Ia figura 6~41. Aunque tal procedimiento de desmagnetización puede 
efectuarse eompletamente en cuestión de segundos con un espécimen magnético 
pequeno como un reloj (usando campos de CA), pueden requerirse muchos 
segundos o aun minutos para cada inversiôn en el caso de objetos magnéticos 
grandes en virtud dei lento abatimiento de las comentes paràsitas inducidas y La 
reluctancia dei domínio a cambiar de polaridad, El asuntíXr de las corri entes 
parasitas se explica más adelante en la sección 8-10. 
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6-18 CIRCUITO MAGNÉTICO; RELUCTANCIA 
Y PERMEANCIA 

Un circuito eléctrico forma un circuito o trayectoria cerrada a través dei cual 
fluye la corriente. Los tubos de flujo magnético son contínuos y forman trayec- 
torias cerradas. En consecuencia, por analogia, puede considerarse que un solo 
tubo de flujo es un circuito magnético. O todos los tubos de flujo de un cir¬ 
cuito magnético, tomados en paralelo, se pueden considerar como un circuito 
magnético. 

Considérese primero un circuito eléctrico por el que fluye una comente I. 
Por la ley de Kirchhoff, la fem total en el circuito es igual a la caída total IR.\ 


Entonces 


( 1 ) 


donde iÇ = fem total, V 

R t = resistência total, £1 

De acuerdo con (1) la resistência total es 



Considérese ahora un circuito magnético. Correspondiente a la resistência 
de un circuito eléctrico como se da en (2), se puede, por analogia definir una 
cantidad para el circuito magnético llamada reluctancia, âf. Entonces 



donde M T = reluctancia total dei circuito magnético 
F t = fmm total dei circuito magnético, A 
i p m = flujo a través dei circuito magnético, Wb 

En general, el flujo total <// m en un circuito magnético está dado por 



(4) 


(Wb) 


donde B = densidad de flujo, T 

í/s = elemento de superfície, m 2 

La integración se realiza sobre toda el área de la sección transversal dei tubo o 
tubos de flujo que constituyen el circuito. Si B es uniforme sobre toda la sección 
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transversal, ij/ m = BA , donde A es el área de la sección transversal dei circuito, 
en metros cuadrados. 

La reluctancia tiene las dimensiones de corriente por campo magnético, o, 
en símbolos dimensionales 


T 2 J _ T 2 I 2 

ml 2 - m? 


La relación T 2 I 2 /ML 2 tiene las dimensiones dei recíproco de la inductancia. Por 
ello, la unidad de la reluctancia es el recíproco dei henry, o henry recíproco 
(H- 1 ). 

El recíproco de la reluctancia $ es llamado la permeancia que se expresa 

en henrys. En consecuencia, de (3), 


1 = IAm 

0t T F 


donde es la permeancia total dei circuito en henrys. 

La fmm total de un circuito magnético es igual a la integral de línea de H 
alrededor dei circuito completo y éste a su vez es igual a los ampere-vueltas en¬ 
cerrados. Por lo tanto, (3) se convierte en 


_1_ _ F t _ § H • dl _ NI 

&T '1'm lAm ^ 


( 6 ) 


donde NI son los ampere-vueltas encerrados. 

La explicación anterior se refiere a la reluctancia total de un circuito. Con- 
sidérense en seguida la reluctancia de una porción de un circuito magnético. En 
un circuito eléctrico, la resistência R entre dos puntos que no tengan fem entre 
ellos está dada por 


R=j (£2) (7) 

donde V = diferencia de potencial entre los puntos, V 
7 = corriente en el circuito, A 

4 

En el caso magnético análogo, la reluctancia $ entre dos puntos de un circuito 
magnético está dada por 



(H- 1 ) 


( 8 ) 
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donde U es la diferencia de potencial magnético entre los puntos, en amperes. 
De acuerdo con (5-16-6) para U y (4) para ij/ m se tiene 


ÍÍB-* 


(?) 


donde H se integra entre los dos puntos (1 y 2), entre los cuales se desea encon¬ 
trar la diferencia de potencial magnética U. 

Cuando el circuito tiene una sección transversal uniforme de área A y el 
campo es uniforme, (9) se reduce a 



fiA 


(H- 1 ) 


( 10 ) 


donde = reluctancia entre los puntos 1 y 2, H 1 
l = distancia entre los puntos 1 y 2, m 

A = área de la sección transversal dei circuito magnético, m 2 
H = permeabilidad dei medio que comprende el circuito, H m 

La permeancia & entre los puntos 1 y 2 está dada por 



liA 

T 


(H) 


( 11 ) 


Extremos de 



30 mm 
50 mm 


(al 



■> Bloque 2 ^ B 2 —* 

t i; Bloque 1 u. , B i—► 
I' ^ 1 uT' U 1 iÉi 

200 mm 


(C) 

Figura 6-42 Bloques rectangulares de hierro. 
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Las reluctancias en serie son aditivas en la misma forma que lo son las 
resistências en serie. Para reluctancias en paralelo, el recíproco de la reluctancia 
total es igual a la suma de los recíprocos de las reluctancias individuales. Para 
reluctancias en paralelo, es normalmente màs conveniente usar la permeancia, 
siendo la permeancia total igual a la suma de las permeancias individuales. 

Exemplo 1, Encuéntrese la reluctancia y la permeancia entre los extremos 
dei bloque rectangular de hierro mostrado en la figura 6-4 a, suponiendo 
que B sea uniforme a través dei bloque y perpendicular a los extremos. La 
permeabilidad dei bloque es uniforme y tiene un valor n l = 500/j 0 , donde 
fi 0 es la permeabilidad dei vacío. 


SOLUCióN.La reluctancia dei bloque es, según (10). 


I 0.1 

HA~ 500 x 4?i x 10" 7 x 15 x 10' 


= 1.06 x 10 5 H‘ 


La permeancia 9 es el recíproco de áf; así 

1 


0 > = 


1.06 x 10 5 


= 9.4 /jH 


Ejemplo 2 Encuéntrese la reluctancia total y la permeancia total entre los 
extremos de los bloques de hierro rectangulares conectados en serie mos¬ 
trados en la figura 6-42 b, suponiendo que B sea uniforme a través de los 
bloques y perpendicular a los extremos. La permeabilidad de cada bloque 
es uniforme, siendo el valor en el bloque 1, Ui = 5()0/i o y en el bloque 2, 

/í 2 = 2 000/ÍQ • 

Solución. La reluctancia para el bloque 1 está dada en el ejemplo 1. 
la reluctancia dei bloque 2 es 


3t = — =----z = 0.53 x 10 5 H~ 1 

H 2 A 2,000 x 4 tt x KT 7 x 15 x 10' 4 

La reluctancia total @ T es igual a la suma de las reluctancias individuales; 
así 

ât T = + á? 2 = (1.06 + 0.53) x 10 5 

= 1.59 x 10 5 H' 1 


0> T 


1 1 
1%-j ~ 1.59 x 10 5 


6.3 nH - 


La permeancia total 
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Ejemplo 3 Encuéntrese la reluctancia total y la permeancia total entre los 
extremos de los bloques de hierro rectangulares conectados en paralelo de 
la figura 6-42 c, suponiendo que B sea uniforme en cada bloque y perpen¬ 
dicular a los extremos. La permeabilidad de cada bloque es uniforme, sien- 
do el valor en el bloque 1, Ui = 500p o y en el bloque 2, n 2 = 2 OOOfi 0 . 

SOLUCióN.Puesto que los bloques están en paralelo, es conveniente calcular 
primero la permeancia total. La permeancia ^ dei bloque 1 es 

á#i = Mi = 500 x 47T x 10~ 7 X 20 x 10~ 4 = 


La permeancia dei bloque 2 es 

_ 2,000 x 4 n x 10 x 10 x 10 _ H 

2 ~ l ~ 0.2 


Tabla 6-4 Comparación de circuitos eléctrico y magnéticos 


Circuito eléctrico 


Circuito magnético 


Ley de Ohm 

/ = ir (V) F = <li m £ (A) 

donde V = fem (V) donde F = NI = fem (A) 

I = jj J ■ ds = corriente (A) <l> m = ÍJ B • ds = flujo (Wb) 

R = resistência (íí) 


M = reluctancia (H 1 ) 


Potenciales 

r = J E-c/l F= J H - c/l 

E = (no fems) (Vm _l ) H = ~VU (no fems) (A m ’) 

AV = — V 2 — diferencia de potencial AU — U y — U 2 = diferencia de potencial 

donde V — potencial eléctrico U — potencial magnético 

Ley de Kírchhoff (circuito en serie) 

í = /(/?, + R 2 ) F = i + &i) 

o, en general 

x r = IY.F(V) 

/ i 

M = — = reluctancia (H ) = — 
tiA & 


l 1 

donde R = — = resistência (O) = — 
a A G 


a A . . 

G = — = conductancia (u) 


& = -- 


\iA 


permeancia (H) 


Nótese que mientras n y R son comúnmente independientes de la (densidad) de 
corriente, # y # de los materiales ferromagnéticos no son independientes de B. 
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La permeancia total es igual a la suma de las permeancias individuales; así 
+ & 2 = (6.28 + 12.6) x 10“ 6 = 18.9 
La reluctancia total está dada entonces por 


1.89 x Í0“* 


5.3 x 10 4 H' 1 


Las cantidades para campos magnéticos y campos eléctricos se comparan en 
la tabla 6-4. 


6-19 TRAZADO DE MAPAS DE CAMPOS MAGNÉTICOS; 

CELDAS DE CAMPOS MAGNÉTICOS 

Los ejemplos de la sección anterior muestran cómo pueden determinarse tanto 
la reluctancia como la permeancia, para secciones de un circuito magnético que 
tengan sección transversal uniforme y campo uniforme. En los problemas de 
dos dimensiones en que el campo y la sección transversal no sean uniformes, la 
configuración dei campo magnético y en consecuencia la reluctancia o la per¬ 
meancia pueden encontrarse también puesto que la permeabilidad se puede con¬ 
siderar constante. Las técnicas de trazado gráfico de campos, como los em- 
pleados en las secciones 3-19 y 4-16 son aplicables a tales situaciones. 

Las siguientes propiedades básicas son útiles en el trazado de mapas de 
campos magnéticos: 

1. Las líneas de campo (H o B) y de potencial magnético (U) se intersecan en 
ângulos rectos. 

2. En la frontera entre el aire y el hierro (u otro medio de alta permeabilidad) 
las líneas de campo dei lado dei aire de la frontera, son sustancialmente 
perpendiculares a la superfície de la frontera. 

3. La frontera entre el aire y el hierro (u otro medio de alta permeabilidad) 
puede considerarse como equipotencial respecto al lado dei aire en la fron¬ 
tera pero no, en general, con respecto al lado dei hierro. 

4. En un campo uniforme el potencial varia linealmente con la distancia. 

5. Un tubo de flujo magnético es paralelo al campo y el flujo magnético sobre 
cualquier sección transversal dei tubo es una constante. 

6. Los tubos de flujo magnético son contínuos. 

Con estas propiedades en mente, un campo magnético bidimensional se 
puede dividir en tubos de flujo magnético y luego, por medio de equipotenciales 
en celdas de campo magnético con lados que son cuadrados o curvilíneos, usan¬ 
do el método de prueba y error descrito en la sección 3-19 en relación con los 
mapas de campos eléctricos. 

Una celda de campo magnético está limitada en dos de^sus lados por super¬ 
fícies equipotenciales y en otras dos por las paredes laterales de un tubo de 
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fluio Por ejemplo, los lados de la celda de campo magnético de la figura 6-43 
son las paredes de un tubo de flujo, mientras que las superfícies superior e in¬ 
ferior son equipotenciales. El campo es paralelo a los lados y perpendicular a las 
superfícies superior e inferior. La permeancia de una celda de campo mag¬ 
nético, medida entre superfícies equipotenciales es, segun (6-18-11), 


uA nld , 
0 l l * 


(H) 


(D 


y la permeancia por unidad de profundidad es 



( 2 ) 


donde a es la permeabilidad dei medio de la celda en henrys por metro. Enton- 
ces el valor de n para un medio es igual a la permeancia por unidad de profun¬ 
didad de una celda de campo magnético de ese medio. Por ejemplo, celda 
de campo magnético en el aire tiene una permeancia por unidad de profundidad 
de 400 jt nH m“ \ o 1.26 /iH m ~ l . Entonces, si d en la figura 6-43 es igual a 1 m y 

el medio es el aire, la permeancia de la celda es de 1.26 )iH. 

Cualquier celda de campo se puede subdividir en celdas mas pequeflas de 
bordes cuadrados con igual número de celdas en serie que celdas en paralelo. En 
consecuencia, la permeancia por unidad de profundidad de cualquier celda de 
campo, grande o pequena, exactamente cuadrada o curvilmea, es igual * n- 

Todas las celdas con el mismo flujo a través de ellas se pueden definir como 
celdas de la misma clase de campo magnético. Se desprende que la diferencia de 
potencial magnético a través de todas las celdas de la misma clase es el mismo. 

Para ilustrar algunos de los principios dei trazado de mapas de campos 
magnéticos, considérense tres ejemplos que incluyen tres vanaciones de un 
problema bidimensional. 


Equipotenciales 



Figura 6-43 Celda de campo magnético. 
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Ejemplo 1. Un circuito magnético tiene un entrehierro de separación no 
uniforme, como se muestra en la figura 6-44 a. El hierro tiene una profun- 
didad uniforme d , hacia dentro de la página, de 1 m. La geometria dei en¬ 
trehierro es idêntica a la región entre ff y gg en el capacitor de la figura 
3-19. Encuéntrese la permeancia dei entrehierro, despreciando el efecto de 
bordes dei campo. 

Solución. Se puede suponer que la permeabilidad dei hierro es mucho 
mayor que Mo de manera que las Jineas de campo en el entrehierro sean 
perpendiculares a la frontera aire-hierro y esta frontera se puede tratar 
como un equipotencial magnético. Puesto que la geometria dei entrehierro 
es la misma que para el capacitor de la figura 3-19, el mapa de campo de la 
figura 3-19 puede servir también en el caso presente, notando que las líneas 
de campo son aqui líneas B o H y las equipotenciales son superfícies de 
igual potencial magnético U, como se muestra en la figura 6-44 b. 

Con la excepción de las celdas en el tubo de flujo restante, todas las 
celdas dei campo son de la misma clase y la permeancia dei entrehierro está 
dada en términos de celdas de la misma clase por 

N 

& = —&o (3) 

n 

donde N = número de celdas de campo (o tubos de flujo) en paralelo, 
adimensional 

n = número de celdas de campo en serie, adimensional 
0> o = permeancia de una celda, H 

El tubo de flujo restante tiene 9£ celdas en serie, mientras que los otros 
tubos de flujo tienen 4. Por ello, el tubo restante es 4/9^ = 0.43 dei ancho 
de un tubo completo, y N = 15 + 0.43 = 15.43. La permeancia total dei 
entrehierro es entonces & T =í(15.43/4)^ 0 = 3.86^ 0 . Puesto que la profun- 
didad de cada celda es de 1 m, la permeancia de una celda es = n 0 d = 
1.26 x 1 = 1.26 mH y la permeancia total es 

= 3.86 x 1.26 = 4.86 mH 

Se supone en este ejemplo que no hay deformación dei campo en los bor¬ 
des. Para un entrehierro real habría efecto en los bordes y la permeancia 
real dei entrehierro seria algo mayor que la dada arriba. 

Ejemplo 2. Modifíquese el problema dei ejemplo anterior para tener el caso 
de la figura 6-45. En este caso el entrehierro dei primero ejemplo se rempla- 
za por hierro, y el hierro de los polos de hierro se remplazan con aire. El 
hierro se puede considerar como parte de un circuito magnético de hierro 
que se extiende hacia la derecha y hacia la izquierda como se sugiere con las 
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Figur. 6-44 Campo magnético en entrehierro (Ejemplo 1). 


meancia entre las superfícies indicadas por ff y Sê 

intercambian, como se 

r^rSente paralelo a la frontera, Toívl 

TTTfoãt St 5 ifiTiS— * - Ia ^ mea “ re - 

lativa dei hierro. 


Lâmina de corriente equivalente 



Figura 6-45 Barra de hierro de secciôn transversal no uniforme con campo interno (Ejemplo 2) 
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Cor ri ente de lâmina 
tf (A m- 1 ) 



Figura 6-46 Sección transversal de línea de transmisión de cinta 
(Ejemplo 3). 

Ejemplo 3. Modifiquese el problema dei ejemplo anterior de manera que 
una linea de transmisión de dos cintas tenga la misma sección transversal 
que el entrehierro dei ejemplo 1 y el circuito de hierro dei ejemplo 2. Como 
se muestra en la figura 6-46, las dos cintas conductoras se extienden en for¬ 
ma perpendicular a la superfície de la página con una comente pelicular es¬ 
tacionaria que fluye hacia fuera en la cinta superior y una corriente igual 
que fluye hacia dentro en la cinta inferior. El medio en el que se encuentran 
las cintas es el aire. Despréciense cualquier deformación dei campo. En- 
cuéntrese la inductancia de 1 m de longitud de línea. 

Solución. Despreciando cualquier deformación dei campo (bordes),tel 
mapa de campo entre las cintas es idêntico al dei circuito de hierro de la 
figura 6-45. 

En cada celda dei mapa se considera como una línea de transmisión de 
cinta con corriente pelicular a lo largo de sus superfícies superior e inferior, 
la inductancia L 0 para una longitud d de 1 m de línea de celda sola (perpen¬ 
dicular a la página en la figura 6-46) es, de acuerdo con (5-17-2), 


L () = [x 0 d = 1.26 fxH 


La inductancia total L r de 1 m de longitud de la línea es entonces 
L t = ^ x 1.26 = 0.326 jtH 


t Si las cintas conductoras se extienden una distancia infinita hacia la izquierda y hacia la de- 
recha, como se indica con las lineas discontinuas en la figura 6-46, la configuración de campo es 
precisamente la que se indica. El campo entre las cintas se produce por las corrientes en las cintas. 
En el ejemplo 2, el campo en el hierro puede considerarse como provocado por una corriente pe¬ 
licular equivalente en las superfícies de la barra de hierro, perpendicular a la página (Fig. 6-45). 
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N6, e se que la permeancia dei ejemplo 2 es (dei hlerro) ,eces mayo, que 
este resultado. 


6-20 COMPARACIÓN DE MAPAS DE CAMPO EN LOS CASOS 
eléctrYco, MAGNÉTICO Y DE corriente 

El trazado de gráficas de campos se analizó en la sección 3-19 para campos elec^ 

fr cos en la seSón 4-16 para comentes en conductores y en la sección 6-19 
tncos, en la seccim * \ . es serne j ante en todos estos casos. Es de 

T 6 19 en los que el mapa de campo de un capacitor, como ei de la 

^riemrfiZndo°en ta longitudinal' El mismo mapa también se puede 

aplic^ajiroblemas en l^figur^^-^^se^ropo^cionan esquemas que — 

seis diferentes problemas con la misma g gí , ^' a a ; e P ^ r s e l0 ^ u q e su a a en° la" figura 

Ka n siendo omitido La geometria de los problemas es la 

S iSSS de S figura 3-19, que también se puede usar en los problemas de 

laS En U la S figma a ttla, el mapa representa el campo eléctrico en un capackor 
con el campo transversal. En la figura 6-47Ó, el mapa representa el campo eléc¬ 
trico en una barra conductora con la corriente fluyendo transversalmen , 

• ; na Para cada caso la capacitancia, la conductancia, la permeancia o la in 

SsSHktpSSsSSsb 

considerado Entonces, Ia capacitancia por untdad de profunddad de un 
celda de campo eléctrico es igual a la permitividad < dei medio; la conductan- 
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Placas dei capacitor 

Capacitancia unidad de profundidad = c (F m -1 ) 
Ut\ 



Conductividad infinita 


Alto potencial 


Baio potencial 


Conductividad 
infinita ^ 


fpp Barra conductora (comente transversal) 

■uli intonsa /imiHaH Ho nrnfiinriiriflri — 0 



Conductividad/unidad de profundidad = 7^*5 * 

U‘> 

Ftga re ^.47 ( 1 a, b y c) Aplicación de un mapa de campo a seis situacioncs: (a) placas de capacitor, 
(ér) barra conductora con comente transversal, (c) barra conductora con corriente longitudinal. 
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Hierro 



Potencial magnético bajo 


H ierio 


Entrehierro entre caras polares 
Permeancia/unidad de profundidad = ^ M 0 (H m M 


(d) 


Potencial magnético bajo 



Permeancia/unidad de profunidad — 1^43 ^ 


(p) 

Corriente de lâmina 


Cinta conductora 

i. 


Aire 


T 


Cinta conductora 


AÍ te 


Mo 


^ Corriente de lâmina (hacia dentro de la página) 
Cintas conductoras = línea de transmisión 
Inductancia/unidad de profundidad = iç 4 « Mo (H m ~ ) 


</) 


Hzara *47 Aplicación de un mapa de campo a seis situaciones: (d) entrehierro entre piezas polares 
magnéticas, (e) barra de hierro y (/) cintas conductoras como en una línea de transmisión. 
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Tabla 6- 5 Cantidades importantes de mapas de campo 


Campo 

Lineas de flujo 

Tubos de flujo 

Equipotenciales 

Valor de celda (por uni¬ 
dad de profundidad) 

Eléctrico 

D o E 

Flujo eléctrico ^ 

K‘(V) 

Permitividad t (F m” ! ) 

Comente 

J o E 

Corriente I 

VÇT) 

Conductividad o (U m ' 1 ) 

Magnético 

B o H 

Flujo magnético 

U(A) 

Permeabilidad (H m~ *) 

Calor 

Gradiente de 
temperatura 

Calor por tiempo 

Temperatura 

Conductividad térmica 

Flujo de fluido 
(no turbulento; 
incompresible) 

Velocidad 

Masa por tiempo 

Potencial 
de velocidad 

Densidad 


cia por unidad de profundidad de una celdad de un conductor es igual a la 
conductividad a dei medio; la permeancia por unidad de profundidad de una 
celda de campo magnético es igual a la permeabilidad // dei medio; y la induc- 
tancia por unidad de longitud de una celda de líneà de transmisión es igual a la 
permeabilidad y. dei medio . Estas relaciones se resumen en la última columna de 
la tabla 6-5. Esta tabla tiene también encabezamientos de columna como Lineas 
de flujo, Tubos de flujo y equipotenciales. En Lineas de flujo se listan las can¬ 
tidades que tienen la dirección de las lineas de flujo y en Tubos de flujo las can¬ 
tidades iguales al flujo total a través de un tubo. 


Ejemplo. Apliquense las analogias de arriba para encontrar la capacitan- 
cia de un capacitor de aire por una medición de resistência. 

Solución. Las placas dei capacitor están sumergidas en un gran recipiente 
lleno de un liquido de conductividad uniforme a, y la resistência R en cc, se 
mide entre las placas. 

En general, la conductancia G de cierta geometria está dada por 

N 

G ~ ad — (1) 

n 

donde N = número de celdas en paralelo 
n = número de celdas en serie 
d = profundidad de las celdas 

Un capacitor real con la misma geometria tiene la misma configuración de 
campo (compárense las figuras 6-47 a y b)\ así, la capacitancia 


(2) 
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donde Nynson las mismas que en (1). En consecuencia, al dividir (2) entre 

(D, 


C = — G = 
a oR 


(3) 


donde C = capacitancia dei capacitor real, F ^ 
fo - permitividad dei aire = 8.85 pF m 
a = conductividad dei líquido, U m 1 
K _ \/g = resistência medida, íí 

Entonces, cuando se conoce «r (se puede medir con un volumen rec- 
tangular), la capacitancia de un capacitor de aire puede obtenerse con (3) a 
través de una medicion de resistência. 


6-21 CIRCUITO SIN ENTREHIERRO 

Considérese el circuito magnético de un anillo cerrado dehierro de 
versai uniforme A y longitud media & Supóngase que una bobina de alambre 
aislado se devana uniformemente alrededor dei anillo y que se desea conocer 
qué cantidad dei producto NI, dei número de vueltas y la comente, debe 

producir una densidad de flujo B en el anillo. ., c , . 

La bobina sobre el anillo de la figura 6-48a forma un toroide. En el toroide 

se tiene, según (5-13-3), 


fiNI iiNI 

B = ~r ~ 2 ^r 


(T) 


(D 


donde fi = permeabilidad (se supone uniforme) dei medio interior al toroide. 

Hm -1 . 

^ _ número de vueltas, adimensional 

/ = corriente, A 

/ = longitud media dei toroide, m 
£ _ radio medio dei toroide, m 


dividiendo entre /*, se tiene NI = Hl ampere-vueltas Si se desea una cierta den 
sidad de flujo B en el anillo, el correspondiente valor de. H se toma dei 
grama BH para el material dei anillo y el número requerido de ampere-vueltas 

se calcula con NI - HL 


Ejemplo 1. Un anillo de hierro tiene un área de seccion transversal A- 
1 000 mm 2 y una longitud media de / = 600 mm. Encuentrese el numero de 
ampere-vueltas requerido para producir una densidad de flujo B 1 ■ 
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1 


1 



(a) 


( b) 


Figura 6-48 Anillo de hierro cerrado (a) con devanado uniforme y (b) con devanado con¬ 
centrado. 


Según la curva BH para el hierro, H = 1 000 A m 1 para B = 1 T. 


Soluciôn. De la expresión NI = Hl 


NI = 1 000 x 0.6 = 600 A vueltas 


La bobina seria de 1000 vueltas con una corriente de 0.6 A o de 100 vueltas 
con una corriente de 6 A. La bobina estaria distribuída uniformemente 
alrededor dei anillo, como en la figura 6-48(7, o concentrada en un pequeno 
sector, como en la figura 6-486. 

El número requerido de ampere-vueltas puede encontrarse también cal¬ 
culando la reluctancia dei circuito dei anillo, como se ilustra con el ejemplo 
siguiente. 

Ejemplo 2. Encuéntrese el número de ampere-vueltas requerido para el 
anillo dei ejemplo 1 si B = 1 T evaluando primero la reluctancia dei anillo. 

Soluciôn. Según (6-18-6) 



( 2 ) 


Tenemos también j>H -dl = Hl = NL Se sigue que NI = &BA, donde- 
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Puesto que H = 1 000 A m 1 cuando B = 1 T, 


B 

H=t; 


1 


= 1 mH m 1 


H 1000 

Se nota que la permeabilidad relativa para este caso es 

B 


10 ' 


H r = 


fi 0 H 471 x 10 


-7 


= 795 


(4) 


(5) 


Introduciendo (4) en (3) y también el valor de / y A se obtienen la reluctan- 
cia dei anillo como 


® =^-5 = 6x10 5 H' 1 (6) 

1(T 3 x IO" 3 

En consecuencia, el número requerido de ampere-vueltas es 
NI = âtBA = 6 x 10 5 x 1 x 10“ 3 = 600 
como se obtuvo en el ejemplo 1. 


6-22 CIRCUITO MAGNÉTICO CON ENTREHIERRO 

Córtese un angosto entrehierro de espesor g en el anillo de hierro de la sección 
6-21, como se muestra en la figura 6-49a. El detalle dei entrehierro se presenta 
en la figura 6-496. Por la continuidad de la componente normal de B, la den- 
sidad de flujo en el entrehierro es la misma que en el hierro si se despreciara el 
efecto de bordes. Despreciar ese efecto sólo introduce un error pequeíio cuando 
el entrehierro es estrecho, como se supone aqui. El campo en el entrehierro 
es entonces H g = B/n 0 , mientras que el campo Hj en el hierro es 


H Ur Ho Hr 


a partir de la cual 


H _s 

H, 


Hr 


( 2 ) 


El número de ampere-vueltas requerido para producir cierta densidad de 
flujo B en un circuito magnético con entrehierro, como el de la figura 6-49o, es 
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( 6 ) 


Figura 6-49 Anillo de hierro con entrehierro. 


un problema para el que la solución puede obtenerse de manera directa. Por 
ejemplo, de acuerdo con (5-16-9), la integral de linea de //una vez alrededor dei 
circuito magnético es igual a la fmm total F, o ampere-vueltas encerrados. 
Esto es 


H • dl = F = Nl 


(3) 


Ejemplo. Tenga el anillo de hierro de la figura 6-49 un área de sección 
transversal A = 1 000 mm 2 , un entrehierro de ancho g = 2 mm y longitud 
media de / = 2nR = 600 mm, incluyendo el entrehierro. Encuéntrese el 
número de ampere-vueltas requerido para producir una densidad de flujo 
B = 1 T. 

Solución. Tenemos 

NI = • í/l = //,(/ -g) + H g g (4) 

donde H t = campo H en el hierro 

H g = campo H en el entrehierro 
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De la curva BH para el hierro, H, = 1,000 Am \ y de (2) conocemos H g 
en términos H t . En consecuencia (4) pasa a ser 

NI = H,[(J - g) + /i r 0 ] (5) 

donde fi r = 795 es la permeabilidad relativa dei anillo de hierro con B y 
1 T. Por lo tanto, 

NI = 1 000[(0.6 - 0.002) + 795 x 0.002] =2,188 A vueltas 

La introducción de un entrehierro angosto hace necesario aumentar los am- 
pere-vueltas de 600 a 2188 para mantener la densidad de flujo en 1 T. 

El problema también se puede resolver calculando la reluctancia total dei 
circuito magnético. Entonces, de (4) se tiene 




(6) 

y 

NI = BA(&, + M g ) 

(7) 


donde 3t i = (/ — g)/fiA = reluctancia de la parte de hierro dei circuito 
3t g = g/n 0 A = reluctancia dei entrehierro 


6-23 FUERZA MAGNÉTICA EN EL ENTREHIERRO 

En la figura 6-49, el efecto dei campo magnético es ejercer fuerzas que tienden a 
cerrar el entrehierro. Esto es, los polos magnéticos de polaridad opuesta a los 
lados dei entrehierro se atraen entre si. Las fuerzas producidas por los campos 
magnéticos encuentran aplicación en numerosos dispositivos electromecánicos. 
En esta sección se desarrolla una expresión para la fuerza entre los polos mag¬ 
néticos. 



Figura 6-50 Fuerzas en el entrehierro. 
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La densidad de energia almacenada en un campo magnético es 



(D 


Si el entrehierro es pequeno, se puede suponer un campo uniforme en el mismo. 
La energia total almacenada W m en el entrehierro es entonces 



( 2 ) 




donde A = área dei entrehierro, m 2 
g = ancho dei entrehierro, m 

Supóngase ahora que el anillo de hierro de la figura 6-49 es perfectamente 
flexible, de manera que el entrehierro debe sostenerse abierto por medio de una 
fuerza F como en la figura 6-50. Si se incrementa la fuerza de manera que al 
aumentar el entrehierro en una cantidad infinitesimal dg, mientras que al mismo 
tiempo la corriente a través de la bobina se aumenta para mantener constante la 
densidad de flujo B, la energia almacenada en el entrehierro se incrementa en 
una cantidad infinitesimal 



(3) 


La ecuación (3) tiene las dimensiones de energia. Pero la energia puede ex- 
presarse también como fuerza por distancia, que en este caso es F dg, donde F 
es la fuerza de atracción entre los polos. Es igual en magnitud a la fuerza re¬ 
querida para conservarlos separados. Entonces 



o 



(4) 


donde F = fuerza de atracción, N 
B = densidad de flujo, T 
A = área dei entrehierro, m 2 
f.i 0 = permeabilidad dei aire = 400 tt nH m 


Al dividir entre el área dei entrehierro A se obtiene la presión P. Esto es 
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6-24 IMÁN PERMANENTE CON ENTREHIERRO 

Supóngase primero que un anillo de hierro cerrado está magnetizado al nivel de 
saturación con devanado toroidal uniforme sobre el anillo. Cuando se quita la 
bobina, la densidad de flujo en el hierro es igual a la retentividad (véase Fig. 
6-52). Sin embargo, si el sistema tiene un entrehierro, como en la figura 6-51‘, 
la densidad de flujo tiene un valor menor como el que se da en el punto P que 
queda en alguna parte de la curva de desmagnetización (Fig. 6-52) (Véase tam- 
bién Secc. 6-15.) Se necesita información adicional para encontrar este punto. 
Esta información puede obtenerse como sigue. La integral de línea de H en una 
vuelta alrededor dei circuito magnético es § H * dl = NI. pueso que NI = 0. 



tfi(J - g) = -H„g 


(D 


o 


donde H i = campo H en el hierro 

/ = 2nR = longitud total dei circuito magnético (incluyendo el 
entrehierro) 

g = ancho dei entrehierro 
H g = campo H en el entrehierro 

Entonces H, y H q son en direcciones opuestas como se indican en la figura 6-51. 
Si se desprecia la fuga B, es uniforme alrededor dei circuito. Multiplicando 
(1) por n 0 y despejando la razón B/H h o la permeabilidad dei hierro, se obtiene 



( 2 ) 



Anillo de 
hierro 


Figura 6-51 Anillo permanentemente magnetizado con en¬ 
trehierro. 
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Figura 6-52 Curvas de desmagnetización 
para imàn permanente. 


La razón de la densidad de flujo B al campo en el hierro indica la pendiente 
de una recta llamada línea de corte , como se muestra en la figura 6-52. La inter- 
sección de esta línea con la curva de desmagnetización determina la posición dei 
hierro en la curva de magnetización (punto P). Esta localización es una función 
de la razón de la longitud de la trayectoria dei hierro (/ — g) a la longitud dei 
entrehierro (g). 

En la mayor parte de las aplicaciones de imanes permanentes, en que se 
desea que B permanezca relativamente constante, se aplica un moderado campo 
desmagnetizador al hierro, moviendo la posición dei hierro a P' (Fig. 6-52). Al 
suprimir el campo, el hierro se mueve al punto P" sobre la línea de corte. Se 
dice ahora que el imán de anillo está estabilizado y cuando se aplican câmbios 
menores que la diferencia de H entre los puntos P' y P" al anillo y luego se 
quitan, el hierro retornará aproximadamente al punto P ". En estas condiciones 
el hierro se mueve a lo largo de una curva menor de histéresis, como se sugiere 
por medio de las líneas discontinuas en la figura 6-52. 


6-25 COMP ARACION DE CAMPOS ESTÁTICOS, 

ELÉCTRICOS Y MAGNÉTICOS 

Es ilustrativo comparar los campos eléctricos y magnéticos y observar tanto sus 
diferencias como sus semejanzas. En la tabla 6-6 se proporciona una compa- 
ración parcial incluyendo las relaciones desarrolladas en los capítulos anteriores 
para campos estáticos. En la sección 8-17 se proporciona una comparación de 
las relaciones para campos no estáticos. 
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Tabla 6-6 Una comparación de ecuaciones para campos eléctricos y magnéticos 


Descripción de la ecuación 

Campos eléctricos 

Campos magnéticos 

Fuerza 

F-QE 

dF = (I x B) dl 

F = e«B 

Relaciones básicas de campos 
laminares y solenoidales 

V x E, = 0+ 

V ■ B = 0 

Obtendón de potencial escalar o 
vectorial 

E c = -SV 

y = T-\ 

4ne 0 J v r 

B = V x A 

A-Jif-d» 

4n J v t 

Relaciones constituyentes 

D = íE 

B = pH 

Fuente de campos eléctricos y 
magnéticos 

V ■ D = p 

V x H = J 

Densidad de energia 

IV, = ie £ 2 = i ED 

w. = iliH 2 = iBH 

Capacitancia e inductanda 


A 

L = 1 

Capacitancia e inductanda por 
unidad de longitud de una celda 

II 

<0 1^3 

4. 

II 

-4 

Trayectoria cerrada de integradón 

^E ■ dl = 1^ 

X 

II 

II 


E ( • dl = 0 

j> H - </l =0 sin corriente encerrada 

Obtendón de potendales escalares 

E, = - W 

H = - \U en región libre de corriente 

Campo dipolares 

Ql cos 0 

E '~ 2ntr 3 

_ /íoôJcosfl 

B ' - 2nr 3 


Ql sen0 

En =-=- 

e 4ncr 3 

„ Ho QJsenfl 

B °~ 4jrr 3 • 

Campos de espira 


fio IA cos 0 

Br ~ 2nr 3 

ft 0 IAsenO 

B# " 4 nr 3 

Momento de torsión dipolar 

T = QIE sen0 

T = Q„ IB sen 6 

Momento de de torsión dipolar 


T = 1AB senfl 

Momento de torsión de espira 


T = NIABseaO 

Momento de torsión (en general) 

T = m x E 

T = m x B 


t E c es la intensidad dei campo eléctrico estático (debida a cargas). E (sin subindice) implica que 
los campos productores de fem (no debidos a cargas) también se pueden prcsentar. 
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6-26 COMPARACIÓN DE CAMPOS ESTÁTICOS, 

ELÉCTRICOS Y MAGNÉTICOS QUE COMPRENDEN 
LA POLARIZACIÓN Y LA MAGNETIZACIÓN 

Es interesante comparar las relaciones magnéticas en que se presenta Ia mag- 
netización M con las correspondi entes relacionas eléctricas en que se presenta la 
polarización P (véase Cap. 3). Esto se hace en las dos partes de la tabla 6-7. 

Tabla 6-7 

Comparación de ecuaciones que contienen la polarización P y magnetización M 


Descripción de la ecuación 


Caso eléctrico Caso magnético 


Relaciones de momento dipolar 
Densidad de flujo 
Permitividad y permeabilidad 


Permitividad y permeabilidad rela¬ 
tivas 

Susceptibilidades 

Relación para la densidad de carga de 
polarización y para la densidad 
polar y densidad de comente 
equivalente 

Relaciones para cargas superficiales y 
polos y corriente de lâmina equi¬ 
valente 

Ecuaciones de Poisson 


Potenciales escalares y vectoriales 


p^Ql 
v v 


D = t 0 E + P 

P 

£ = £ ° + ê 



X = t, - 1 

v-p =-p P 

V-D = p 


m Q m l 
Aí = - = — 
v v 


B = /*o(H + M) 



= Pr ~ 1 

V-M= -p m 
V x M = J' 


P = Psp M = Psm 

D = p s M = K' 


\ 2 V = - - 
£ 


V 


— í- 

4tc£ 0 J v 


VP 


dv 


r 


\ 2 V = V-M = —V ■ H 

/io f J + VxM 
A = 4íl- r dC 


Comparación de polarización y magnetizaciones de dos modelos 


Polarización 

Magnetización 

eléctrica 

Modelo de corriente 

Modelo polar 

QL 

P = — 

V 

IA 

M =±= — 

V 

QJ 

M = — 

V 

P = Psp 

M = K f 

e 

II 

P ’ Ü = Psp 

M x n = K 

1 

a. 

II 

<e 

s 

< 

*0 

II 

1 

V x M = X 

1 

II 

E 

1 

II 

s 

> 

D = í 0 E + P 

B = p 0 (K + K‘) 

B = ti 0 (H + M) 
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6-27 iEXISTEN LOS MONOPOLOS MAGNÉTICOS? 

Puesto que los electrones (cargados negativamente) y los protones (cargados 
positivamente) se pueden separar, uno puede esperar por analogia que los polos 
magnéticos debieran ser separables. Sin embargo, como se explico anteriormen¬ 
te, los polos de un imán siempre vienen en pares, con un polo norte y con un > 
polo sur, esto es, en forma dipolar. A pesar de todo, ha persistido la idea de 
polos separados (norte y sur), o monopolos; de hecho, tales partículas son pos¬ 
tuladas en algunas teorias unificadas. ILas teorias sugieren que los monopolos 
se produjeron en grandes números durante las primeras etapas de la formación 
dei universo en una gran explosión, estimándose que deben existir todavia al- 
gunos que sean observables como parte de la lluvia permanente de rayos cós¬ 
micos. Aunque de tamaho atómico, un monopolo magnético seria billones de 
veces más pesado que un protón. 

En anos recientes, en un par de ocasiones, se informó que partículas 
atómicas de gran tamano han sido detectadas en los aparatos de rayos cósmicos, 
pero no se ha podido establecer con certeza si eran realmente monopolos mag¬ 
néticos o algún otro objeto. La búsqueda de monopolos magnéticos continua, y 
aunque alguno pudiese ser detectado con certeza, serían tan raros que probable- 
mente tendrían poco efecto en nuestras técnicas establecidas para tratar con la 
magnetización. 


PROBLEMAS t 

Grupo 6-1: Secciones 6-1 a 6-7. Imanes, materiales magnéticos, permeabilidad, magnetización, B, 
HyM 

6-1-1. Fuerza entre conductores en un medio ferroso. Por dos conductores paralelos rectos y lar¬ 
gos, separados por una distancia d fluye una corriente I en direcciones opuestas. Encuéntrese la 
fuerza por unidad de longitud de conductor si ( a ) el medio es el aire y (ó) si el medio es ferroso de 
Ur = 350. 

6-1-2. Desviación de la agitja de una brújula por un imán de barra. Un imãn de barra con un 
momento magnético de 10 A m 2 es llevado a 300 mm de una aguja de brújula. ^Cuál es la máxima 
desviación angular de la aguja que puede producir el imán? Tómese la componente horizontal dei 
campo magnético de la Tierra como 30 pT. 

★6-1-3. Línea coaxial conteniendo titanato ferroso como medio. Una línea de transmisión coaxial 
tiene un conductor interno sólido de radio a y un conductor externo de pared delgada de radio b. 
Las constantes para el medio de titanato ferroso son <r = 0, < r = 10, y n r = 200 (a) Encuén¬ 
trese la inductancia por metro de longitud de la línea si la razón b/a es la misma que en la parte {d) 
dei problema 5-2-15. (ó) Suponiendo una distribución uniforme de corriente en el área de la sección 
transversal dei conductor interno, £cuál es el efecto en porcentaje sobre la inductancia total? 

*6-1-4. Línea coaxial con conductor interno helicoidal, (a) Para elevar la inductancia de una línea 
coaxial el conductor interno se puede devanar en forma de hélice. Si el conductor interno es una 
hélice de alambre fino de radio a y el conductor externo un tubo de pared delgada de radio b , en- 


t Las respuestas a los problemas seftalados con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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cuéntrese la inductancia por unidad de longitud. La hélice tiene N vueltas por metro, (b) Si el 
conductor interno helicoidal está devanado sobre un núcleo no conductor de ferrita de radio a con 
\i r — 100, encuéntrese la inductancia de la línea. 

6-1-5. Cavidades B y H. Existen dos cavidades cortadas en un medio ferromagnético (/*, = 300) de 
gran extensión. La cavidad 1 es en forma de disco delgado con las caras planas perpendiculares a la 
dirección de B en el medio ferromagnético. La cavidad 2^ en forma de una aguja larga con su eje 
paralelo a BQ: Las cavidades estân llenas de aire. Si B = *1 T, £cuál es la magnitud de H en (a) el 
centro de la cavidad 1 y (ó) el centro de la cavidad 2? 

6-1-6. Imán de barra. Fuerza de traslación. Un imán de barra en un campo magnético uniforme es 
accionado sólo por un momento de torsión, sin existir fuerza de translación sobre el imán. En un 
campo no uniforme, existe una fuerza de translación sobre el imán. En un campo no uniforme, 
existe una fuerza de translación neta. Encuéntrese el valor máximo de esta fuerza sobre un imán de 
barra de 6 mm de longitud, magnetizado de manera uniforme con un momento magnético de 2 A m 2 
situado a 100 mm de un polo de un imán de barra delgada y muy larga que tiene una fuerza 
polar de 600 A m. 

6-1-7. Campos de un imán de barra. Demuestre que la densidad de flujo de un imán de barra está 
dado por 


u /i o g m /cos0 

B * = y B ' = 2nr> 

donde Q m l = momento dipolar 

0 = ângulo entre el eje de la barra y el radio vector de la longitud r 
Se supone que r > /. 

*6-1-8. Imán de barra cerca de interfaz. Un pequeflo imán de barra está situado en aire a una distan¬ 
cia d de la superfície plana de un medio de gran extensión y permeabilidad fx. El eje de la barra for¬ 
ma un ângulo 6 con respecto a una perpendicular a la superfície. Si el momento dipolar dei imán 
de barra es Q m l. encuéntrense la fuerza y el momento de torsión sobre el imán de barra, debidos a la 
magnetización inducida en el medio de permeabilidad /j. Hágase una gráfica dei momento de tor¬ 
sión contra 0. 

6-1-9. Imán de barra. Magnetización. Muéstrese que en el centro de una barra larga uniformemente 
magnetizada de área de sección transversal uniforme A, que |H| % IMAjnl 2 , donde M - mag¬ 
netización y / = longitud de la barra. 

6-1-10. Imán de barra. Magnetización. Demuéstrese que la permeabilidad en el centro de una varilla 
larga permanentemente magnetizada de magnetización uniforme está dada por - (n/ 2 /2,4)J, 
donde / = longitud de la varilla y A — área de la sección transversal de la varilla. 

6-1-11. Efecto a la cuarta potência entre imanes. Demuéstrese que la fuerza entre dos pequeflos 
imanes de barra varia en relación inversamente proporcional a la cuarta potência de su separación y 
es independiente de su orientación relativa. 


Grupo 6-2: Secciones 6-8 a 6-10. Energia, densidad de energia condiciones de frontera. 

6-2-1. Energia en un solenoide. Un solenoide de 1000 vueltas tiene una longitud de 600 mm y un 
diâmetro de 40 mm. Si la corriente dei solenoide es de 2 A, encuéntrese (à) la densidad de energia 
dei centro dei solenoide y (ó) la energia total en el solenoide. 

6-2-2. Energia de un imán de barra. Un imán de barra de momento magnético de 800 A m 2 tiene una 
longitud de 100 mm y un diâmetro de 15 mm. Encuéntrese (a) la densidad de energia en el centro de 
la barra y (b) la energia total en la barra. 

6-2-3. Energia entre comentes peliculares. En dos grandes lâminas conductoras paralelas y planas 
con separación de 20 mm fluye una densidad de corriente pelicular de I 000 Am 1 en direcciones 






302 Electromagnetismo 


Cap. 6 


opuestas. Encuéntrese (o) la densidad de energia entre las lâminas y (6) la energia total entre las 
Lâminas en un área de 2 m 2 . 

6-2-4. Ângulos dei campo en una inlerfai. Dos médios ferromagnéticos estàn separados por una 
frontera plana. El medio 1 tiene una permeabilidad relativa ft, = 300 y el medio 2 una P^meabr 
i;HgH relativa ia = 1 800. Si la dirección dei campo magnético en el medio 2 tiene un ângulo de 10 
respecto a la superfície, encuéntrese el ângulo entre ta dirección dei campo y la superfície en el 
medio 1. 

6-2“S. Corriente peHcuIar en una interfaz* Una Lâmina plana de densidad lineal de corriente K separa 
dos médios con densidades de flujo magn&ico 0, = 5mT y = 25 mT en direcciones opuestas 
paralelas a La lâmina. Las permeabilidades relativas sou Mm = 5Q y - 90- õ Cuàl la K - 
6*2-6. Conductor con blíndaje. Un conductor de cobre de 50 mm de radio está encerrado (mag¬ 
néticamente blindado) por un tnbo concêntrico de hierro* de radio interno de 100 mm y de radio ex¬ 
terno dc 150 mm. (a) Si la corriente en el conductor es de 300 A, encuéntrese B y H a rádios de 25* 
50, 100, 125, 150 y 200 mm. Supóngase que la densidad de corriente en el conductor es uniforme y 
que !i t = 500 en el tubo de hierro. ( b ) Hâgase un esquema de la variadón de B y H en función dei 
radio de 0 a 250 mm. 

Grupo 6-3: Secciones 6-11 a 6-17. Ferromagnetismo, curvas de magnetización, histéresis, imanes 
permanentes y desmagnetización 

★6-3-1, Curva de desmagnetliacióii de un imãii permanenle. (<r) Suponiendo que la curva de desmag¬ 
netización de un cierto material ferromagnético sea una linea recta* *cuát es el producto máximo IM 
si la retentividad es de l T y la coerciúvidad es de 20 kA m^ 1 7 {b) Pruébese que éste es el valor 
máximo. 

*6-3-2. Relación de Raylelgli. De acuerdo con Lord Raykigh, la parle de abajo de la curva normal de 
magneuzacLÓn está dada por B = & H 4 aH \donde /r f es la permeabilidad inicial (con H =ÚyB 
= 0) y a es una constante, Supóngase que esta relación se aplica a la curva de magnetización imcial 
de un espécimen de hierro. iCuàl es la expresión para la densidad de energia en el hierro después de 
que el campo se eleva de H - 0 a H = Supóngase que el espécimen está imdaimente desmag- 

netizado. 


Grupo 6-4: Secciones 6-18 a 6-20. Circuito magnético, reluctanda y permeuncia y mnpas de campo 
magnético. 

6-4-1. Pcrmeancia de una barra. Una barra rectangular dc hierro tiene una longitud x, yun área A 
de sección transversal. La permeabilidad es una función de x dada por 


M ^ 0 


+ 


- Mo 
*1 


Encuéntrese la permeancia de la barra. 

6-4-2. Reluctanda y permeancia de barra con muescas. Mapa de campo. Para una barra de hierro 
que tenga las dimensiones mostradas en la figura 4-23 encuéntrese (u) la reluctanda y (ó) la per¬ 
meancia f.t r = 2 000. 

6-4-3. Reluctanda y permeancia de barra en forma de L. Mapa de campo. Para la barra de hierro en 
forma de L que tiene las dimensiones mostradas en la figura P4-3-3, encuéntrese (a) la reluctanda y 
(b) la permeancia. \i T = 4 000. El espesor de la barra es de 20 mm. 

Localtzación de tubería enterrada. Mapa de campo. Una tubería de acero corre de Este a Oes¬ 
te a una profundidad constante bajo La superfície de un terreno piano. El campo magnético de la 
Tíerra no perturbado en la región tiene una indinación de 70* (ângulo de B respecto a La horizontal) 
y una dedinación de 0 o (ângulo de fí respecto al Norte). Localícese la tubería y su profundidad si se 
obtienen Las siguientes medicitmes con la aguja de indinación a 1 m sobre la superfície dei terreno. 
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Metros al sür de Ângulo de 
la marca inclinación 

de referencia 


0 

71 

2 

75 

4 

77 

6 

74 

8 

70 

10 

65 

12 

62 

14 

66 

16 

69 


6-4-5. Barra con y sin muescas. iCuánto mayor es la reluctancia de la barra de la figura 4-23 si 
se compara con un bloque rectangular uniforme sin muescas, suponiendo que fi r es la misma en am¬ 
bos casos? 

*6-4-6. Barra recta comparada con barra en forma de L. <,Cuánto mayor es la reluctancia de la barra 
en forma de L de la figura P4-3-3 en comparación con una barra rectangular uniforme recta, ob- 
tenida cortando la primera a lo largo de la diagonal en el doblez, dando la vuelta a una mitad y 
uniendo las mitades para formar una barra recta sin entrehierro? Supóngase que fi r es la misma en 
ambos casos. 


Grupo 6-5: Secciones 6-21 a 6-27. Circuito sin entrehierro, circuito con entrehierro, fuerza en el 
entrehierro, imán permanente con entrehierro y monopolos magnéticos 

6-5-1. Ánillo de hierro sin entrehierro. Un anillo de hierro de radio medio de 200 mm y 150-mm 2 
de área de secciôn transversal está devanado con 100 vueltas de alambre. Si B = 0.5 T y fx T = 250, 
encuéntrese la corriente en el alambre. 

*6-5-2. Anillo de hierro con entrehierro. Un anillo de hierro tiene un área uniforme de sección trans¬ 
versal de 150 mm 2 y un radio medio de 200 mm. £1 anillo es continuo excepto por un entrehierro de 
1 mm de ancho. Encuéntrese el número de ampere-vueltas requerido en el anillo para producir una 
densidad de flujo de B — 5 TZ en el entrehierro: Despréciense los efectos de borde. Cuando B = 
0.5 T en el hierro, \i T = 250. 

6-5-3. Anillo de aleación de fenrita-acero. Un anillo tiene un área de sección transversal de 200 mm 2 
y una longitud media de 350 mm. Dos terceras partes de la longitud dei anillo estàn compuestas de 
ferrita (p r = 1000) y el tercio restante de acero suave {p. r = 2000). Encuéntrese el flujo magnético 
total en el anillo si está devanado con una bobina de 750 vueltas y lleva 100 mA. Considérese que las 
dos uniones a tope entre las secciones de ferrita y acero son equivalentes a un entrehierro de 100 fim. 

<6-5-4. Anillo de hierro B en el entrehierro. Un anillo de hierro de área de sección transversal de 
10-cm 2 y radio medio de 150 mm tiene un entrehierro de 3 mm. Si se devanan 300 vueltas de alambre 
por el que fluyen 10 A sobre el anillo, encuéntrese B en el entrehierro. Despréciese el efecto de bor¬ 
de. Supóngase que las características dei hierro son las mismas que las dadas en la figura 6-25. Este 
problema requiere de una solución gráfica o por prueba y error. Es un buen ejemplo de un pro¬ 
blema pràctico de ingeniería. 

6-5-5. Anillo de hierro. B en el entrehierro. Un anillo de hierro de área de sección transversal de 
20 cm 2 y radio medio de 200 mm tiene un entrehierro de 4 mm. Si sobre el anillo se devanan 300 vuel¬ 
tas de alambre que lleven 12 A, encuéntrese B en el entrehierro. Supóngase que, debido al efecto de 
borde, el área eficaz de la sección transversal dei flujo magnético en el entrehierro se aumenta en un 
15%. Supóngase que las características dei hierro son las mismas que las dadas en la figura 6-25. 

*6-5-6. Anillo de hierro. Fuerza en el entrehierro. Un imán de anillo de hierr» de 0.02 m 2 de área de 
sección transversal y 300 mm de radio medio tiene un entrehierro de 1 mm y un devanado de 1200 
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vueltas. Si la corriente que pasa por la bobina es de 6 A, £cuàl es la fuerza que tiende a cerrar el en- 
trehierro? Tòmese ji, = 1 000 para el hierro y despréciese el efecto de borde. 

6-5-7. Imán con entrehierro. Muéstrese que la permeabilidad de un imán permanente con entre- 
hierro puede expresarse por medio de p = — donde t* 0 — permeabilidad dei aire, = 

permeancia dei entrehierro y & = permeancia dei espacio vacío ocupado por el imán. 

6-5-8T Corriente de cierre para un relevador. Un rdevador electromagnético tiene un circuito mag¬ 
nético como el de un anillo de hierro con entrehierro Si el rdevador tiene una bobina de 500 vueltas 
con un entrehierro de 1 mm y 0.5-cm 2 de sección transversal en el entrehierro, encuèntrese la co¬ 
mente que se requiere en la «bobina para cerrar. La fuerza requerida para cerrar es equivalente al 
peso de 200 g, Supóngase que el material magnético dei relevador, íneluyendo la barra móvíl en el 
entrehierro, tiene una sección transversal constante de 0.5 cm" y una permeabilidad relativa n r = 
1000. 

*6-5-9. Anillo de hierro. Flujo. Un anillo de hierro tiene un radio medio de 300 mm y una sección- 
trãnsversal uniforme de 10 cm 2 Una bobina de alambre de 1000 vueltas y que lleva 5 A está situada 
sobre el anillo. Encuèntrese el flujo magnético t K en el anillo. Las características dei hierro son las 
dadas en la figura 6-25. 

6-5-Ifl. Anillo de hierro con rayo. Un anillo circular de hierro tiene un rayo que cruza diametral- 
mente el anillo. Cada milad dd anillo tiene una bobina idêntica de N vueltas y fluye una comente 
de 3 Á, con direcciones de corriente tales que las smm de ambas bobinas se suman. El flujo en el 
anillo en una de las bobinas es de 100 jiWb. El anillo y d rayo diametral tienen una sección trans¬ 
versal uniforme de 12 cm 2 . El radio medio dd anillo cs 350 mm. Las características dd hierro son 
como en la figura 6-25. (a) Encuèntrese el número de vueltas N y (b) el flujo en d rayo. 

*6-5-11. Fuerza de monopolo magnético, {a) Si existen monopolos magnéticos y se ha juntado una 
camidad suficiente de una polaridad, ^podrian usarse para impulsar un barco a lo largo dc las lineas 
magnéticas de la Tierra? (b) Si así fuese, <,de dónde provendría la energia? (c) /.De qué tamafio se 
necesitaria un monopolo para producir una fuerza horizontal equivalente al peso de 1 tonelada 
métrica si la componente horizontal dd campo magnético de la Tierra es de 50 j/T? t 


Grupo 6-6: Aplicaciones prácticas 

6-6-1. Levitación magnética. La levitación magnética se puede emplear para el movimiento de ob¬ 
jetos en forma horizontal sin rozamiento. Un ferrocarril experimental japonês de muy alta velocidad 
usa la levitación magnética. Diséftese un sistema de levitación magnética para levantar 1000 kg en la 
superfície de la Tierra unos 5 mm usando (a) imanes permanentes y (ó) electroimanes. 



Figura P6-6-2 Electroimàn en forma de U. 
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6-6-2. Electroimán para levantamiento. Un electroimán consiste en un juego de hierro en forma de 
U, como se muestra en la figura P6-6-2. Una delgada lâmina de cobre unida al yugo impide el con¬ 
tacto hierro a hierro con una carga de ese material. Si el flujo magnético a través dei circuito es 
20 mWb y el área dei yugo es de 0 015 m 2 por polo, ^cuál es el máximo peso de una barra de hierro 
que puede levantar el imán? Despréciese el efecto de borde. 

6-6-3. Electroimán para levantamiento. Polos biselados. (a) Si el área de contacto dei electroimán 
dei problema 6-6-2 y de la figura P6-6-2 se reduce a 0.005 por medio de secciones recortadas de 
los polos en el yugo, <,qué peso de barra se puede levantar? ^Supóngase un \j/ m igual al de antes y 
despréciese el efecto de borde, (b) En la práctica £,qué impide aumentar la fuerza de atracción ili¬ 
mitadamente al reducir el área de contacto? 

6-6-4. Presión de contacto. i,Cuál es la presión de contacto (a) en el problema 6-6-2 y ( b ) en el 
problema 6-6-3? 

*6-6-5. Imán de ciclotrón. Un imán de cilotrón tiene las dimensiones mostradas en la figura P6-6-5. 
Las piezas polares son cilíndricas con extremos ahusados, el diâmetro en el entrehierro es de 1 m y el 
espaciamiento en el entrehierro es de 150 mm. ^Cuántos ampere-vueltas se necesitan en cada uno de 
los dos devanados mostrados para producir una densidad de de flujo de 1 T en el entrehierro? 
Supóngase que el imán está hecho de hierro con & = 2000 y que no existe efecto de borde en el 
entrehierro. Despréciense la fugas a lo largo de la estructura dei imán. Como simplificación adi¬ 
cional tómese la longitud eficaz de las secciones como la longitud medida a lo largo de los ejes (línea 
discontinua en la figura P6-6-5-a). Tómese el diâmetro de la sección ahusada de los polos como el 
diâmetro promedio. 



Vista lateral Vista de extrema 


(a) 


(A) 


Figura P6-6-5 Imán de ciclotrón. 


*6-6-6. Campo magnético de la Tierra. Para muchos fines, el campo magnético de la Tierra a alturas 
ionosféricas o más arriba se puede considerar como si fuese producido por un dipolo magnético cor¬ 
to (o pequefla espira de corriente) situado en el centro de la Tierra con fi = ii 0 en cualquier punto 
(excepto dentro dei dipolo). Si la componente horizontal de B en la superfície de la Tierra es de 20 jíT 
en un punto donde el ângulo de inclinación vertical dei campo (ângulo respecto a la horizontal) es de 
72° {a) encuéntrese el momento magnético requerido para el dipolo (o espira) en el centro de la 
Tierra. Tómese el radio de la Tierra como 6.37 Mm. (è) Usando este modelo^calcúlese B a una dis¬ 
tancia de 45 Mm arriba de la superfície de la Tierra en las direcciones polar y ecuatorial. 
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★6-6-7. Desmagnetización de un barco. Para proteger los barcos de las minas accionadas por câmbios 
en el campo magnético de la Tierra producidos por la proximidad de la nave, se puede reducir el 
momento magnético de la nave por medio de una bobina de alambre devanada en su alrededor y 
que lleve una comente apropiada, proceso llamado desmagnetización o desimantaciôn. Considérense 
dos situaciones idealizadas. Caso 1: represéntese el barco por medio de un imán de barra orientado 
verticalmente, de momento dipolar de IO 5 Am 2 , (a) A una profundidad de 10 m por abajo de la 
nave icuál es la B de la nave? Supóngase que el imán es corto en comparación con los 10 m y que stí 
punto medio está en la superfície dei agua. (6) Si el campo de la Tierra es vertical e igual a 60pT, 1 
icon qué precisión se debe establecer la corriente de la bobina para que el barco produzca un cam¬ 
bio inferior al 3 por ciento en el campo total? Caso 2: Represéntese la nave por medio de un imán 
de barra orientado horizontalmente, de momento dipolar igual a 10 5 A m 2 . (c). A una profundidad de 
10 m por abajo dei barco icuál es la B dei mismo? Supóngase que el punto medio dei imán está en la 
superfície dei agua. {d) Si el campo de la Tierra es horizontal e igual a 40 pT, £con qué precisión se 
debe ajustar la corriente de la bobina para que la nave produzca un cambio inferior al 3 por ciento 
en el campo total? Nota: Un barco real es mucho más complejo que lo sugerido a través de estos 
ejemplos idealizados y puede requerir muchas bobinas devanadas tanto vertical como horizontal- 
mente. 

6-6-8: Desmagnetización de la Tierra. Si se tendiera ua sola vuelta de alambre alrededor de la Tierra 
en un ecuador magnético, una corriente que pasara por esta espira podría cancelar el campo mag¬ 
nético de la Tierra a cierta distancia, (a) <*,Cuánta corriente se requeriría en el alambre? El mo¬ 
mento dipolar magnético de la Tierra es de alrededor de 6 4 x 10 21 A m 1 . (b) <,Cuál es la distancia 
radial R más allá de la cual el campo de la Tierra seria 1 % o menos de su valor normal, supóniendo 
que la corriente dei alambre se ajustase de manera que el momento magnético de la espira de alam¬ 
bre fuese exactamente igual al momento magnético de la Tierra? (c) Teniendo en circulación la 
corriente de la espira, <,cuál seria el campo magnético a distancias inferiores a R y en particular 
sobre la superfície de la Tierra? {d) Teniendo en circulación la mencionada corriente, icuM seria la 
densidad de flujo magnético a 1 km dei alambre? 




7 CAMPOS LIMITADOS 

Y LA ECUACIÓN 
DE LAPLACE 


7-1 INTRODUCCIÓN 

La ciência y la ingenieria eléctrica se basan en la acción de los campos eléctricos 
(E y D) y los campos magnéticos (B y //). Estos campos, a su vez, son pro- 
ducidos básicamente por cargas eléctricas (Q) y comentes (/) en dispositivos 
electromagnéticos de todo tipo. Para entender cómo funcionan los dispositivos 
se debe estar en condiciones de evaluar los campos que los rodean. Asi, los cam¬ 
pos requieren un concepto espacial o tridimensional que invite al lector a trazar 
mapas o representaciones de los mismos que muestren las lineas de campo y las 
superfícies equipotenciales. Los mapas proporcionan información acerca de las in¬ 
tensidades de campo, las diferencias de potencial y las densidades de energia, 
carga y corriente en cualquier punto dei mapa. Se aprende a considerar el cam¬ 
po como un agregado de celdas de campo conectadas en serie y paralelo, cuyos 
totales dan valores integrados (o de circuito) de capacitancia, resistência e in- 
ductancia. Además, un mapa para una configuración dada se puede aplicar a 
muchas situaciones. Entonces, como se ilustra en la figura 6-47, un mapa 
proporciona la solución para un capacitor, una barra conductora, con corrien- 
tes longitudinal y transversal, una barra magnética y entrehierro, y una línea de 
transmisión de cinta. 

Todos esos mapas de campo son soluciones de la ecuación de Laplace. En 
este capítulo se avanza más, adentrándose en métodos matemáticos rigurosos y 
formales para encontrar las configuraciones de campo para cierto número de 
problemas electrostáticos. En los primeros ejemplos, el espacio no tiene carga 
(p = 0), y se buscan soluciones a la ecuación de Laplacej (\ ;2 V = 0) que satis- 


t Véase sección 3-25. 
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face las condiciones de frontera. En un ejemplo posterior la carga espacial está 
presente, y se obtiene una solución a la ecuación de Poisson (A 2 V = —p/e) En 
virtud de la dependencia entre sus fronteras y la configuración de campos, estos 
problemas son conocidos con frecuencia como problemas de valores en la fron¬ 
tera. 

La solución de un problema de valor en la frontera normalmente se facilita y 
si se plantea en un sistema coordenado en el que las fronteras se puedan es¬ 
pecificar de una manera simple. Por ejemplo, un problema que contenga un ob¬ 
jeto rectangular se puede manejar en forma más expedita con coordenadas rec- 
tangulares; un objeto cilíndrico, con coordenadas cilíndricas; un objeto elíptico, 
con coordenadas elíptico-hiperbólicas, etc. Una restricción que se tiene con el 
método matemático formal es que las fronteras, en muchos casos prácticos, no 
pueden expresarse en forma simple en ningún sistema coordenado y con fre¬ 
cuencia se deben recurrir en tales casos a otros métodos, como los gráficos, los 
experimentales, por computador analógico y técnicas iterativas (computadora 
digital). Estos diversos métodos se explicarán y compararán en las secciones que 
siguen. 


7-2 ECUACIÓN DE LAPLACE EN COORDENADAS 
RECTANGULARES; SEPARACIÓN DE VARIABLES 

En coordenadas rectangulares, la ecuación de Laplace (V 2 V = 0) se convierte 
en 


Õ 2 V Õ 2 V ô 2 V_ 

dx 2 ôy 2 ^ ôz 2 


( 1 ) 


Supóngase que V pueda expresarse como el producto de tres funciones X, Y y 
Z, o sea 


V= XYZ 


( 2 ) 


donde X = función sólo de x 
Y = función sólo de .y 
Z = función sólo de z 

Sustituyendo (Z) en (1) se obtiene 


y z ^ + xz fl + x y^ 


Al dividir entre XYZ las variables se separan y así se tiene 

1 cl 2 X 1 d 2 Y 1 d 2 Z 
X dx 2 + Y dy 2 + Z dz 2 ~ 


(3) 


(4) 
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Puesto que la suma de los tres términos dei miembro izquierdo es una constante 
(= 0) y cada variable es independiente, cada término debe ser igual a una cons¬ 
tante. Esto implica que puede escribirse 



1 d 2 X t 

X dx 2 Ql > 

(5) 

o bien 

d2X - a 2 X 

(6) 

y similarmente 

d2Y -a 2 Y 
dy 2 ~ ülY 

(7) 

y 

d 2 Z 

~d? = ülZ 

(8) 

donde 

a\ + a\ + «3 = 0 

(9) 


El problema consiste ahora en encontrar una solución para cada una de las 
tres variables en forma separada. En consecuencia, el método que se sigue es 
conocido como el método de separación de variables . 

Una solución de (6) es 


X = C x e a ' x + C 2 e~ aiX (10) 

donde C\ y C 2 son constantes arbitrarias que deben ser evaluadas según las 
condiciones de frontera. Cada término en (10) es una solución, o la suma es una 
solución, como puede verificarse sustituyendo la solución en (6). 

Se sigue que una solución general de (1) es 

V= (C,e aí * + C 2 e~ a ' x )(C 3 e a2y + C 4 e~ a 2 y )(C 5 e a * z + C 6 e~^) 

donde C 2 ,- etc., son constantes. Entonces, las soluciones pueden tomar la 
forma de funciones exponenciales, trigonométricas o hiperbólicas. 


7-3 EJEMPLO 1: EL CAPACITOR DE PLACAS PARALELAS 

Considérese un capacitor de placas paralelas como se muestra en sección trans¬ 
versal en la figura 7- la. Las placas son infinitas en extensión y están separadas 
por una distancia La placa dei lado izquierdo está a un potencial cero y la 
placa dei lado derecho a un potencial V v La ecuación de Laplace se aplica para 
encontrar la distribución de potencial entre las placas. 

No hay variación de potencial en las direcciones x y it de manera que el 
problema es unidimensional y la ecuación de Laplace (V 2 F = 0) se reduce a 
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(D 


Para que la segunda derivada de V con respecto a x sea cero, la primei, 
derivada debe ser igual a una constante. En consecuencia, se tiene .■* 


dV_ 

dx 

obien dV 

Integrando (3), se escribe 


Cl 

(2) 

C i dx 

(3) 


jdV = C l jdx 

o bien V = C t x + C 2 (4) 

Las condiciones de frontera (B,C.) son 

B.C. 1: V = 0 en x = 0 

B.C. 2: V=V l en x = x, 

Conforme a B.C. 1, (4) se convierte en 

0 = 0 + C 2 (5) 

En consecuencia, C 2 = 0. Conforme a B.C. 2, (4) se convierte en 


V ! = C 1 x 1 


( 6 ) 


de manera que 



(7) 


Introduciendo los valores para C, y C 2 de (7) y (5) en (4), se observa que la 
solución para el potencial entre las placas dei capacitor es 



( 8 ) 


Entonces, la variación de V entre las placas es una funcíon lineal de x, como se 
ilustra en la figura 7-16. 

Este resultado se pudo prever desde el momento en que se esperaria un 
campo eléctrico uniforme E entre las placas con magnitud 
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m 



(Vm’ 1 ) 

-V| 

con el potencial en un punto cualquiera dado por 


V= Ex 


(9) 


( 10 ) 


La constante C y es por lo tanto igual al campo eléctrico entre las placas. Or¬ 
dinariamente no se habría recurrido a una solución formal de la ecuación de 
Laplace para este problema simple, pero su aplicación aqui sirve para ilustrar 
los procedimentos implicados en el emplep de la ecuación de Laplace usando 
un mínimo de matemáticas. 
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7-4 UNICIDAD 

Si una función V satisface la ecuación de Laplace (V 2 V = 0) y las condiciones 
de frontera, es una solución única; es decir, es la única solución posible. Nin- 
guna otra función satisfará estos requerimientos.t 

Se reexaminará la solución (7-3-8) para el capacitor de placas paralelas en y 
relación con su unicidad. Esta ecuación satisface las condiciones de frontera y 
también satisface la ecuación de Laplace, como puede confirmarse sustituyendo 
(7-3-8) en (7-3-1) y efectuando la derivación indicada. La solución es \\ = C,x, 
donde C, = VJx v Una función de la forma V = CjX + C 2 también satisfará la 
ecuación de Laplace pero requerirá diferentes condicones en la frontera; esto es, 

V = C 2 en x = 0 y V = V x + C 2 en x = x t . 

Ahora se tratará con una función de la forma V = C,x 2 . La función puede 
satisfacer las mismas condiciones en la frontera que V = C , x. pero no satisface 
la ecuación de Laplace, puesto que al sustituirla en (7-3-1) da un resultado 
diferente de cero (d 2 V/dx 2 = 2C\). Es evidente que cualquier potência de x 
diferente de la unidad no será una solución. Las diversas funciones que se ex- 
plicaron se muestran gráficamente en la figura 7-2. Se pueden intentar muchas 
funciones diferentes como soluciones, pero ninguna, excepto l / = (F 1 /x 1 )x 
satisface la ecuación de Laplace v las condiciones de frontera. Es !a solución 
única y una vez que se obtiene resuelve definitivamente el problema. 

Se dispone de demostraciones más elegantes y rigurosas respecto a la 
unicidad, pero el análisis anterior ilustra el procedimiento general que compren- 
de una demostración en la que otras soluciones diferentes de la única, no satis- 
facen la ecuación de Laplace y las condiciones de frontera al mismo tiempo. 


7-5 MÉTODO DE PUNTO POR PUNTO O ITERATIVO 


En esta sección se explica un método de cuantificación o de punto por punto 
para resolver la ecuación de Laplace. El método es aproximado, pero usando 
suficientes puntos y por medio de iteraciones, o aplicación repetitiva, la solu¬ 
ción a la que se llega puede ser tan precisa como se desee.t 

El paso básico es encontrar una solución de la ecuación de Laplace en un 
punto, notando la pendiente de la segunda derivada dei potencial V en direc- 
ciones ortogonales alrededor dei punto. En coordenadas rectangulares, la 
ecuación de Laplace está dada por 


Ô 2 V õ 2 V õ^V _ 

cbc 2 õy 2 ôz 2 


( 1 ) 


tUn mapa de campo obtenido gráficamente o generado por computador, de un problema bi¬ 
dimensional puede constituir igualmente una solución única. 

X J.B. Scarborough, “Numerical Mathemalical Analysis,” 6th ed., pp. 391-422, Johns Hopkins 
Press, Baltimore, Md., 1966. 
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Placas paraleJas infinitas 



Satistace las 
condiciones 
en la frontera 
pero no la 
ecuación de 
Laplace 


Figura 7-2 La variación de potencial 
C x jc: satisface la ecuación de Laplace 
y las condiciones en la frontera; C,x + 
C 2 satisface la ecuación de La¬ 
place, pero no las condiciones en la 
frontera (a no ser que C 2 = 0); mien- 
tras que C v x 2 satisface las condi¬ 
ciones en la frontera pero no la 
ecuación de Laplace. 


Si la variación de potencial es independiente de z, el problema se reduce a un 
problema bidimensional y (1) se simplifica para quedar 


d*V 

õx 2 


2 V 

w 


( 2 ) 


El primer término de (2) es la segunda derivada parcial de V con respecto a x . es 
decir, la rapidez de cambio de la rapidez de cambio de V çon respecto axfEn 
forma semejante, el segundo término es la rapidez de cambio de la rapidez de 
cambio de V respecto a y. La suma de estos dos términos debe ser cero. 

Considérese una distribución bidimensional de potencial alrededor de un 
punto P, como en la figura 7-3. Sea el potencial en P igual a V 0 y en los cuatro 
puntos que lo rodean V u V 2 , L 4 ,como se muestra. Ahora (V 2 — V 0 )/Axes la 
pendiente de V entre los puntos 2 y P. Ésta es aproximadamente igual a dV/õx 
(que llega a ser exacta cuando Ax -► 0). También (V 0 — V x )/Ax es la pendiente de 
V entre los puntos P y 1. La diferencia entre estas pendientes (por incremento 
de distancia Ax) es aproximadamente igual a d 2 VIdx 2 . En consecuencia, como 
se vio en el párrafo anterior, la ecuación de Laplace requiere que la diferencia 


tO. puesto que ôV/õx = — d 2 Vjôx 1 es equivalente al negativo de laTapidez de cambio de E 
respecto a x. 
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Figura 7-3 Construcdón para encon¬ 
trar el potencial en un punto P con 
respecto a cuatro puntos que lo 
rodean. 


de pendientes de V en la dirección x y la diferencia de pendientes en la dirección 
y sean iguales y de signos opuestos. Entonces, se tiene 

djdV/dx) = __ õ(ÕV/õy) 
ôx ôy 

o bien 

i(V 2 - Kp)/Ax] - í(Vp - L,)/Ax] = _ [(K 3 - L 0 )/Ay] - [(K 0 - VJ/Ay] 

Ax Ay 

Sea Ax = Ay. se tiene 

Vi + V 2 + V 3 + V 4 - 4V 0 * 0 (5) 

y V 0 % KK, + v a + v 3 + V A ) (6) 

Si se conoce el potencial en los puntos 1, 2, 3 y 4, entonces, de acuerdo con la 
ecuación de Laplace, el potencial en el punto P está dado por (6). En otras 
palabras, el significado físico de la ecuación de Laplace es simplemente que el 
potencial en un punto es el promedio dei potencial en cuatro puntos que lo 
rodeen. + iQué puede ser más simple que esto? 


t En un problema tridimensional se encontrará el promedio dei potencial para seis puntos circun¬ 
dantes (cuatro como se muestra en la figura 7-3 más uno a una distancia Az de Phacia adentro de la 
página y uno a una distancia Ar de P hacia afuera de la página; Az = Ax = Ay) y el potencial en P 
estaria dado por 


Vo = HV, + V 2 + y 3 + Vt + y s + y„) 
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7-6 EJEMPLO 2: EL CANAL CUADRADO INFINITO 

Para ilustrar el método de punto por punto, considérese el canal cuadrado in¬ 
finitamente largo de lâmina metálica que se muestra en la figura 1-Aa en sección 
transversal. Los lados y el fondo dei canal están a un potencial cero. Una cu- 
bierta, separada dei canal por pequenos espacios, está a un potencial de 40 V. 
Se usa el método de punto por punto para obtener la distribución de potencial. 
Se encontrará primero el potencial en el centro dei canal usando (7-5-6) y se teii- 
drà 


40 + 0 + 0 + 0 - 10 y 

4 

En seguida, se encontrará el potencial en el centro de los cuatro cuadrantes dei 
canal. Para ello, se giran 45° los ejes xy y se toma el potencial en el espacio en¬ 
tre la tapa y el canal como 20 V (promedio de 40 V y 0). Usando de nuevo (7-5-6) 
se tiene 


20 + 40 + 0 + 10 
4 

para los cuadrantes superiores izquierdo y derecho, como en la figura 7-46, y 

0 + io + o + o_ 

~~4 “ 

para los cuadrantes inferiores izquierdo y derecho. En seguida, se puede encon¬ 
trar V en cuatro puntos más, con tensiones como se muestra en la figura 7-4c 
(los ejes xy devueltos a su orientación normal). 

El procedimiento se repite ahora comenzando arriba a la izquierda, ob- 
teniendo 


40 + 21.2 + 7.5 + 0_ 

4 

Este nuevo valor de V se usa ahora para volver a calcular el potencial en el pun¬ 
to adyacente a la derecha, como 

40 + 17.2 + 10 + 17.2 
4 

Véase la figura 7-4rf..t Todos los puntos se vuelven a calcular en esta forma 
procediendo de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo una vez y otra vez 

t En la práctica es conveniente tabular la tensión obtenida en cada iteración en un formato de 
columnas en cada punto de la red, de manera que se pueda tener un registro de los avances dei cál¬ 
culo. Cuando la tensión se estabiliza, se puede finalizar la iteración. 
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Figura 7-4 Aplicación dei método de punto por punto para determinar el potencial en nueve puntos 
dentro de un canal cuadrado infinito. El mapa en (d) es una solución de la ecuación de Laplace que 
satisface las condiciones en la frontera. 

hasta que los valores no cambien gran cosa. Así se obtiene la solución más 
precisa de la ecuación de Laplace que se puede conseguir con este método con el 
número de puntos usado. Una solución todavia más precisa se puede obtener al 
usar un número mayor de puntos (subdividiendo el área dei canal en una red más 
fina de cuadros). Conforme la distancia entre los puntos (Ax o Ay) tiende a 
cero, la solución tiende a ser más exacta. Esta solución se adapta bien para cálcu¬ 
los muy precisos usando computadoras digitales. Sin embargo, los cálculos 
manuales con redes relativamente burdas pueden proporcionar con frecuencia 
soluciones de precisión suficiente para muchos propósitos. Así, una determi- 
nación como la de arriba, dei potencial en nueve puntos en este ejemplo de 
canal, es suficiente para dibujar los contornos de potencial como en la figura 7- 
4 d. 

Al volver al primer paso (determinación de V en el centro dei canal), se 
reexaminará el problema. Usando el punto central y cuatro puntos vecinos, 
como en la figura 7-5 a, se obtienen las pendientes dei potencial en las direcciones 
x y y como se muestra en las figuras l-5b y c.. (Supóngase que Ax = Ay = 10 
unidades.) Entonces, AF/Ax = 10/10 = ± 1. y AF/Ay = 10/10 - 1 o30/10 = 3. 
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Espacio 


Espacio 


40 V 


1 

A 

I 





fa) 




Figura 7-5 (j) Canal cuadrado infinito. (£>) Pen- 
diente o gradiente de potencial en la dirección x. (c) 
Pendiente o gradiente dei potencial en la dirección 

y • 


La ecuación de Laplace se satisface puesto que la diferencia de pendientes en la 
dirección x es el negativo de la diferencia de pendientes en la dirección y. t En- 
tonces 


+ 1 - (- 1 ) = 2 
+ 1 - ( + 3) = -2 


t Nótese que en el caso unidimensional la diferencia de pendientes en una dirección coordenada 
debe ser cero; esto es, V debe variar linealmente con la distancia como en el caso dei capacitor de 
placas paralelas (ejemplo de la Secc. 7-3). En el caso tridimensional, todo lo que uno puede decir es 
que la suma de las diferencias de pendiente en las tres direcciones de coordenadas ortogonales debe 
ser cero. 
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En este problema obsérvese que si el cambio de pendiente es côncavo hacia 
abajo en una coordenada, debe ser côncavo hacia arriba en la otra coordenada 
(véanse Figs. l-5b y c). 


7-7 EJEMPLO 3: CANAL CUADRADO INFINITO, 

SOLUCIÓN CON COMPUTADORA DIGITAL 

El método estudiado en la sección anterior es una técnica iterativa. Para tener 
mayor precisión se pueden necesitar más puntos y más iteraciones; la compu¬ 
tadora digital se adapta de manera ideal para realizar tales cálculos. Se puede 
desarrollar un algoritmo para computación sistemática de los promedios in¬ 
cluídos en el método de iteraciones (véase (7-5-6)). Al desarrollar un algoritmo 
apropiado, se construye un diagrama de flujo, que es un mapa de la estratégia a 
seguir, y a partir dei diagrama de flujo se escribe una serie de enunciados de 
programa. Este es el programa de la computadora. Para demostrar el método, 
se proporcionan un diagrama de flujo y un programa Fortran IVt para un 


80 100 100 100 100 100 100 100 60 



Figura 7-6 Canal cuadrado infinito con potencial diferente (en volts) en cada lado que produce 
potenciales (en volts) en 49 puntos interiores, según se obtiene por medio de un programa Fortran 
IV para computadora. Los contornos de potencial (gruesos) y las líneas de campo (delgadas y con 
flecha) se muestran tambiên en la figura. 


t Este diagrama de flujo y este programa fueron desarrollados por ei doctor Robert S. Dixon, 
Ohio State University Radio Observatory. 













C PROGRAMA PARA CALCULO DEL POTENCIAL ELECTRICO POR EL 
C MÉTODO DE RELAJACION. 

COMMON Z<9,9) 

DIMENSION Z2< 9,9) 

C LOS PUNTOS BUSCADOS DESCANSAM EN UNA REJILLA CUADRADA 
C DE 9 X 9 EN EL PRIMER CUADRANTE. 

C ESTO ES -Z<I,1) ESTA EN LA ESQUINA INFERIOR IZQUIERDA. 

DATA ITERAT/O/ 

C ANOTAR LOS VALORES CONOCIDOS EN LAS FRONTERAS. 

DO I < 1 * 2 , S 
Z< 1 . J>-60. 

1 2<9,J)-2Ü. 

DO 2 1 * 2 , 8 
2 < 1 , t >-0. 

2 Z< 1,9 >«100. 

?X í ,1 >*$0. 

Zí t ,9)-eo. 

Z<9,9>-60. 

2< 9. 1 )«1 0. 

C CALCULO DEL VALOR CENTRAL. CASO 0. CUADRADO DE 9 X 9. 
2C5,5)-APROMED<5,5,Q,4> 

C CALCULO DE LOS 4 PUNTOS QUE LO ROOEAN, CASO I, 

C CUADRADOS DE 5 X 5. 

Z<3,7)«APR0MED<3,7, 1,2) 

Z<7,7)-APR0NED<7,7, 1 ,2> * 

Z< 7,3>-APROH£D(7,3, I ,2) \ 

Z< 3,3 >-APROHED(3,3. 1 ,2> \ 

C CALCULO DE LOS 4 PUNTOS QUE LO RODEAN, CASO 0. 

C CUADRADOS DE 3 X 3. 

Z<3,5)-APROMED<3,5,0,2) 

Z<5,7)«APR0MED<5,7, 0.2> 

Z<7,5)-APR0HED<7,5, 0,2) 

Z< 5j 3 )«APROHED< 5.3. 0,2> 

C AHORA SE PASA A LOS CUADRADOS DE 3 X 3. CASO t 
DO 3 IRENC-2,8,2 
DO 3 ICOL-2,8,2 

3 Z<ICOL,IRENG )=APROMED<ICOL.IRENG,1.1) 

C DESPUES LOS CUADRADOS INTERMÉDIOS DE 2 X 2 EN LOS RENGLO- 
C NES PARES. CASO 0. 

DO 4 IRENG-2,8,2 
DO 4 ICOL-3,7,2 

4 Z<ICOL,IRENG>»APRONED<ICOL,IRENG,0,1> 

C DESPUES LOS CUADRADOS INTERMÉDIOS DE 2 X 2 EN LOS RENCLO- 
C NES NONES. CASO 0. 

DO 5 IRENG-3,7,2 
DO 5 ICOL“2,6.2 

5 Z<ICOL.IRENG>-APROMED<ICOL.IRENG.D.1> 

C EN ESTE PUNTO. SE HA DADO UN VALOR INICIAL A TODOS 
C LOS PUNTOS. 

C DE HANERA QUE SE INICIAN LAS ITERACIONES HASTA QUE 
C TODOS LOS VALORES DEJEN DE CAMBIAR. 

C SE EFECTUA UNA ITERACION COMPLETA POR VEZ. DESPUES SE 
C VERIFICA SI EL MAYOR CAMBIO ES MENOR QUE 0.1 VOLT. CASO 0. 

8 DO 6 1-2.6 
DO 6 J-2,8 

6 Z2< I, J )-APRONED< I. J. 0. 1 ) 

C AHORA SE REGRESAN LOS NUEVOS VALORES AL ARREGLO ORIGINAL Y 
C SE 0BT1ENE LA MAYOR DIFERENCIA. 

DIF2-0. 

DO 7 1-2,8 
DO 7 J-2,8 
DIF1-Z2<I,J >-Z<I,J) 

IFíDIFI.GT.DIF2 >DIF2«DIF1 

7 Z< I, J )-Z2< I. J) 

C PRUEBA DE DIFERENCIA. SE VUELVE A ITERAR SI ES NECESARIO. 

C SE LLEVA CUENTA DEL NUMERO DE ITERACIONES. 

ITERAT-ITERAT*! 

IF<D1F2.GT,0.1)G0 TO 6 

C ESCRIBIR EL ARREGLO Z Y EL NUMERO DE ITERACIONES. 

URJTE<6,1I> 

URlTE<6, 12)ITERAT 

12 FORHATC“SOL. OBTENIDA DESPUES DE ,15, ITERAC .*/////) 

II FORNAT<1H1) 

J-1 0 

DO 10 K-1,9 
J-J-1 

10 URITE<6,9) <Z<I,J), 1-1,9) 

9 FORNATÍ 1X,9<3X,F5.1 >///> 

C REGRESO. 

CALL EX1T 

STOP 

END 

C FUNCION PARA CALCULAR EL PRONEDIO DE 4 PUNTOS, CENTRADOS EN 
C EL SUBÍNDICE < 1, J>, A “IESPACIO" PUNTOS DE DISTANCIA. 

C SI ICASO-O, LOS 4 PUNTOS ESTAN EN LAS DIRECCIOMES CARDINALES 
C A PARTIR DEL CENTRO. 

C SI ICASÜ-1, LOS 4 PUNTOS ESTAN EN LAS D1RECCIONES A 45 GRADOS 
C DEL CENTRO. 

FUNCTION APROMEDÍI,J,ICASO,IESPACIO) 

COMMON Z< 9.9 > 

APROMED-O.25*<Z<i-IESPACIO,J-1CASO*IESPACIO) 

X +Z<I-IESPACIO*!CASO,J+IESPACIO > 

X +ZÍI+IESPACIO,J+IESPACIO*ICASO> 

X +2<I+IESPACIO*ICASO,J-IESPACIO)) 

RETURN 

END 
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canal cuadrado con potenciales diferentes en cada lado (0, 20, 60 y 100). Se usa 
una red de 7 X 7 puntos interiores y los resultados se muestran en los contornos 
de la figura 7-6. 

Es instructivo comparar los tiempos requeridos usando las técnicas ma- 
nuales y de computadora. Asi, un mapa construido en forma manual se puede 
realizar en una hora, aunque este tiempo se puede reducir con la ayuda de una 
calculadora de bolsillo o de escritório. La calculadora digital programable hará 
los cálculos requeridos en cuestión de segundos, pero el graficado automático 
puede requerir minutos. Sin embargo, se pueden necesitar muchas horas para 
dibujar el diagrama de flujo y escribir las instrucciones para la computadora y 
esto toma un tiempo adicional antes que el programa esté listo para correrlo 
en la computadora. Las ventajas de las computadoras programables son que 
una vez que el programa se ejecuta exitosamente se puede resolver gran número 
de problemas similares en forma muy rápida. 


7-8 SOLUCIÓN CON COMPUTADORA ANALÓGICA 
DE LAS LEYES DE LAPLACE Y DE KIRCHHOFF 

En una computadora analógica el problema se simula en forma análoga. Asi 
pues, en la solución de un problema de campo electromagnético existe una 
analogia útil entre la ecuación de Laplace y la ley de corriente de Kirchhoff. En 
consecuencia, para determinar el potencial V en el punto P en el centro dei 
canal dei ejemplo 2, se conectan cuatro resistores de resistência R como se 
muestra en la figura 7-7a. De acuerdo con la ley de corrientes de Kirchhoff en 
un punto (Secc. 4-12), la suma de las corrientes en una unión es cero, o sea 


f 1 + / 2 +/3 + f4 = 0 


(1) 


De acuerdo con la ley de Ohm I x = (F, — V)/R, I 2 = (V 2 L)//L etc.; de 

manera que se tiene 


K - V v 2 - V V ò - V 

—-b —-h —- 

RRR 



= 0 


( 2 ) 


o bien 


V x + V 2 + V 3 + V 4 - 4V = 0 


y 


\ V = i(J/, + V 2 + V 3 + VJ 


(3) 

(4) 


que es el mismo resultado que se obtiene al aplicar la ecuación de Laplace. En 
consecuencia, la ley de corrientes de Kirchhoff en un punto y la ecuación de 
Laplace son equivalentes. Esto es fácil de observar puesto que la ley de corrien¬ 
tes de Kirchhoff de (4-13-1) puede expresarse como 


V-J = 0 


(5) 


Pero J = <tE y E = —VK y asi, se tiene 
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(c) en cualquier punto usando papel resistência y vóltmetro digital (DVM). 
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V-J = <tV-E = <tV 2 V = 0 

(6) 

o bien V 2 V = 0 

que es la ecuación de Laplace. 

(7) 


Si d cuadriculado se hace más fino usando más resistores y puntos de. 
unión, puede determinarse la distribución de potencial con más precisión. Un 
arreglo experimental para hacer esto utiliza un vóitmetro de alta resistência 
como se muestra en la figura 7-76. Una forma aún más práctica y más precisa es 
usar el equivalente de una red infinita de puntos, es decir, una hoja de papel de 
resistência uniforme (por ejemplo el papel Tdeddtos). La configuración (o 
fronteras) dei canal se dibujan sobre d papd resistência con pintura (conduc- 
tora) de plata. Luego se conecta una batería como en la figura 7-7c, haciendo 
que la corriente fluya por d papel entre las fronteras. Los contornos de poten- 



Figura 7-8 Arreglo y circuito de graficador analógico de campo. La configuración mostrada es un 
Canal cuadrado con cubierta aislada (ejemplos 2 y 3, Seccs. 7-6 y 7-7). 
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Figura 7-9 Graficador analógico de campo con conductor en forma de L similar a los problemas 
P4-3-3, P7-1-9 y P7-1-10. El indicador de nulo y el potenciómetro de 10 vueltas estân dei lado iz- 
quierdo dei panei de control. El medidor a la derecha lee la tensión de alimentación de corriente 
continua (no crítico). 

ciai se trazan entonces con un vóltmetro de alta resistência y la punta de prueba 
como se sugiere. 

Para facilitar las mediciones se puede emplear un vóltmetro digital (DVM). 
Por ejemplo, con la aplicación de 40 V como en la figura 7-7c, y si se desean 
contornos equipotenciales a cada 5 V de intervalo se mueve la punta hasta que 
aparece una lectura de 5 000 y se marca el punto, y luego se encontrarán más pun- 
tos con este valor; luego los de 10000 en la lectura y así sucesivamente. 

Otro arreglo para hacer mapas de campo emplea papel de resistência como 
se muestra en la figura 7-8. Un potenciómetro de 10 vueltas y un galvanómetro 
de indicador de nulos se usan para localizar puntos equipotenciales. Entonces, 
para cada vuelta dei potenciómetro se pueden trazar equipotenciales con in¬ 
tervalos de 10 % de la diferencia total de tensión. El arreglo de la figura 7-8, 
mostrado también en la fotografia de la figura 7-9, tiene un pantógrafo para 
transferir los puntos equipotenciales dei papel resistência a una hoja de papel 
ordinário separada en la que aparecerá el mapa. La punta se mueve sobre el 
papel resistência hasta que se obtiene el equilíbrio, o nulo. Entonces se oprime la 
punta dei pantógrafo para imprimir un punto en el punto correspondiente de 
la hoja donde se está trazando el mapa. El pantógrafo de las figuras 7-8 y 7-9 
tiene una razón de 1:1, de manera que el mapa es dei mismo tamaiio que su 
análogo Üe papel resistência. Con otras relaciones de pantógrafo se pueden ob- 
tener mapas agrandados o reducidos según se desee.t 

Se ha disehado una variedad de técnicas analógicas experimentales para 
realizar mapas de campo. En algunas, se usaron membranas de caucho esti¬ 
radas. En otras, como en la desarrollada por Moore,í se usa un flujo con¬ 
trolado de fluido como una analogia hidráulica dei problema electrostático, en 
la que el fluido reemplaza el flujo de corriente. 


+ Se pueden adquirir comerciaJmente graficadores analógicos de campo en Sunshine Scientific 
Co., Philadelphia, PA 19115. 

ÍA.D, Moore. Mapping Techniques Applied to Fluid-mapper Patterffs. Proi. 71, 

1952. 
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Placas 


(f>> 


Figura 7-10 Cinta conductora infinita entre dos placas conductoras paralelas infinitas (a) en pers¬ 
pectiva y (b) en sección transversal. 


Se explicaron procedimientos analíticos (matemáticas formales), gráficos, 
de computadora digital, de computadora analógica y experimentales analógicos 
para resolver la ecuación de Laplace. Cada método tiene sus ventajas y desven- 
tajas. Para resolver un problema en particular, deben considerarse todas las 
facetas de las diversas técnicas y entonces seleccionar la que se adapte mejor al 
problema en cuestión. 


7-9 EJEMPLO 4: LÂMINA CONDUCTORA ENTRE 
DOS PLANOS CONDUCTORES 


En la figura 7-10, dos placas conductoras, paralelas e infinitas, están colocadas 
a una distancia a. Una cinta conductora infinitamente larga se coloca entre las 
placas en forma perpendicular a las mismas, como se muestra en la figura. 

El ancho de la cinta es ligeramente menor que la separación entre las 
placas. La cinta está aislada de las placas. Conéctense entre si las placas y 
aplíquese un potencial constante V entre las mismas y la cinta conductora. El 
medio entre las placas es el aire. Supóngase que las placas están a un potencial 
cero y que la cinta está a un potencial positivo de 1 V (V = 1 V). El problema es 
encontrar la distribución de potencial en la región M entre las placas a la de- 
recha de la cinta, como se indica en la sección transversal de la figura 7-10Ó.+ 


Este problema es semejante al dei canal cuadrado dei ejemplo 2 (sección 7-6) excepto en que 
aqui el canal no está cerrado en el fondo (lados infinitamente largos). También, en este problema el 
canal se ha colocado sobre su costado. 
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Es posible encontrar la distribución de potencial resolviendo la ecuación de 
Laplace (V 2 V = 0) sujeta a las condiciones en la frontera. Es más conveniente 
manejar este problema en coordenadas rectangulares, siendo la relación o con- 
dición en las fronteras de conductor a los ejes coordenados como se muestra en 
la figura 7-1 la. Extendiendo la ecuación de Laplace a las dos coordenadas rec¬ 
tangulares dei problema (xy y), se tiene 


d 2 V 
d.^ 


+ 



(D 


Esta ecuación diferencial es la forma más general de expresar la variación 
de potencial respecto a x y y. Es una ecuación diferencial parcial de segundo or- 
den y de primer grado. Sin embargo, esta ecuación no dice nada acerca de la 


distribución particular de potencial 

en el problema. Para ello se debe obtener 

una solueión de la ecuación diferencial, que sea apropiada para las condiciones 
en la frontera dei problema. Estas condiciones en la frontera (C.F. o B.C. 

boundary conditions, en inglês) son 


B.C. 1: 

V = 0 

y = o 

en ^ 

0 < x < oo 

B.C. 2: 

V = 0 

y = a 

en 

0 < x < oo 

B.C. 3: 

V = 1 

x = 0 

en „ 

0 < y < a 

B.C. 4: 

V = 0 

x = oo 

en ^ 

0 < v < a 



intermedias x x grande 


Figura 7-11 (a) Condiciones en la frontera para el problema de distribución de potencial de la figura 
7-10. (ó) Variación de potencial entre placas como se obtiene con la solueión de la ecuación de 
Laplace a diferentes distancias (x) de la cinta. 
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Al proceder a encontrar una solución de (1) por el método de separación de 
variables, supóngase que una solución de V se puede expresar como 


V = XY 

donde X = función de x sola 
Y = función de y sola 

Al sustituir (2) en (1) y dividiendo entre XY, setiene 

1 d 2 X 1 d 2 Y 
X dx 2 + y dy 2 ~ 


( 2 ) 


y 


( 3 ) 


En (3) las variables estàn separadas. Puesto que X y Y son independientes y la 
suma de los dos términos es una constante (cero), cada término sólo debe ser 
igual a una constante. Entonces, se puede escribir 


1 d 2 X 


X dx 2 
1 d 2 Y 


= k 2 


Y dy 


,2 


= -k 2 


donde k es igual a una constante y k 2 — k 2 = 0. 

Estas ecuaciones se pueden reacomodar en la forma 

g-**-o 

y % + 


( 4 ) 

( 5 ) 


( 6 ) 

( 7 ) 


Entonces, la ecuación diferencial parcial de segundo orden de (1) se reduce a 
dos ecuaciones diferenciales ordinárias de segundo orden, incluyendo cada una 
sólo una variable. Estas ecuaciones, (6) y (7), tienen las soluciones 

X = C x e kx + C 2 e~ kx (8) 

y Y = C^ ky + C 4 e~ jky (9) 

Se puede confirmar facilmente que éstas son soluciones sustituyéndolas en (6) y 
(7) obteniendo en cada caso una identidad. Introduciendo (8) y (9) en (2) da la 
solución general 

V = C x C ò e kx e jky + C 2 C 3 e~ kx e jky + C x C A e kx e- jky + C 2 C 4 e- kx e~ jky (10) 
la cual se reduce a 

V = C\e kix±jy) + C 2 e~ k{x±jy) ( 11 ) 
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donde C\ = CjC 3 o C^C A y C 2 = C 2 C 3 oC 2 C 4 ,dependiendo de cuál signo se 
escoja en x ± jy. 

En vista de que la B.C. 4 {V = 0 en x = oo), C\ = 0, de manera que sólo el 
segundo término de (11) se aplica en el problema. + Ademàs, usando el teorema 
de Moivre, (11) se convierte entonces 

V = C' 2 e _li:t (cos ky ± ~j sen ky) (12) 

Para satisfacer B.C. 1 (V = 0 en y = 0) se debe retener sólo la parte imaginaria 
de (12). Esto es, 1 

V = C' 2 e~ kx sen ky (13) 

Ésta es una solución particular de ta ecuación de Laplace apropiada para el 
problema. Indica que el potencial V cae exponencialmente con x y también que 
varia como una función senoidal de v. Para satisfacer la B.C. 2 (V= 0 en v = á) 
se necesita que 


k = 


nn 


(14) 


donde n es un entero positivo (1, 2, 3, ...). Introduciendo (14) en (13) queda 


V=C,e 


■ nnx/a 


sen 


nny 


05) 


Todas las condiciones en la frontera se satisfacen ahòra excçpto para la B.C. 3 
(V = 1 en x = 0), que es V = 1 en x = 0 para todos los valores de y entre 0 y 
a. Obviamente (15) no satisface este requisito y en consecuencia se necesita una 
solución más general. Esa solución se puede obtener tomando la suma de ex- 
presiones como (15) para valores de integral diferentes de n. Entonces, se tiene 


V= C,e 


— n x/a 


sen — + C 2 e~ 2 * xla sen — + C 3 e~ inxlü sen-^ + ••• (16) 

a a a 


donde C 1? C 2 , etc., son constantes nuevas. 

La ecuación (16) se puede expresar de manera más concisa asi 


n — (E 

V= £ C„e~ nnxla se n —- 


(17) 


La solución para V dada por (16) o (17) es todavia incompleta puesto que los 
coeficientes C\, C 2 , etc., no están evaluados. Para encontrar sus valores se 
impone la B.C. 3 (V = 1 en x = 0), de manera que (16) se reduce a 


7TV 27t y _ 37ry 

1 = Ci sen- l-Ci sen -1- C 3 sen -h • ■ 

1 a 2 a 3 a 


(18) 


t Si se estuviese interesado en la distribución de potencial a la izquierda en lugar de a la derecha 
de la cinta (Fig. 7-10). la condición de frontera seria 0a a = -oode manera que C' 2 = 0. 
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Ahora, por desarrollo de la serie de Fourier para senos, 

f(by) = a x sen by + a 2 sen 2 by + a$ sen 3 by + • • • + a n sen nby 

donde 


2 r 

a* = - f(by) sen nby d(by ) 

« Jo 

Se sigue que para /(6y) = 1 


- 


— para n impar 
nn 


,0 para n par 
Por lo tanto, para/tóy) = 1, (19) se reduce a 


1 = - (sen by + y sen 3 by + y sen 5by + ■ • •) 
n 

Comparando (20) con (18), se sigue que 

4 4 4 

C 1= - C 2 =0 C 3 = - C 4 = 0 C 5 = — etc. 

n 3n 5n 


(19) 


( 20 ) 


a 

Al introducir estas constantes en (16), se tiene 

V = -e~ nx!a sen— + ~e' 3nx/a sen^~ + Y~e~ 5nx/a sen^^- + • (21) 

n a 3n a 5n a 

Ésta es la solución completa de la ecuación de Laplace para el potencial Fque es 
apropiada para las condiciones en la frontera dei problema. Da el potencial V 
como una función de la posición entre las placas y a la derecha de la cinta (Fig. 
7-10). 

Aunque se requiere un número infinito de términos para una representación 
exacta de la distribución de potencial como una función de x y y, se puede ob- 
tener una solución aproximada de valor práctico con un número finito de tér¬ 
minos. Cada término atenúa en proporción diferente. Puesto que los términos 
mayores decrecen rápidamente con x, se necesitan solamente unos cuantos tér¬ 
minos para dar una buena aproximación excepto en donde x sea pequefia. Esto 
es, la convergência es rápida con x grandes. Así pues, cuando x es muy grande, 
la distribución es casi igual a sen ( ny/a ), puesto que la contribución de las ar- 
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Figura 7-12 Lineas de campo eléctrico (con flechas) y equipotenciales en el espacio entre placas con- 
ductoras. 


mónicas mayores que la primera se pueden despreciar. A x = 0, V = 1 para 
todos los valores de y entre 0 y a. La variación de V como función de y en x = 
0 y con valores grandes de x se muestra en (1) y (4) de la figura 7-116. Las dis- 
tribuciones con x en dos valores intermédios se presenta en (2) y (3). La dis- 
tribución real se muestra con las curvas continuas, dando las curvas punteadas 
la distribución aproximada obtenida con cuatro términos (n = 1, 3, 5, 7) de la 
serie en (2) y por dos términos (n = 1 y 3) en (3). Es claro que al decrecerx, el 
efecto de los términos mayores se vuelve más importante. 

La distribución de potencial puede tambiéh presentarse por medio de con¬ 
tornos equipotenciales con lineas de campo ortogonales, como se sugiere en la 
figura 7-12. Es evidente que los métodos gráficos, con computadora digital y 
computadora analógica podrian también usarse en lugar dei método analítico an¬ 
terior para obtener una solución ingenieril de la distribución de potencial. 


7-10 SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LAPLACE 

EN COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 


La ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas (r, <f >, z) (véase Fig. A-l en el 
Apêndice A y en la segunda guarda es 


ô 2 V IdV 1 Õ 2 V d 2 V _ 

ôr 2 r ôr r 2 d<t> 2 + dz 2 


(D 


Al usar el método de separación de variables (como se ilustra en la sección 7-2 
para coordenadas rectangulares), un solución es 


V = V 0 (C ie k: + Cje- te XC 3 COS n<t> + C 4 s en«tf>)[C 5 J n (kr) + C 6 JV„(/cr)] (2) 
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dtwiden = entero, adimensional 

J Âkr) = función de Bessel de primera clase y de orden n, con argumento 
kr, adimensional 

N n (kr) = función de Bessel de segunda clase y de orden n (también 11a- 
mada función de Neumann), con argumento kr, adimensional 
k = constante, m~ 1 
V 0 = constante, V 

C,, C 2 ,etc. = constantes, adimensionales 

La ecuación de Laplace en coordenadas esféricas (i\ 0 , 0) (véase Fig. A-l en 
el apêndice A y en la segunda guarda) es 

^,± õ2 X __J_ 2dV cotOdV _ 

õr 2 r 2 Õ9 2 + r 2 sen 2 9 c<p> 2 + r ôr + r 2 HÕ ~~ ° ^ 

Usando el método de separación de variables, se tiene que una solución es 

V= F 0 (C,r" + C 2 r in+l) )(C 3 cos m<t> + Q S e n m0)[C 5 F™( cos0) + C 6 g™(cos0)] 

( 4 ) 

donde n, m = enteros, adimensionales 

cos 9) = función de Legendre asociada (armónica zonal sólida) de la pri¬ 
mera clase, adimensional 

Qn'( cos 9) = función de Legendre asociada (armónica zonal sólida) de la se¬ 
gunda clase, adimensional 
C,, C 2 , etc. = constantes, adimensionales 
V 0 = constante, V 

Los cálculos numéricos contenidos en las soluciones como (2) y (4) se pueden 
efectuar de manera conveniente con una computadora digital, especialmente si 
se almacenan las subrutinas para funciones que se necesitan, como J (kr) o P" 
(cos 9). 


7-11 EJEMPLO 5: LÍNEA COAXIAL 

Considérese la sección de linea de transmision coaxial mostrada en la figura 
Un extremo (en el origen) está en cortocircuito, y el otro extremo está 
abierto. El radio dei conductor interno es a, y el radio interior dei conductor ex¬ 
terno es b. La conductividad dei conductor interno es finita, pero la conduc- 
tividad dei conductor externo y dei disco de cortocircuito se supone que es in¬ 
finita. Se aplica una tensión constante \\ entre el conductor interno y el externo 
en el extremo abierto de la Iinea. La longitud .-j de la línea es larga en com- 
paradón con el radio (-, £> b). El problema es encontrar el potencial V en todas 
partes en el interior de la línea, excepto cerca dei extremo abierto. 

Las condiciones en lafrontera (B.C.) para este problema son 
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B.C. 1: 

B.C. 2: 

B.C. 3: 


V= 0 

V = 0 

V=Vi 


en 


en 


en 


z = 0 
a < r < b 

r = b 

0 < z < Zj 
z = z\ 


Existe también la condición que a cualquier distancia z dei origen el campo eléc¬ 
trico dentro dei conductor interno y también a lo largo de su superfície (r - a) 
está dado por 


dV_V 1 
dz z x 

a partir de la cual se obtiene con integración que 



(D 


( 2 ) 


En z - Zj, (2) se reduce a la B.C. 3 de arriba. 

Se desea encontrar una solución de la ecuación de Laplace (V 2 F — 0) que 
satisfaga las condiciones en la frontera. Por simetria, V es independiente de <f>i 
de manera que expandiendo la ecuación de Laplace en las otras dos coorde¬ 
nadas cilíndricas dei problema (r y z), se tienet 


d 2 V IdV 
õp 2 + p ôp + dz 2 


(3) 


Usando el método de separación de variables, se tiene 



(4) 


donde R = función sólo de r 
Z — función sólo de z 
V 0 ae constante, V 

Introduciendo (4) en (3) y dividiendo entre RZ queda 

1 d 2 R \ dR 1 d 2 Z _ 
R ~dP‘ ^ rR~dr + Z~d? ~ 


(5) 


+ Aunqüe V solo depende de p y z y este problema no es bidimensional en el sentido que es bi¬ 
dimensional el problema dei ejemplo 5. Aqui la distribudón de potencial para un plano longitudinal 
a través dei eje difiere de la distribudón para todos los planos paralelos a êl. 
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Sección longitudinal 


Sección transversal 



Sección longitudinal 


Sección transversal 



Figura 7-13 (a) Sección de línea de transmisión coaxial, (b) Distribución de campo mostrando 
líneas de campo (con flechas) y lineas equipotenciales. 


El último término es una función sólo de z. En consecuencia se escribe 



( 6 ) 


donde a z = una constante. De (1) se sigue que puesto que VJz l es una constan¬ 
te, la segunda derivada de (6) debe ser cero y en consecuencia a. debe ser cero. 
Una solución de (6) para a z = 0 es 

Z = C,z + C 2 (7) 

El último término de (5) puede ahora igualarse a cero, de manera que la 
ecuación se reduce a 


d 2 R dR n 

r ^ + * =0 


( 8 ) 


Una solución es 


R = C 3 ln r + C 4 


(9) 
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Introduciendo (9) para R y (7) para Z en (4) se tiene la solución para el potencial 


^ = (C,z + C 2 )(C 3 ln r + C 4 ) (10) 

' 0 

o bien = C 5 zlnr + C 6 z + Ç, ln r + C 8 (11) 

M> 

donde C 5 , C 6 , etc., son constantes nuevas. Para evaluar estas constantes, se in- 
troducen las condiciones en la frontera. Cuando la B.C. 1 (V = 0 en z = 0) se 
introduce, (11) pasa a ser 

0 = C 7 lnr + C 8 (12) 

Para que (12) sea satisfecha en todos los valores de r, se requiere que >C 7 = C 8 
= 0. Entonces, la solución se reduce a 

-£ = C 5 zlnr + C 6 z (13) 

v o 

Introduciendo ahora la B.C. 2 (v = 0 cuando r = b) 9 se tiene 

0 = C 5 zlnf> + C 6 z (14) 

Por la B.C. 3 (V = en z = z, y r = a) se obtiene 

^ = C 5 z 1 ln« + C 6 - 1 (15) 

y o 

Partiendo de (14) y (15) se encuentra que 

Kj _ Kj ln b 

V 0 z t ln (a/b) * 6 V 0 z x ln (a/b) 

Cuando los valores de estas constantes se introducen en (13), la solución com¬ 
pleta para el problema es 


K = 


y 5 _ ln (b/r) 

' z, ln (h/a) 


(16) 


Esta solución satisface la ecuación de Laplace y las condiciones en la frontera y 
en consecuencia debe representar la distribución de potencial en todos los pun- 
tos entre los conductores interno y externo (a < r < b ) excepto cerca dei ex¬ 
tremo abierto. Esta distribución se muestra en la figura 7-13Ó, siendo indicado 
el potencial relativo para las líneas equipotenciales.También se muestran las 
líneas de campo eléctrico (con flechas), siendo perpendiculares a los contornos 
equipotenciales. 
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Es interesante notar en la figura 7-136 que si bien las líneas de campo son 
normales a las superfícies perfectamente conductoras (conductor externo y disco 
que provoca el cortocircuito), no son perpendiculares al conductor interno que 
no es infínitamente conductor. La dirección dei campo y de la corriente en el 
conductor interno es hacia la izquierda (dirección — z). Hay que comparar la 
figura 7-136 con las figuras 4-18 y 4-20. En las figuras 4-18 y 4-20 tanto el con¬ 
ductor externo como el interno se considera que tienen conductividad infinita. 


7-12 ECUACIÓN DE POISSON 

En las secciones anteriores, la densidad volumétrica de carga p se supone que es 
cero. Considérese ahora la ecuación de Poisson (véase Sec. 3-25), que se aplica a 
problemas relativos a la distribución espacial de las cargas (p ^ 0). La ecuación 
de Poisson es 



donde V = potencial, V 

p = densidad volumétrica de carga libre. Cm' 3 
£ = permitividad dei medio, F ” 1 

La ecuación de Poisson es una ecuación diferencial no homogénea de segundo 
orden que se aplica a un punto. Partiendo de la teoria de ecuaciones diferen- 
ciales, se sabe que debe tener una solución de la siguiente forma: 

V - solución particular + solución complementaria 

La solución particular debe satisfacer la ecuación no homogénea (1), mientras 
que la solución complementaria (que contiene dos términos de solución lineal¬ 
mente independi entes) debe satisfacer la ecuación homogénea, es decir, la 
ecuación de Laplace. En los primeros cinco ejemplos de este capítulo, la den¬ 
sidad volumétrica de carga era cero y la solución de la ecuación de Laplace era la 
solución complementaria. En el ejemplo 6 de la sección 7-13, ia densidad vo¬ 
lumétrica de carga no es cero y se encuentra una solución particular. 

En coordenadas rectangulares, (1) se escribe como 

Õ 2 V d 2 V d 2 V p 

2 + -r —2 + T7 — ~ T (2) 

Ay 2 êy õz 1 £ 

Si K es independiente dzyyz, (2) se reduce a 


d 2 V 
dx 1 


P 

£ 


(3) 
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7-13 EJEMPLO CAPACITOR DE PLACAS 
PARALELAS CON CARGA ESPACIALt 


Considérese el capacitor de placas paralelas mostrado en la figura 7-14a con 
diferencia de potencial V l aplicada entre las.placas, como se indica. Si la placa 
de la izquierda está recubierta con material apropiado y ambas placas están en¬ 
cerradas dentro de una envoltura de vidrio y se hace al vacío, una corriente de 
electrones pasa entre las placas cuando se calienta la placa que está a la izquier¬ 
da. Este arreglo se llama díodo o tubo al vacío de dos elementos . La placa de la 
izquierda o emisor es el cátodo, y la placa de la derecha o colector es el ânodo . 
Encuéntrese la variación de potencial entre las placas sujetas a las condiciones 
en la frontera aplicadas. Puesto que existe una carga eléctrica entre las placas, 
debe usarse la ecuación de Poisson. 

Manténgase el cátodo a un potencial V = 0 y a una tensión positiva V — V l 
se aplica al ânodo. Cuando se calienta el cátodo se emiten electrones de manera que 
existe una densidad volumétrica de carga p(x) entre las placas. 

De acuerdo con (7-12-3), la ecuación de Poisson para este caso es 


á 2y _ p 
dx 2 e 0 


(D 


La solución a esta ecuación diferencial debe satisfacer dos condiciones en la 
frontera (B.C.) como sigue: 


B.C. 1: V = 0 en x = 0 

B.C. 2: V — V l en x = Xj 


Además, se supone que los electrones emitidos experimentan una fuerza de 
repulsión de otros electrones que ya están entre las placas y son escasamente 
capaces de escapar dei cátodo (velocidad inicial cero). El resultado de esta 
limitación de carga espacial es que el campo eléctrico E (= dv/dx) es cero en x 
= 0. Esta es la tercera condición en la frontera 


B.C. 3: 


E 


—— = 0 en x = 0 
dx 


Al igualar la energia cinética de un electrón con la energia que adquiere dei cam¬ 
po, se tiene 


jinv 2 — e V (2) 

donde m y e son la masa y la carga dei electrón, respectivamente (véase Apên¬ 
dice A). Se supone en (2) que la velocidad inicial dei electrón es cero. 


+ K.R. Spangenberg. “Vacuum Tubes**, p. 170, McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 
1948. 
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Los electrones en movimiento constituyen una comente estacionaria de 
densidad 


J = —pv (Am 2 ) 

Usando (2} para encontrar v y al sustituir en (3) sè tiene 

p=-J 

Sustituyendo (4) en la ecuación de Poisson (1) queda 

d 2 V J / ~w~ 
dx 2 ~ e 0 V 2eV 



(3) 


(4) 


(5) 



Cátodo 


Ânodo 


x = Q 







Figura 7-14 (a) Diodo de placas paralelas con carga espacial. 0) Distribución de potencial y de car- 
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Al multiplicar por 2 dv/dx e integrando, se tiene 



donde C 2 es una constante. Al aplicar la B.C.--1 y la B.C. 3, se obtiene 

0 = 0 + C, (7) 

En consecuencia, C x = 0. Al integrar otra vez se obtiene 



donde C 2 es una constante. De acuerdo con la B.C. 1 

0 = 0 + C 2 (9) 

En consecuencia, C 2 = 0. Encontrando V a partir de (8) se tiene t 



De acuerdo con la B.C. 2, se convierte en 



Al dividir (10) entre (11) queda 



que es la solución única de la ecuación de Poisson que satisface las tres con¬ 
diciones en la frontera. Esta variación de V entre las placas se muestra por la 
curva sólida inferior de la figura 7-14Ò. Nótese que la pendiente dV/dx es cero 
en x = 0 como resultado de la limitación espacial de carga (B.C. 3). Por com- 
paración la línea continua superior (recta) da la variación de potencial en ausên¬ 
cia de carga espacial (solución de la ecuación de Laplace, véase Fig. 7-1). La 
diferencia entre las soluciones está en el exponente para la razón x/x,, que es la 
unidad para la solución de la ecuación de Laplace y 4/ 3 para la solución a la ecua¬ 
ción de Poisson. Despejando de (11) a J da 


t La ecuación (10) es la solución particular de la ecuación de Poisson. La solución complemen¬ 
taria es cero para este problema. 
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Esta relación de tres mitades de la relación potencia-tensión para la corriente en 
el diodo es la ley de carga espacial de Child-Langmuir.i Al sustituir (10) en (4), • 
se puede despejar para la variación de densidad de carga, obteniéndose 

p x ,\ “ 2 3 (14) 

Esta variación es conforme se sugiere con la curva punteada de la figura 7-14b. 
(Véase Prob. 7-2-12 para un ejemplo de una juntura semiconductora.) 

7-14 TEORÍA DE IMÁGENES 

Considérese una distribución arbitraria de carga en el espacio, con una super¬ 
fície equipotencial conocida como la de V = 10 V dei dipolo mostrado en la 
figura 7-15fl (misma que la Fig. 2-13). Al concentrar la atención al volumen r 



Carga 
en la 
superficre 


Figura 7-15 (a) Distribución de campo y 
de potencial de un dipolo eléctrico, (b) La 
distribución dentro dei contorno V~ 10 
permanece sin cambio cuando una carga 
superficial equivalente es colocada sobre el 
contorno y se quita la carga inferior dei di¬ 
polo. El campo dentro dei contorno es el 
mismo que en (a), pero el campo exterior 
es cero. 


+ D.C. Child, Discharge from Hot CaO, Phys. Rev., 32:492-511 (May, 1911); Langmuir, The Ef- 
fect of Space Charge an Residual Gases o Thermionic Currents in High Vacuums. Phys Rev. 2(2): 
450-486 (Diciembre, 1913). 
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limitado por la superficie de V = 10, se deduce por superposición que el poten¬ 
cial V dentro de v es resultado de cargas tanto interiores como exteriores al 
volumen. Si se suprime ahora la carga exterior a el potencial V en el interior 
permanecerá sin cambio si se coloca una distribución de carga superficial 
equivalente sobre la superfície, como se sugiere en la figura 7-156. En efecto, la 
carga inferior dei dipolo (— Q) se reparte^ sobre la superfície dei contorno 
equipotencial V = 10. 

Se deduce que el inverso de este argumento es válido. Si se comienza con 
algún potencial conocido en algún punto de un volumen v limitado por una 
superfície cargada, ese potencial se puede producir también con una distribu¬ 
ción de carga equivalente, exterior a r, siendo suprimida ahora la distribución 
de la carga sobre la superfície. Las cargas exteriores a i se llaman cargas 
imagen, como se explico anteriormente en la sección 3-18. Los ejemplos de las 
secciones siguientes ilustran la teoria de imágenes. 

En la figura 7-15 la carga —Q es la imagen de la carga + Q respecto a la 
superfície V = 10 o en lo que respecta a cualquiera de las superfícies de poten¬ 
cial equivalentes. Así, por ejemplo, si se escoge la superfície V = 0, se tiene el 
caso de una carga sobre un plano. En la siguiente sección se analiza un conduc- 
tor cilíndrico cargado sobre una superfície plana. 

7-15 EJEMPLO 7: CONDUCTOR CILÍNDRICO 
CARGADO SOBRE UN PLANO DE TIERRA 
METÁLICO INFINITO 

Considérese un conductor cilíndrico largo y delgado, uniformemente cargado, a 
una distancia s de un plano de tierra (de referencia) metálico infinito, como en 
la figura 7-16a. De acuerdo con la teoria de imágenes, esta configuración es 
equivalente a la mitad superior de la figura 7-166, en donde se tienen dos con- 
ductores paralelos idênticos de cargas opuestas separadas por una distancia 2s. 

Es ilustrativo examinar primero el sistema de dos conductores. El compor- 
tamiento dei campo eléctrico de los dos conductores se puede encontrar super- 
poniendo los campos eléctricos debidos a cada conductor por separado. Este 
procedimiento da el campo eléctrico como sobreposición vectorial de las dos 
componentes. (Un método alternativo, explicado en la sección 2-13, es encon¬ 
trar el potencial electrostático escalar V como la superposición escalar dei 
potencial debido a cada conductor si estuviese solo. Entonces, el campo eléc¬ 
trico se encuentra como el gradiente negativo de K) Las líneas dei campo eléc¬ 
trico debidas a cada conductor por separado apuntarían radialmente hacia 
afuera dei conductor. Después, en la superfície equipotencial equidistante de los 
dos conductores, una simple adición gráfica en cualquier punto muestra que el 
campo eléctrico resultante está dirigido hacia abajo, como se muestra en la 
figura 7-166. Luego puesto que E es ortogonal a la superfície, debe ser esta 
superfície una equipotencial.t 


+ Por lo tanto, sin encontrar formalmente todas las superfícies equipotenciales, se sabe ya por 
consideraciones de simetria en dónde se encuentra una de estas superfícies. 
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Conductor 
largo 
y delgado 


Conductor Su p erfjcie 

largo cilíndrica 

V delgado del con(Juctor 


Superfície 

equípotencial 


Superfície 
dei conductor 
imagen 


(b) 


Figura 7-16 (a) Campo de un conductor sobre un plano de tierra, ( b ) Campo de dos conductores 
cargados en forma opuesta. El campo por encima de la superfície equípotencial plana es el mismo 
que en (ff). 


De acuerdo con la teoria de imágenes desarrollada previamente, los campos 
arriba de la superfície permanecerán sin cambio si se quita el conductor inferior 
y se coloca una distribución superficial de carga en la superfície. Esta carga 
superficial es 


Ps = £>„= (1) 

Considérese primero el caso en que ambos conductores son líneas delgadas 
de carga. El campo eléctrico dei conductor cargado positivamente esE+,y el 
campo eléctrico dei conductor cargado negativamente es E_. Si cada carga lineal 
se reemplaza ahora por un conductor cilíndrico de radio r, colocado de manera 
que su superfície (mostrada con línea punteada en la Fig. 7-166) coincida con 
una superfície equipotencial, el campo afuera de los conductores cilíndricos per¬ 
manecerá sin cambio. De acuerdo con (3-13-1) y la figura 7-16, 


|E + | = 


Pi . 


27T£ 0 n/ 


S 2 + X 2 


= IE. 


( 2 ) 


Como se muestra en la figura 7-166, la componente normal dei campo eléctrico 
se encuentra por superposición como 


Pl 

2kí 0 v /s 2 ' + x 2 


E„ = 2 cos (f> |E + | = 2 cos <j) 


(3) 
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Pero en vista de que cos <f> = s/^/s 2 + x 2 , (3) se convierte en 



7ce 0 s 2 + x 2 


(4) 


Entonces, al sustituir (4) en (1) da 



(Cm- 2 ) 


(5) 


La ecuación (5) indica que la densidad de carga de superfície equivalente sobre 
la superfície equipotencial es más fuerte en el punto que más se aproxime al 
conductor superior, esto es, en x = 0. 

Si se imagina que un plano grande y delgado, perfectamente conductor, se 
introduce deslizándolo a lo largo de la superfície equipotencial, las líneas de 
campo no se afectan puesto que son perpendiculares a esta lâmina metálica, por 
lo que satisfacen las condiciones en la frontera. En vista de que las lineas de 
campo no han sido alteradas, se deduce, según la explicación anterior, que una 
distribución de carga de acuerdo con (5) será establecida en este plano conduc¬ 
tor de tierra (de referencia). Entonces, el campo por arriba dei plano de tierra es 
idêntico al campo dei conductor y su imagen sin el plano de tierra. 

7-16 EJEMPLO 8: CONDUCTOR POR EL QUE 
FLUYE CORRIENTE SOBRE UN PLANO 
DE TIERRA METÁLICO INFINITO 

Hasta este punto, la explicación de imágenes se limita a la distribución de cargas 
estáticas. Considérese un conductor de filamento en el aire y que lleva una 
corriente / paralela y a una altura s arriba de un plano de tierra metálico, como 
se muestra en la figura 7-17a. Por convencíón, la comente / que fluye hacia la 
derecha se identifica con el movimientq de cargas positivas hacia la derecha, 
teniendo las cargas una velocidad v , que es, 


1 = p L v (A) 


(D 


donde p L es la carga por unidad de longitud dei conductor. El movimiento de 
carga positiva hacia la derecha ti ene su imagen en el movimiento de carga ne¬ 
gativa hacia la derecha, que es equivalente al movimiento de carga positiva 
hacia la izquierda. En consecuencia, la corriente 1 tendrá una corriente imagen 
/' bajo el plano de tierra, igual en magnitud pero que fluye en la dirección 
opuesta, como se sugiere en la figura 7-17a, esto es, 


I' = ~Pl v = -i (A) 


( 2 ) 


Considérese un conductor filamentar por el que fluye una corriente / per¬ 
pendicular a un plano metálico de tierra, como se muestra en Ia figura 7-17Ó. Al 
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(a) (b) (c> 

Figura 7-17 Imagen de un conductor horizontal, vertical e inclinado pr el que fluye comente sobre 
un plano de tierra. 


usar un razonamiento semejante, se puede observar que este conductor filamen¬ 
tar tiene un conductor imagen vertical por el que fluye una corriente en la mis- 
ma dirección, como se muestra. La imagen de un conductor que forma un ân¬ 
gulo arbitrário con un plano metálico de tierra se puede encontrar al descompo- 
ner en componentes vertical y horizontal, como se muestra en la figura 7-17c. 


PROBLEMAS t 

Grupo 7-1: Secciones 7-1 a 7-9. Ecuacíón de Lapbce eu coordenadas rectangulares y soluciones 
analíticas, iterativas y analógicas. 

7 , 1 . 1 , Ecuacíón de Lapbce. Significado dei valor medio. El significado de la ecuacíón de Laplace es 
simplememe que el potencial en un punto en una región libre de carga es el promedio o valor medio, 
dei potencial en los puntos que lo rodean. Demuéstrese, como corolário, que el potencial en un pun- 
to no puede ser mayor al valor máximo o inferior al valor mínimo de los 4, 6 o más potenciales que 
lo rodean. 

★7-1-2. Potencial en una caja cúbica. Una caja metálica cúbica está provista de una tapa, separada de 
ella por pequenos espacios, como en el caso de la tapa dei canal considerada en el ejempio 2 de la 
seceión 7-ó está separada o aislada dei canal mísmo. La caja (los lados y el fondo) está a un poten¬ 
cial cero y la eubierta está a 40 V. (a) Encuéntrese el potencial en el centro de la caja. (ò) Compárese 
este valor con el potencial en el centro dei canal (Ejempio 2), Nótese que éste es un problema tri¬ 
dimensional. Véanse las notas al pie de la página de la sección 7-5. 

7-1-3. Potencial en una lata cilíndrica. Una lata metálica cilíndrica de altura igual a su diâmetro 
tiene una eubierta, separada de ella por pequeííos espacios, como en ei caso de La eubierta dei canal 
dei ejempio 2 de la sección 7-6, que está separada o aislada dei canal. La lata dos lados y el fondo) 
está a un potencial cero y la eubierta está a 40 V. {a) Encuéntrese el potencial en el centro de la lata. 
(b) Compárese este valor con el potencial en el centro dei canal (ejempio 2). Nótese que éste es un 
problema tridimensional. Véanse las notas al pie de página de la sección 7-5. 


+ Las respuestas a los problemas con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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7-1-4. Línea de transmisión plana o de cinta, (a) Una linea de transmisión consiste en cuatro cintas 
planas de igual ancho. En sección transversal dichas cintas forman los cuatro lados de una caja 
cuadrada con pequeflos espacios en las cuatro esquinas. Las cintas de arriba y de la izquierda estàn a 
+ 100 V mientras que las cintas de abajo y la de la derecha están a un potencial de cero. Deter- 
mínense los potenciales interiores para nueve puntos de una red o rejilla semejante a la dei ejemplo 2 
de la sección 7-6. (b) Repítase el problema para el caso en que las cintas superior e inferior están a un 
potencial cero mientras que las cintas de la derecha y de l^izquierda están a un potencial de 100 V. 
7-1-5. Ecuación de Laplace. Valor medio para Ax * Ay. Demuéstrese que si A.v / Ay en la figura 
7-3, el potencial V 0 en el punto central está dado por 


Vo = 


14 


V* 


Ml ¥W\ fl ¥®’. 


7-1-6. Ecuación de Laplace. Valor medio cuando todas las longitudes son desiguales. Demuéstrese 
que si todos los valores de longitud en la figura 7-3 son desiguales, el potencial V Q en 0 (punto P ) de 
la figura 7-3 está dado por 


Vo- 


(l+n^i+^J (I+í|-‘)^I+^ <l+c-^l+'^ 


donde a = Ax,/Ax 2 
b = Ax- [ jAx 1 
c = Ay 3 /Av 4 
á = Ay 3 /Ay 4 

Ax, = distancia dei punto P en 0 a 1 
Ax 2 = distancia de 0 a 2 
Ay 3 = distancia de 0 a 3 y así sucesivamente 


7-1-7. Línea de transmisión con conductores de sección transversal cuadrada. Una línea de trans¬ 
misión tiene un conductor interno de sección transversal cuadrada de 100 mm por 100 mm, situado 
simétricamente dentro de un conductor externo de sección transversal cuadrada de 200 mm por 200 
mm. El medio entre los conductores es el aire. Determínense (a) la configuración dei potencial y el 
campo eléctrico, ( b ) la capacitancia por metro de longitud y (c) la inductancia por metro de lon¬ 
gitud. Úsese el método dei valor medio o una solución gráfica. 

*7-1-8. Recinto cuadrado con lados a diferentes potenciales. Cuatro placas largas de igual ancho for¬ 
man un recinto cuadrado como se muestra en sección transversal en la figura P7-1-8. Si las placas 
están aisladas y tienen tensiones como se indica £cuál es el potencial dei punto Pa la mitad de la dis¬ 
tancia dei centro dei cuadrado al centro de la placa inferior? Si se usa la iteración, liste los poten¬ 
ciales sucesivos que se obtengan. 


3 V 


4 V 


./ 


Centro 


2 V 


I V 


Figura P7-1-8 Recinto cuadrado con potencial diferente 
en los cuatro lados. 
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*7-1-9. Conductor en forma de L. Potencial en el vértice. Una lâmina conductora uniforme tiene 
potenciales aplicados como se muestra en la figura P7-1-9. Encuéntrese K en P. Nótese que el 
• cuadriculado no representa un mapa de campo. 






Nótese que el cuadriculado 

10 V ° re ^ illa no re P resenta un 
mapa de campo 













10 V 













p 







1 
















0 V Figura P7-1-9 IConductor en forma de L. 


7-1-10. Conductor en forma de L. Resistência, (tf) Prepare un mapa cuadrado curvilíneo de un con¬ 
ductor de espesor uniforme con un doblez en ângulo recto como el de la figura P7-1-10. El método 
para construir el mapa puede ser experimental (papel Teledeltos), iterativo o gráfico. Tómese a = 
3 b. (b) Partiendo dei mapa encuéntrese la resistência de la configuradón en términos de la resistên¬ 
cia por cuadro. (c) Compárese el resultado con el dado por la siguiente fórmula: 


R 


a + 2b 
a — b 


004 

+ 0.65e (fl+26,/2 + —-0.441 

a — b 


(véase B.R. Chawla, Proc. IEEE. 60: 151 (enero 1972).) Como precaución: Aunque la fórmula de 
arriba y otras como las de los manuales pueden ser útiles en casos es peei ales, tienden a ser un tanto 
arbitrarias y a enmascarar las relaciones fisicas básicas y deben verificarse cuando sea posible con 
métodos más simples y directos, como los mapas gráficos de campo, para evitar posibles errores. 



Figura P7-1-10 Conductor con doblez en ângulo recto. 


7-1-11. Canales profundos y poco profundos. Refiriéndose al canal con tapa aislada dei ejemplo 2 
de la sección 7-6, encuéntrese el potencial en el centro dei canal si (tf) el canal tiene el doble de alto 
que de ancho y (b) el canal es el doble de ancho que de alto. 
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7-1-12. Latas altas y cortas. Refiriéndose a 4a lata metálica cilíndrica dei problema 7-1-3, encuén- 
trese el potencial en el centro de la lata si (o) la altura de la lata es el doble dei diâmetro y (b) la al¬ 
tura es la mitad dei diâmetro. 

7-1-13. Canal rectangular. Un largo canal metálico rectangular con cubierta aislada se muestra en 
sección transversal en la figura P7-1-13. El canal está a un potencial cero y la cubierta está a un 
potencial V ,, Demuéstrese que el potencial en cualquier punto (x, y ) en el interior está dado por 


y -1 


nn nn 

4V X sin — x senti ^ y 
x, x. 


nin,pflr Rirsenh 


nny { 



Figura P7-1-13 Canal con cubierta plana. 


7-1-14. Canal rectangular con electrodo curvado. Un canal rectangular conductor con un electrodo 
se muestra en sección transversal en la figura P7-1-14. Si el canal está a un potencial cero, encuén- 
trese la forma requerida dei electrodo a un potencial V x v tal que el potencial en el canal bajo el elec¬ 
trodo sea de la forma V = C sen kx senh ky . Redúzcase la ecuación para el electrodo a su forma 
más simple y constrúyase una gráfica precisa dei canal y el electrodo para el caso en que x, = y { . 



x 

Figura P7-1-14 Canal con cubierta curva. 


Grupo 7-2: Secciones 7-10 a 7-16. Ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas y esféricas. 
Ecuación de Poisson e imágenes. 

★7-2-1. Placas de un capadtor formando angulo. Determinese la distribución de potencial V entre dos 
bojas metálicas planas infinitas que se encuentran en un ângulo 0, como se muestra en sección trans¬ 
versal en la figura P7-2-1. Los bordes de la izquierda de las lâminas están separados por un espacio 
infinitesimal. La hoja inferior está a un potencial cero y la hoja superior está a un potencial V i . 



r = o 


Figura P7-2-1 Plac&s.en ângulo. 
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7-2-2. Conos concêntricos, (a) Encuéntrese la distribución de potencial entre dos conos metálicos in¬ 
finitos que son como se muestran en corte en la figura P7-2-2. El potencial dei cono externo y el dei 
cono interno es V x . La mitad dei ângulo dei cono interno es 0, y dei cono externo es 0 O U>) Encuén¬ 
trese la distribución de potencial entre un cono solo a un potencial V , y una lâmina metálica plana 
con potencial cero. Este es un caso especial de (a) para el cual, la mitad de ângulo dei cono externo 
es 0 O = 90°. 



Figura P7-2-2 Conos concêntricos. 


★7-2-3. B uniforme dentro de una esfera, (a) <,Cuál es la distribución de corriente pelicular sobre la 
superfície de la esfera que proporcione un campo magnético uniforme en el interior? = Ho en 
todas partes, (ó) iCómo deben acomodarse las vueltas de un devanado sobre la esfera para producir 
este resultado? 

7-2-4. Corriente pelicular esférica. Relaciones en la frontera. Una corriente eléctrica estacionaria 
superficial dada por K = tyk 0 sen 0 existe en la superfície de una esfera de radio R. k 0 es una cons¬ 
tante y en todas partes. La densidad de flujo magnético establecida por la corriente está 

dada por B = 2C, para r< RyB = - B cos 0) para r > R Encuéntrense C, y C 2 

★7-2-5. Campo eléctrico de un alambre aislado. Un alambre conductor de radio a está situado en aire 
en un campo originalmente uniforme F 0 perpendicular al alambre. El alambre tiene un forro aislan- 
te de radio b y permitividad (, como se muestra en la figura P7-2-5. Encuéntrese el potencial Lo en 
cualquier punto en el exterior dei forro aislante y el potencial L, en cualquier punto en el interior 
dei forro aislante. 



Figura P7-2-5 Alambre aislado. 


7-2-6. Dos hemisférios. Un cascarón delgado esférico conductor de radio r x se corta en dos hemis¬ 
férios separados por un espacio de aire muy pequeflo. Si un hemisfério está a un potencial V x y el 
atro hemisfério a un potencial K 2 , encuéntrese el potencial en cualquier punto (ír) fuera de la esfera 
y ( b ) dentro de la esfera. 

7-2-7. Campo de fuga a través de una ranura. El campo eléctrico es uniforme e igual a£ 0 yes per¬ 
pendicular a un lado de una lâmina conductora plana infinita. El campo es cero dei otro lado. Si se 
corta una ranura de ancho s en la lâmina, demuestre que la densidad superficial de carga dei lado de 

k\) CS 
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y dei lado en donde el campo era originalmente cero está dada por 



|V - (s/2) 2 ] 1/2 


u 




donde u es la distancia a partir dei centro de la ranura: 

7-2-8. Campo de fuga a través de una ranura a diversas distâncias. Una ranura de ancho s se hace en 
una lâmina conductora plana horizontal infinita. Antes que se hiciera la ranura, el campo eléc¬ 
trico arriba de la lâmina era vertical en todas partes e igual a E 0 , mientras que debajo de la lâmina 
el campo era cero. <,A qué distancia, por abajo dei centro de la ranura, es el potencial Pigual a (a) 0.1 
E n s y {b) 0ME o s, y (c) 0.00 \E 0 sl 

*7-2-9. Hemisfério sobre una lâmina conductora. Un hemisfério conductor de radio a se coloca so¬ 
bre una lâmina conductora plana de extensión infinita, como se muestra en la figura P7-2-9. Antes 
que se colocará el hemisfério, el campo eléctrico en cualquier parte sobre la lâmina era perpendi¬ 
cular a ella e igual a E 0 . El medio es el aire y la lâmina y el hemisfério están a un potencial cero. (a) 
Encuéntrese V en función de r y 9 para cualquier punto arriba de la lâmina y el hemisfério. (ó) En- 
cuéntrese la densidad superficial de carga en todos los puntos situados sobre la superfície de la 
lâmina y el hemisfério, (c) Hâgase una gráfica de la densidad superficial de carga en el hemisfério y 
a lo largo de la hoja plana a una distancia de 5a. 




Figura P7-2-9 Hemisfério sobre lâmina conductora. 


7-2-10. Tubo semidlíndríco. Un tubo de metal semicilíndrico de radio a, mostrado en sección trans¬ 
versal en la figura P7-2-10, está a un potencial cero. Si una placa metálica a un potencial V , se 
coloca a través de un extremo dei tubo, pero sin estar en contacto con él, demuéstrese que el poten¬ 
cial dentro dei tubo a una distancia grande z de la placa es de la forma 



donde C = constante 

J, = función de Bessel de primer orden 
R j! = primera raiz de J j (= 3.832) 


Supóngase que el tubo es infinitamente largo. 



*7-2-11. Dispositivo unid im ensional. Ecuación de Poisson. En un dispositivo unidimensional la den¬ 
sidad de carga es p = p 0 U/*i )• Si£ = 0enjc=0yK=0en* = *j, encuéntrese V. 

*7-2-12. Juntura en un semkonductor. Ecuación de Poisson. Un semiconductor de sección transver¬ 
sal constante A tiene una juntura o unión en x = 0. Si la densidad de carga a ambos lados de la jun- 
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tura estâ dada por p = p L x(x 2 + x 2 ) -3 ' 2 , encuéntrese (a) la tensión V en función de x y (b ) la 
capacitancia de la juntura entre los puntos x = ± lOOxj. Tómese E = 0 con x grande y V = 0 en x 
= 0. (c) Trácense gráficas de p, E y V contra x en x = ± IOjc^ 

*7-2-13. Juntura en un semiconductor. Capacitancia. Un diodo semiconductor de juntura tiene una 
distribución de densidad de carga como la dada en el problema P7-2-12. Si la distancia entre los 
picos o crestas de carga es de 1 pm y la tensión se aplica entre puntos a 50 pm a cada lado de la jun¬ 
tura, encuéntrese la capacitancia de la juntura, e r = 10; la sección transversal de la juntura es ;10“ 2V 
mm 2 . 

7-2-14. Conductor en la interfaz. Imàgenes. A través de un conductor lineal largo y delgado fluye 
una corriente /, se extiende a lo largo de una frontera plana entre dos médios, aire y hierro. Su- 
poniendo que la permeabilidad dei hierro sea uniforme, demuéstrese que el campo magnético H en 
el aire a un radio r dei conductor es H 0 = p//[(p + p 0 )nr], mientras que en el hierro a un radio r dei 
conductor estâ dado por H x = p 0 //[(p + p 0 )*r]. 


Grupo 7-3: Aplicaciones práctícas. 

7-3-1. Línea de transmisión coaxial. Una línea de transmisión coaxial cilíndrica se muestra en sec¬ 
ción transversal en la figura P7-3-1. El medio que llena la línea es el aire. Si se aplican 50 V entre los 
conductores y la corriente total es de 15 mA, encuéntrese (d) el campo eléctrico E en P x y P 2 , (ó) la 
densidad de flujo eléctrico D en P x y P 2 . (c) la densidad de flujo magnético B en P, y P 2 , (d) el 
campo magnético H en P, y P 2 , ( e ) la capacitancia exacta por unidad de longitud (C/l), (/) la in- 
ductancia exacta por unidad de longitud (L/l), (g) flujo eléctrico total por unidad de longitud (Q/l) 
y (h) el flujo magnético total por unidad de longitud (\jtjl ). (0 dibújese un mapa de cuadrados cur¬ 
vilíneos (para lineas V y E) con contornos equipotenciales a 10, 20, 30 y 40 V; y (/) úsese una cuenta 
de los cuadros eií serie y en paralelo de (/) para comparar con la capacitancia y la inductancia exac- 
tas obtenidas en (e) y (/). De unidades de los resultados. 



Figura P7-3-1 Línea de transmisión coaxial. 


7-3-2. Deformación dei campo. Aunque en la mayor parte de los problemas el efecto de la deforma - 
ción de / campo (que se extiende más allá de los bordes de la configuración en estúdio) se despre¬ 
cia. el efecto de deformación puede ser importante en aplicaciones práctícas. En este problema, 
el efecto de deformación es la consideradón principal. Analícese la deformación dei campo de una 
línea de transmisión de cinta o de dos placas largas de capacitor. Se puede hacer el mapa de la 
deformación dei campo por medio de un método analógico o por medio de una transformación de 
configuración en la que el campo uniforme dei plano xy (Fig. P7-3-2 a) se transforma en la defor¬ 
mación dei campo en el plano «v (Fig. P7-3-2Ó). Entonces, si u = (hjn)(e x cos y — x) y *v = (hjn) 
(c* sen>> — y — rc),se tiene paraj^ = 0, u — ( hjn)(e x — x)y >r = â, mientras que para y = tc, u = (hjn) 
{-e x - x) y v ~ 0. En consecuencia, la línea y = 0, cuando se pone un mapa en el plano uv, se 
dobla hacia atrás sobre sí mismo y da vuelta a fin de quedar en v = h y a valores iguales de u 
iguales o mayores que hjn. La línea y = n se transforma de manera que queda a lo largo dei eje u (v 
= 0). Esto tambiên conlleva a un cambio de escala y a la inversión de la dirección (Fig. P7-3-26). El 
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rect ângulo ABCDEFA en el campo uniforme (plano xy) se transforma en la figura ABCDEFA 
cuando se hace el mapa dei campo deformado en los bordes (plano uv). Por medio de estos mé¬ 
todos, se obtiene el mapa dei campo deformado en los bordes de la figura P7-3-2e. {a) Si la íínea de 
transmisión de cintas o las placas dd caparitor son cuatro veces d ancho mostrado en ia figura P7- 
3 y d campo de borde es idêntico a los lados derecho e izquierdo, encuéntrese d porcentaje de 
aumento de la capacitancia por unidad de profundidad por causa de la deformación dei campo en d 
borde sobre la capacitancia en comparación dei caso en que se desprecia dicho efecto. (ó) Si las cin¬ 
tas o placas tienen las dimensiones dd contorno punteado grueso, encuéiurese la tensiòn de dísrup- 
ción en el aire (a la presión atmosférica) si la separación de placas es de 30 mm. 



ta) (é) 



Figura P7-3-2 Transformación de coordenadas para lai 
deformación dei campo en el borde de una placa plana. 























8 CAMPOS ELÉCTRICOS 
Y MAGNÉTICOS QUE 
CAMBIAN EN EL TIEMPO 


8-1 INTRODUCCIÓN 

En los capítuios anteriores se estudiaron los princípios de los campos eléctricos 
y magnéticos en condiciones estáticas. En este capítulo se explican los campos 
eléctricos y magnéticos que cambian en el tiempo, y se introducen relaciones y 
conceptos nuevos. Algunos de los más importantes son: (1) lo leyde Faraday que 
da la fem inducida en un circuito cerrado debida a un cambio en el flujo mag¬ 
nético de enlace sobre él; (2) una relación que da la fem inducida en un conduc- 
tor que se mueve en un campo magnético; (3) la comente de desplazamiento de 
Maxwell , que representa una extensión dei concepto de corriente para incluir el 
espacio sin carga; (4) la conductividad equivalente de un dieléctrico y (5) una 
extensión de las relaciones en la frontera desarrolladas en capítulos anteriores 
para incluir las situaciones que varían en el tiempo. 


8-2 LEY DE FARADAY 

En el capítulo 5 se observa que cuando por un conductor fluye corriente se 
produce un campo magnético. En 1831, Michael Faraday, en Londres, y Joseph 
Henry, en Albany, encontraron en forma independiente que el efecto inverso 
también es posible. Es decir, que un campo magnético puede producir una 
corriente en un circuito cerrado pero debe cumplirse la condición importante de 
que el flujo magnético de enlace sobre el circuito debe estar cambiando. 

Considérese la espira de alambre mostrada en sección transversal en la 
figura 8-1 a con un imán de barra moviéndose hacia la espira, de manera que 
el flujo B dei imán a través de la espira se aumente. Esto produce una corriente 
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Dipolo magnético equivalente 



Figura 8-1 Variación dei flujo magnético a través de la espira de alambre moviendo el imán se induce 
una corriente en la espira. 


inducida en la espira que fluye en una dirección tal que el campo magnético de la 
espira se opone al movimiento (polos iguales se repelen). 

En la figura 8-16 con el imán moviéndose hacia abajo y alejándose de la es¬ 
pira, el flujo B dei imán a través de la espira disminuye, produciendo una 
corriente inducida que fluye en una dirección tal que el campo magnético de la 
espira se opone de nuevo al movimiento (polos opuestos se atraen). Por lo tan¬ 
to, la dirección de la corriente en la espira de la figura 8-16 es opuesta a la de la 
figura 8-la. 

Si el imán se mueve en forma alternada hacia arriba y hacia abajo, se in¬ 
duce una corriente alterna (ca) en la espira, constituyendo el arreglo un gçne- 
rador simple de corriente alterna. 

El hecho de que la corriente inducida en la espira va siempre en una dirección 
tal que se opone al cambio que produjo es un enunciado de la lev de Lenz, dedu- 
cido en 1834 por Heinrich Friedrich Lenz. 

Si la espira está en circuito abierto, como en la figura 8-2, entonces en sus 
terminales aparece una fem que es igual a la rapidez de disminución dei flujo 
magnético de enlace sobre la espira. Entonces, t 


t Con espiras de Wvueltas en donde cada vuelta enlaza la misma cantidad de flujo, se puede escribir 
tambiénA = donde A = flujo de enlace total y \j/ m = flujo de enlace o eslabonamientoen cada 

vuelta. Entonces, (I) se convierte en 

tlé m í/A 

N — - = - 

th í/í 


i 
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Espira 


Fem=T) 


Figura 8-2 Espira en circuito abierto con fem en sus termi.- 
nales debida a un cambio en el flujo magnético a través de la > 
espira. 




(D 


(it 


donde i = fem total, V 
ij/ m = flujo total, Wb 
t = tiempo, s 

La ecuación (1) es una forma de enunciado de la ley de Faraday. t 
La fem inducida en la espira es igual a la fem que produce el campo E 
(asociado con la corriente inducida) integrada sobre todo el perímetro de la es¬ 
pira, considerándose el espado vacio como despreciable. Entonces, J 



( 2 ) 


El flujo total a través de un circuito es igual a la integral de la componente 
normal de la densidad de flujo B sobre la superfície definida por el circuito. Es 
decir, que el flujo magnético total está dado por 



(3) 


La superficie en la que se realiza la integración es la superficie limitada por la 
periferia de circuito, como en la figura 8-3. La ecuación (3) se aplica a un dr- 
cuito cerrado de un solo conductor de cualquier número de vueltas o espiras. Es 
importante observar que cualquier circuito cerrado con cualquier número de 
vueltas forma la frontera de una sola superficie (véase Fig. 8-3) y B • ds sobre 
esta superficie da el flujo total. Por lo tanto, al integrar B en la superficie de 
la figura 8-3 se obtiene todo el flujo. Las líneas de flujo que pasan a través de la 
superficie sólo una vez se integran sólo una vez, pero las que enlazan el total de las 

tMichael Faraday, “Experimental Researches in Electricity,” B. Quaritch, Londres, 1839. 

t Para ser más explícitos, E en (2) podría escribirse como Ex para indicar que es una fem que produce 
'un campo (véase Secc. 4-10). 
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cuatro vueltas se integran cuatro veces puesto que pasan cuatro veces por la 
superficie. Sustituyendo (3) en (1) llegamos at 


r.-íja-ds ( 4 ) 

donde 'f = fem inducida, V 

B = densidad de flujo, T 
ds = elemento de superfície, m 2 
t = tiempo, s 

Cuando la espira o circuito cerrado son estacionários o fijos, (4) se reduce a 

^ f d» J 



Superfície 

limitada 

por el alambre 




Esta Ifnea de flujo 
pasa a través dê la 

superficie dos veces \s 

Estas Ifneas de flujo pasan a través de la superficie cuatro veces 
Figura 8-3 Circuito con bobina de cuatro vueltas. El alambre constituye la frontera de una superfici 
continua única. Parte de la superficie de una vuelta está recortada para mostrar cómo la superficie est 
limitada por la vuelta de abajo. 


Corte en la superficie 
en parte de la vuelta 
para mostrar cómo 
la superficie está 
unida a la vuelta 
de abajo 


Espira de alambre 
con cuatro vueltas 


Term inales 


esta iinea de flujo cruza 
la superficie una sola vaz 


Esta Ifnea de flujo pasa 
través de la superficie 
una sola 


t El símbolo indica uha integral doble o de superficie (JJ) llevada a cabo en una superficie deter¬ 
minada s. 
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Esta forma de la ley de Faraday da la fem indueida debida específicamente a la 
rapidez de cambio de B en el tiempo para una espira o circuito que es fijo res- 
pecto al observador. Esta ecuación se llama a veces ecuación de inducción dei 
transformador. 

Combinando (2) y (5) 



í 



( 6 ) 


donde i ' = fem indueida, V 
E = E e = fem produetora de campo eléctrico, V m 1 
í/ 1 = elemento de trayectoria, m 
B = densidad de flujo, T 
í/s = elemento de área, m 2 
t = tiempo, s 

Esta relación se conoce como la ecuación de Maxwell deducida a partir de la ley 
de Faraday. En (6) aparece en su forma de integral. La relación diferencial 

correspondiente se da en la sección 8-7. 

De acuerdo con (6), la integral de línea dei campo eléctrico alrededor de un 
circuito cerrado fijo es igual a la componente normal de la rapidez de dismi- 
nución de la densidad de flujo B,integrada sobre la superfície limitada por el cir¬ 
cuito. Ambas son iguales a la fem total í indueida en el circuito. 


8-3 CONDUCTOR QUE SE MUEVE EN 
UN CAMPO MAGNÉTICO 

De acuerdo con (5-23-17) la fuerza F de Lorentz de una partícula de carga Q 
que se mueve con una velocidad v en un campo magnético B es 

F = Q(\ x B) (N) (1) 

Al dividir entre la carga Q, se obtiene la fuerza por carga, o campo eléctrico E, 
que actúa sobre la partícula cargada como 


E = 


F 

-- = v x B 

Q 


(N C 1 o V m~') 


( 2 ) 


Este campo eléctrico E es dei tipo que produce una fem y su dirección es perpen¬ 
dicular al plano que contine a v y B. Si la partícula cargada es una de muchos 
electrones en un alambre conductor que se mueve a través de un campo mag¬ 
nético, como en la figura 8-4, entonces la fem indueida entre sus puntos ex¬ 
tremos está dada por la integral de E entre 1 y 2, o 
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Z (hacia afuera) 




Alambre 


© 



© 

v 


© 


© 

E, 

© 


© 


© 


© 






2 


© © 

© © 

© © 

© © 

B (hacia afuera) 


Figura 8*4 Se induce una fem en un alambre que se mueve en 
un campo magnético. 


= J E-(/l = J(v x B) 


dl 


(V) 


donde y = fem inducida en una longitud / de alambre, V 
E = campo eléctrico, V m“ 1 
cl\ = elemento de longitud de alambre, m 
v = velocidad dei alambre, ms -1 
B = densidad de flujo dei campo magnético, T 


(3) 


Para un alambre recto en que v, B y el alambre son mutuamente perpen¬ 
diculares, B es uniforme y v es la misma para todas las partes dei alambre, y (3) 
se reduce a 


r = Et = vBl (V) (4) 

donde l es la longitud dei alambre en metros. 

Las ecuaciones (3) y (4) son leyes de inducción por movimiento o de flujo 
cortante que dan la fem inducida en un conductor que se mueve con respecto al 
observador. La ecuación (3) es la forma más general, mientras que (4) se aplica 
al caso especial en que las direcciones dei alambre, su movimiento y el campo 
magnético sean mutuamente perpendiculares. 

Las relaciones pueden usarse para encontrar la fem inducida en cualquier 
parte de un circuito que se deba a su movimiento a través de un campo mag¬ 
nético. También se pueden aplicar para encontrar la fem total inducida en un 
circuito cerrado que se mueva o se deforme en un campo magnético que no 
cambie con respecto al tiempo, Para un circuito cerrado, (3) viene a ser 


ir = 


E-d\ = 0(v x B) - r/l 


( 5 ) 


donde V es la fem total inducida en el circuito. 
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8-4 CASO GENERAL DE INDUCCIÓN 


La ecuación (8-2-6) proporciona la fem inducida en circuito cerrado en virtud de 
la rapidez de cambio de B (inducción dei transformador). La ecuación (8-3-5) 
nos da la fem inducida en un circuito cerrado en virtud de su movimiento. 
Cuando ambas dases de cambio estàn ocurriendo simultaneamente, es decir, > 
cuando B cambia en relación con el tiempo y ademàs el circuito está en mo¬ 
vimiento, la fem total inducida es igual a la suma de las fuerzas electromotrices 
dadas por (8-2-6) y (8-3-5), o 



(D 


El primer término dei miembro de la derecha da la fem inducida por el movimien¬ 
to, mientras que el segundo término da la fem inducida que se debe a la rapidez 
de cambio de B en el tiempo. La integral de línea dei primer término se toma 
alrededor de todo el circuito, mientras que la integral de superfície dei segundo tér¬ 
mino se toma en la superfície limitada por el circuito. 

La ecuación (1) es una relación general y proporciona el valor correcto de 
la fem total inducida en todos los casos. Para el caso especial en que sólo existe 
movimiento, õB/õt = O.y (1) se reduce a 

f =|(vx B) • dl (2) 


Para el caso especial en que sólo cambia en el tiempo la densidad de flujo, v - 0 
y (1) se reduce a 

ir = - f — • ds (3) 

J s dt 

Para resumir, las relaciones de inducción son 


(I) 

r ~\ 

f)(v x B) ■ dl — 

í ^ • ds caso general 

J s dt 

(II) 

r -\ 

|>(v x B) • dl 

sólo movimiento (inducción por movimiento) 

(III) 

i r = - 

-JS- 

sólo cambia B (inducción de transformador) 
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8-5 EJEMPLOS DE INDUCCIÓN 

En esta sección se dan siete ejemplos en los que se calcula la fem total inducida 
en un circuito cerrado (inducción total). La relación general (I) da el resultado 
correcto en todos los casos. En algunos casos (sólo movimiento o sólo cambio 
en el tiempo) (II) o (III) solas son suficientes. J 

Ejemplo 1: Espira: B cambia sin movimiento. Considérese la espira rectan- 
gular fija de área A mostrada en la figura 8-5. La densidad de flujo B es 
perpendicular al plano de la espira (hacia afuera en la Fig. 8-5) y es unifor¬ 
me sobre el área de la espira. Sin embargo, la magnitud de B varia ar- 
mónicamente con respecto al tiempo conforme a la expresión. 

B = B 0 cos cot (I) 

donde B 0 = amplitud máxima de B, T 

co = frecuencia en radianes ( = 2nf, donde/ = frecuencia), rad s~ 1 
t = tiempo, s 

Encuéntrese la fem total inducida en la espira 

Solución. Este es un caso puro en que sólo cambia B, sin haber movimiento. 
En consecuencia, de (111), la fem total inducida en la espira es 

r d B 

/ = — * í/s = AcoB 0 sen cot (V) (2) 

J, ot 

Esta fem aparece en las terminales de la espira (Fig. 8-5). Puesto que la 
velocidad v = 0, la fem calculada por (II) es cero y por (l) es idêntica a la de (2). 


Ejemplo 2: Espira: Sólo movimiento: B no cambia. Considérese la espira 
rectangular mostrada en la figura 8-6. El ancho / de la espira es constante, 
pero su longitud x se aumenta de manera uniforme respecto al tiempo, 
moviendo el conductor deslizante a una velocidad uniforme v. La densi¬ 
dad de flujo B es en todas partes la misma (perpendicular al plano de la 
espira) y es constante respecto al tiempo. Encuéntrese la fuerza electro- 
motriz (fem) total inducida en la espira. 

Solución. Éste es un caso puro de sólo movimiento, siendo constante la 
densidad de flujo B. En consecuencia, según (II), 



Figura 8-5 Espira fija de área A (para el ejemplo I). 
Anillos deslizantes 
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B 



Figura 8-6 Conductor deslizante para aumentarei 
área de la espira (para los ejemplos 2 y 3). 


ir = 


(j)(v x B) • dl = vBl 


(V) 


(3) 


La fem entera en este caso es inducida en el conductor en movimiento de 
longitud /. Puesto que dB/dt = 0, la fem obtenida con (III) es cero y la ob- 
tenida con (I) es idêntica con (3). 

Ejemplo 3: Espira: Movimiento y cambio de B. Considérese de nuevò la 
misma espira con conductor deslizante que se explicó en el ejemplo anterior 
(Fig. 8-6). La densidad de flujo B es perpendicular al plano de la espira y 
es uniforme en todas partes. El conductor deslizante se mueve con una 
velocidad uniforme v. Estas condiciones son las mismas que en el ejemplo 
anterior. Sin embargo, en este caso se hace variar la magnitud de la den¬ 
sidad de flujo B armónicamente con el tiempo, según la expresión 


(4) 


B = B 0 ços cot 


Encuéntrese la fem total inducida en la espira. 

SoLucióN. Éste es el caso que comprende tanto movimiento, como cambio 
de B en el tiempo. La fem f" m debida al movimiento está dada, según (II), 
por 



(5) 


La fem ff debida a una densidad de flujo B que cambia con el tiempo es, 
de acuerdo con (III), 
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Sà (I), la fem total Y es la suma de las fems de (5) y (6), o sea 

f ' = Y m + f \ = fv x B) • í/1 - J ^ • cis 

.e 

= vB 0 1 cos cot + (oxB 0 1 sen cot 
= B 0 lyjv 2 + (cox) 2 sen (cot + <5) 


(7) 


donde ô — tan 1 (v/cox) 

x = longitud instantânea de la espira 

Ejemplo 4: Cinta móvil: B sin cambio. El circuito para una espira rectan- 
guiar de ancho / y longitud x, se completa por medio de contactos deslizan¬ 
tes a través de una cinta conductora delgada, como se sugiere en la figura 
8-7. La espira es estacionaria, pero la cinta se mueve longitudinalmente con 
una velocidad uniforme v. La densidad de flujo magnético B es perpen¬ 
dicular a la cinta y al plano de la espira; es constante respecto al tiempo y 
es uniforme en todas partes. El ancho de la espira es /, el mismo que para la 
cinta, aunque por claridad la espira se muestra con un ancho ligeramente 
mayor en la figura 8-7. Encuéntrese la fem total inducida en el circuito. 

Solución. Éste es otro caso de solo movimiento. Por lo tanto, según (II) la 
fem total está dada por 


r = 


(v x B) • d\ = vBl 


( 8 ) 


La fem entera en este caso se induce en la cinta móvil y aparece en las ter- 
minales. Puesto que dB/dt = 0, la fem dada por (III) es cero y la dada por 
(I) es idêntica a (8). Una variación dei ejemplo 4 es proporcionada por el 
generador de disco de Faraday (véase el Prob.^8-4-2). 

Ejemplo 5: Cinta móvil con cambio en B. Considérese ahora la misma es¬ 
pira y la misma cinta que en el ejemplo anterior (Fig. 8-7), pero hágase 



Vista 

superior 


Vista 

lateral 


Figura 8-7 Espira fija con cinta 
corrediz# (para los ejemplos 4 y 
5). 


V 
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variar la magnitud de la densidad de flujo armónicamente con el tiempo 
conforme la expresión 

B = B 0 cos o)t (9) 

Encuéntrese la fem total inducida en el circuito. 

Solución. Este caso contiene tanto el movimiento como el cambio de B 
respecto al tiempo. de (II) la fem %, debida al movimiento es 

t m = cj)(v x B) • í/1 = vBl = vB 0 1 cos ojf (10) 

De acuerdo con (III), la fem ^ debida a una densidad de flujo B que cam¬ 
bia en el tiempo est 

f 

1 \ = - - - • í/s = wx ! 8 0 1 sen tot (11) 

J s Ot 

De acuerdo con (I), la fem total tT es la suma de (10) y (11), o sea 


V = = vB 0 l cos ot + ox t B 0 l sen ot 

= BqI^/v* + (tux,) 2 sen(wf + Ó) (12) 

donde 6 = tan " 1 (v/cjx ,). 

Ejemplo 6: Espira giratória: B sin cambio. Considérese en seguida una espira 
rectangular giratória en un campo magnético constante como en la figura 
8-8 a. La espira gira con una velocidad angular uniforme de to radianes por 
segundo. Este arreglo representa un generador simple de corriente alterna, 
apareciendo la fem inducida en las terminales conectadas a los anillos 
deslizantes. Si el radio de la espira es R y su longitud /. encuéntrese la fem 
total inducida. 

Solución. En vista de que éste es un caso de movimiento solamente, la fem 
total se puede obtener a partir de (II). Remitiéndose a la figura 8-88, está 
dada por 


i r = j)(v x B) • í/1 = 2 uBI sen 0 
Puesto que 0 = cot, se tiene 


1 = ItoRlB sen toi 


(13) 


(14) 


t A bajas frecufencias el efecto de las comentes parásitas en la cinta pueden despreciarse. Dicho efecto 
será aun menor si la cinta es muy delgada y de baja conductividad. 
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(&) 


Figura 8-8 Generador de ca (para ejemplos 
6 y 7): (fl) vista en perspectiva; ( b ) sección 
transversal perpendicular al eje. 


El factor 2 es necesario porque hay dos conductores de longitud / que se 
mueven a través dei campo, ayudando ambas a las fems. En vista de que 
2 Rl = A y el área de la espira, (14) se reduce a 

'V — (oBA senc ot (15) 

Puesto que dB/õt = 0, Ia fem calculada con (III) es cero. En consecuencia, 
según (I) la fem estâ dada por medio de (14) o (15). 

Ejemplo 7: Espira giratória con cambio en B. Considérese finalmente la 
misma espira giratória dei ejemplo anterior con la modificación de que B 
varia con el tiempo conforme a la expresión B = B 0 sen cot (to es lo mismo 
en este caso que la velocidad angular de rotación). Cuando t = 0, B = 0 y 
0 = 0 (Fig. 8-86). Encuéntrese la fem total inducida. 

Solución. Este caso comprende tanto movimiento como una B que cambia 
en el tiempo. Según (II), la fem debida al movimiento es 

= 2 (úRIBq sen 2 cot = coRlB 0 — a>RlB 0 cos 2 cot (16) 

De acuerdo con (III) la fem debida a una B que cambia con el tiempo es 

*f= -2c oRlB 0 cos 2 cot = —coRIBq - c oRIB q cos 2 cot (17) 
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De acuerdo con (I), la fem total T, está dada por la suma de (16) y (17), o 
sea 

f = %, + iÇ = -2o)RlB 0 cos2(ot (18) 

La fuerza electromotriz en este ejemplo es el doble de la rotación, o el campo 
magnético, o la frecuencia. Hay que notar que la fem calculada ya sea com 
(II) o con (III) solas, contiene una componente de cc. Sumando las fuerzas 
electromotrices de (II) y (III), se cancela la componente de cc arrojando la 
fem total correcta dada por (18). 


8-6 TEOREMA DE STORES 


En la sección 8-2 se establece la ecuación de Maxwell derivada de la ley de 
Faraday en forma de integral. Esta ecuación se puede transformar de una forma 
de integral a una forma diferencial por medio dei teorema de Stokes, que se 
desarrolla en esta sección y se aplica a ia ecuación de Maxwell en la sección 8-7. 

Considérese un cuadrado de área As en el plano xy, como en la figura 8-9. 
Tenga el campo eléctrico E las componentes E x y E y como se muestra. El tra- 
bajo por coulomb requerido para mover una carga alrededor dei perímetro dei 
cuadrado está dado por la integral de línea de E alrededor dei perímetro. Este 
trabajo es igual a la fem total alrededor dei perímetro Esto es, 

r = ÍE-iii (í) 


Dividiendo entre el área As y tomando el limite de esta razón cuando As tiende a 
cero se obtiene el rotacional de E perpendicular a As en el punto alrededor dei 
cual A.v tiende a cero (véase Secc. 5-18). Entonces 


„ # E ■ í/1 

hm -- 

As-0 As 


V x E 


"( 2 ) 



Figura 8-9 Área rectangular pequefia. 
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Figura 6-10 Ihistraciòn para el teorema 
de Stokes. 
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(a) 
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(b) 


Figura 8-11 (a) Espira simple de corriente y (b) malla equivalente. 


Considérese ahora una superfície de área x i Vi como se muestra en la figura 
8-10. Divídase el área en áreas infinitesimales, como se sugiere. Según (2) er 
trabajo por coulomb para llevar una carga alrededor de una espira infinitesimal 
dividido entre su área es igual al rotacional de E en el punto. Si el rotacional de 
E se integra en el área entera x x y l9 todas las contribuciones al trabajo total se 
cancelan excepto el trabajo realizado sobre la periferia dei área x i v i • 

La situación aqui es análoga a la de una sola espira de corriente con co¬ 
rriente /, figura 8-1 la, cuyo efecto es el mismo que una malla de espiras de 
corriente, cada una con una corriente /, como se sugiere en la figura 8-1 lb. Se 
supone que los lados adyacentes de las espiras pequenas están muy cerca uno de 
otro. Puesto que las corrientes en lados adyacentes se dirigen en forma opuesta, 
sus campos se cancelan. Las únicas corrientes cuyos efectos no se cancelan son 
las que circulan a lo largo de la periferia dei área de radio R. 

Al regresar al área x l y [ de la figura 8-10, la integral de la componente nor¬ 
mal dei rotacional sobre el área *,y, debe ser igual a la integral de línea de E 
alrededor de la periferia dei área. Esto es, 


§ 


e • í/r= 


J(V x E) • í/s 


( 3 ) 


Dimensionalmente (3) es de la forma 

Fuerza , trabajo/carga 

- x distancia =-, - x área 

Carga área 

Puesto que fuerza X distancia = trabajo, (3) es dimensionalmente congruente. 
En (3) se entiende que si el rotacional de E se integra sobre uji área s, la integral 
de línea de E se toma alrededor de la periferia de dicha área s. Esto es, 
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(j) E dl = 

f (V x E) • í/s 

J 

periferia 

periferia 

de s 

de s 


La relación expresada por (3) o (4) se llama teorema de Stokes aplicado a 
campos eléctricos. El teorema de Stokes establece que la integral de llnea de una 
función vectorial alrededor de un contorno cerrado C, es igual a la integral de la 
componente normal dei rotacional de esa función vectorial sobre una superfície 
cualquiera que tenga el contorno C como su borde limitante. 


8-7 ECUACIÓN DE MAXWELL A PARTIR DE LA LEY 
DE FARADAY: FÔRMA DIFERENCIAL 

Por medio dei teorema de Stokes (8-6-4) sustitúyase la integral de superfície dei 
rotacional de E para la integral de línea de E en (8-2-6). Esto es, 

Puesto que ds en (1) se aplica a cualquier elemento de superfície, es arbitrário y 
por lo tanto los integrandos de (1) son iguales. Entonces 


V x E = - 


5B 

Tt 


( 2 ) 


Éste es la ecuación de Maxwell, en forma diferencial, obtenida de la ley de 
Faraday. La forma integral de la ecuación fue dada en (8-2-6). 


8-8 AUTOINDUCTANCIA E INDUCTANCIA MUTUA 

Caso 1. Considérese que dos bobinas toroidales uniformes se devanan en for¬ 
ma intercalada, como se muestra en la figura 8-12a. La bobina 1 de N l vueltas 
se indica por medio de un alambre grueso y la bobina 2 de A 2 vueltas por medio 
de un alambre fino. No hay conexión eléctrica entre las bobinas. La forma 
anillada en que están devanadas las bobinas se supone que tiene una permea- 
bilidad constante (i. La bobina 1 será llamada devanado primário y la bobina 2, 
secundário. En la figura 8-12Ò se muestra un diagrama dei arreglo. 

Si la corriente /1 en el primário es de valor constante, la fem ti que 
aparece en las terminales de la bobina dei secundário es cero, puesto que el flujo 
1 j/ ml producido por la bobina primaria no cambia. Se supone que todo el campo 
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magnético producido por / x está confinado a la región interior de los devanados 
toroidales. 

Supóngase ahora que la resistência R se reduce de manera que /, aumente. 
Esto hace aumentar el flujo magnético Sin considerar el signo negativo se 
tiene, por la ley de Faraday, que la magnitud de la fem inducida t 2 en la bo¬ 
bina 2 que aparece en sus terminales es 


donde ies el flujo magnético producido por Ia bobina dei primário. Supo- 
niendo que el radio r dei toroide sea grande en comparación con el radio s dei 
devanado (Fig. 8-12#), la densidad de flujo R puede considerarse constante en el 
interior dei devanado. Al obtener la magitud de R con (5-13-3), se advierte que 
el flujo total i a través dei toroide es 




À«JVi 1,A 

l 


(Wb) 


( 2 ) 



Figura 8-12 Bobina toroidal con 
dos devanados. 
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4ondc A = área de la sección transversal dei devanado, m 2 
l = longitud media de la bobina toroidal = 2nr , m 


Sustituyendo (2) en (1) nos da 



Ó) 


De acuerdo con (3), la fem en el secundário es proporcional al número de 
vueltas dei primário N u el número de vueltas dei secundário 7V 2 , la permea- 
bilidad dei medio dentro dei devanado, el área A de la sección transversal dei 
devanado y la rapidez de cambio de la corriente primaria /1 e inversamente 
proporcional a la longitud promedio / dei devanado. Cuando ponemos 



(4) 


(3) se reduce a 



(5) 


Dimensionalmente (5) es 



tiempo 


x tiempo = resistência X tiempo 


o bien 


corriente 


M - ohms-segundos = henrys 


o bien 


Entonces, M tiene las dimensiones de la inductancia y puesto que M contiene 
dos bobinas, se dice que es la inductancia mutua de las dos bobinas. 

La inductancia L analizada en secciones anteriores contenía sólo una 
bobina. Por lo tanto, por contraste, a L se le llama autoinductancia . La fem 
desarrollada para una bobina de autoinductancia L 2 es 



( 6 ) 


donde l\ es la corriente en la bobina. Esta relación que incluye a la autoinduc¬ 
tancia de una bobina es similar en la forma a (5), que contiene la inductancia 
mutua de dos bobinas. 
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De (5-13-4) la autoinductancia de un toroide es 


N 2 _ N 2 
JffXÁ ~ 1% 


(H) 


( 7 ) 


donde N — número de vueltas dei toroide, adimensional 

$ = \fjiA = reluctancia de la región encerrada por el devanado to- 
roidal, H“ l 


Según (4) la inductancia mutua M de dos bobinas (como en la Fig. 9-12) es 


M = 


m 


* 1*2 

m 


(H) 


( 8 ) 


donde N x = número de vueltas primarias, adimensional 
N 2 = número de vueltas secundarias, adimensional 

= reluctancia dei circuito magnético que enlaza los devanados 
primário y secundário, H“ 1 

Caso 2. Considérese en seguida la situación invertida respecto a la de arriba; es¬ 
to es, conéctense la batería y la resistência a través de la bobina (Fig. 8-12) y 
déjense abiertas las terminales de la bobina l. Entonces la fem yr en las termi- 
nales de la bobina 1 es 


r x = *! 


#m2 

dt 


( 9 ) 


donde es el flujo magnético producido por la bobina dei secundário. Pero 


•Am2 


LlN 2 I 2 A 

) 


y en esta forma (9) se convierte en 


tTí = N 1 N 2 


fiA dl 2 

~T~dt 


( 10 ) 


y de (4) para la inductancia mutua 




Entonces, de (5)y (11), 


M = -- 


dljdt 


*2 

dljdt 


on 


( 12 ) 


Por lo tanto, si una cierta rapidez de cambio de corriente respecto al tiempo en 
el primário induce una cierta tensión o voltaje en el secundário, la misma ra- 
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pidez de cambio de corriente aplicada al secundário inducirá la misma tensión 
en el primário. En efecto, és te es el enunciado dei teorema de reciprocidad 
aplicado a un caso especial.t 

8-9 COMPORTAMIENTO DE MATERIALES 
FERROMAGNÉTICOS EN CORRIENTE ALTERNA 

En el capítulo 6 se observo que la permeabilidad dei hierro no es constante. Inde- 
pendientemente de esto, la permeabilidaddel hierro en una bobina con núcleo de 
hierro por la que fluye una corriente alterna puede tomarse como una constante 
para determinadas aplicaciones, pero su valor, en este caso, requiere unaexplica- 
ción adicional. 

Cuando p no es una constante, se tiene por (5-12-2) que la inductancia L de 
una bobina está dada por 


L 


ilA 

dl 


(H) 


Si no existe fuga de flujo, A 


de modo que 



(D 

( 2 ) 


Para un tipo toroidal de bobina,= A JB, y dl = I <IH/N, donde A es igual al 
área y / es igual a la longitud media de la bobina. Entonces (2) se convierte en 


N 2 A cIB 

"TJh 


( 3 ) 


En (3) cIB/clH tiene las dimensiones de !a permeabilidad. Es igual a la pendien- 
te de la curva de histéresis. En algún punto P, como en la figura 8-13, es diferente 
de la permeabilidad ordinária, BJH { que es igual a la pendiente de la línea que 
va dei origen al punto P. Puesto que âB/dH trata con infinitesimales, algunas 
veces se llama permeabilidad infinitesimal o diferenciai 

Si se aplica corriente alterna a una bobina con núcleo de hierro, de manera 
que las condiciones dei núcleo de hierro sigan la curva de histéresis (Fig. 8-13) 
una vez por ciclo la pendiente dB/dH varia en un amplio intervalo y el valor ins¬ 
tantâneo de la inductancia, conforme a (3), variará en un intervalo correspon- 
diente. En estas condiciones, con frecuencia es conveniente considerar la induc¬ 
tancia promedio (durante un ciclo) como la obtenida con (3) usando el valor 


t Si las comentes varían armónicamente (corriente alterna). (12) se puede escribir (véase Secc. 8-13) 
como 


/, 1 : 
/('j/, /(m/, 


/ [ 
T> 


= }vi\í - 7. m (O) 


donde 7, m es la intpeiUtnt ia mutua, que puede ser compleja 
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promedio de la pendiente dB/dH . Éste es igual a la permeabilidad ordinaria con 
el valor mãximo de B logrado en el ciclo (véase Fig. 8-13). Entonces, 


N 2 A ÍiIB\ _ N 2 á 

~{dH) pro ~ r 11 


(4) 


donde = B máx /H mái{ es la permeabilidad ordinaria en £ máx . 

La explicación anterior es para corriente alterna solamente a través de la 
bobina. Si se superpone una pequena corriente alterna sobre una corriente con¬ 
tinua o estacionaria relativamente grande, la situación es como se sugiere en la 



Figura 8-14 Cupva de histéresis menor 
que ilustra la permeabilidad incremental. 
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figura 8-14. La condición magnética dei hierro sigue entonces una curva de his- 
téresis menor, como se indica. En este caso, el valor promedio de la pendiente 
JB/dH está dado por la línea que pasa por las puntas de la curva menor de his- 
téresis y és llamado permeabilidad incremental p inc . Remitiéndonos a la figura 
8-14. 



AB 

AH 


( 5 ) 


prom 


La permeabilidad incremental es mucho menor que la permeabilidad ordinaria 
para un punto en el centro de la espira o curva menor de la figura 8-14. 


8-10 CORRIENTES PARASITAS 

Cuando especimenes conductores grandes se someten a inducción de transfor¬ 
mador o de movimiento, tienden a inducirse comentes dentro dei espécimen de 
que se trate. Estas corrientes fluyen en trayectorias cerradas dentro dei espé¬ 
cimen y se conocen con el nombre de corrientes parasitas (de Foucaull o de 
remolino). De acuerdo con la ley de Lenz, las corrientes parásitas tienden a 
oponerse al cambio dei campo que Ias induce. 

Las corrientes parásitas producen el llamado calentamiento de joule en el 
espécimen conductor. La perdida de energia a causa de las corrientes parásitas 
en los núcleos ferromagnéticos de los dispositivos de corriente alterna, es un 
factor adicional de la energia que se pierde en el proceso de magnetización y 
desmagnetización (proporcional al área de la curva de histéresis), como se 
analizó en la sección 6-15. Para reducir las corrientes parásitas en los dispo¬ 
sitivos de corriente alterna con núcleo de hierro, se hace normalmente el núcleo 
con lâminas delgadas o laminaciones de hierro aisladas eléctricamente una de 
otra. Entonces las corrientes parásitas se limitan a las lâminas individuales y se 
reduce la pérdida de potência. Cada lâmina es continua en la dirección dei flujo 
magnético a través dei núcleo, pero en virtud de su delgadez tiene una reluctan- 
cia relativamente grande. Si se colocan un número suficiente de lâminas en 
paralelo puede reducirse la reluctancia total dei circuito magnético hasta un 
valor deseado. Para reducir las corrientes parásitas a un mínimo, se usan a 
veces alambres de hierro en lugar de lâminas, mientras que a radio frecuencias 
se usan más bien núcleos de hierro en polvo. 


8-11 CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO 

En esta sección se introduce un concepto nuevo, el de corriente de desplaza- 
miento. Considérese una tensión aplicada a un resistor y a un capacitor en 
paralelo, como en la figura 8-15a. La naturaleza dei flujo de corriente a través 
de la resistência es diferente dei flujo de corriente a través dei capacitor. Enton- 
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Resistor 



(a) 


( b) 



(c) 


Figu.a 8-15 (a) y (fc) Corriente de conducción a través de resistor y corriente de desplazamiento a 
través de capacitor. (c) Corrientes de conducción y desplazamiento a través de medio conductor 
dieléctrico. 


ces, una tensión constante a través de un resistor produce un flujo continuo de 
corriente de valor constante. Por otro lado, existirá una corriente a través dei 
capacitor sólo cuando la tensión esté cambiando. 

Para una tensión V entre terminales de un resistor de resistência R y un 
capacitor de capacitancia C en paralelo, como en la figura 8-15a, existe una 
corriente a través dei resistor dada por i‘i = V/R y una corriente a través dei 
capacitor dada por 


*2 


dQ = dV 
dt dt 


(D 


La carga instantânea Q en el capacitor está dada por Q - CV. 

La corriente a través dei resistor es una corriente de conducción, mientras 
que la corriente “entre terminales” dei capacitor puede llamarse corriente de 
desplazamiento . Aunque la corriente no fluye por el capacitor, el efecto hacia el 
exterior es como si lo hiciese, puesto que la misma corriente que sale de una 
de las placas es la misma que fluye hacia dentro de la otra placa. El concepto de 
circuito puede extenderse a tres dimensiones suponiendo que los elementos 
resistor y capacitor ocupan cada uno un volumen como en la figura 8-15 b. Se 
desprecia el efecto de bordes dei campo. Dentro de cada elemento el campo 
eléctrico E es igual a la tensión V entre terminales dei elemento, dividido entre 
su longitud d . Esto es, E = V/d . De acuerdo con (4-7-2), la densidad de co¬ 
rriente J x en el interior dei resistor es igual al producto dei campo eléctrico E y 
la conductividad a dei medio dentro dei elemento resistor; es también igual a í'i 
dividida entre el área de la sección transversal A. O sea. 


J, = Ea = ( 2 ) 

La forma dimensional de (2) en unidades dei SI es 

Amperes volts mhos „ 

- 1 = - X - 

Metros 1 metro metro 





















372 Electromagnetismo 


Cap. 8 


La capacitancia dei capacitor de placas paralelas es C = tA/il, donde A es 
el área de las placas y d es el espaciamiento entre ellas. Sustituyendo este valor 
para C, y V = Ed , en (1) nos queda 

eAd dE dE 

“ ~T di = eA ~B 

Al dividir (3) entre el área A se tiene la relación en que la densidad de 
corriente J 2 , dentro dei capacitor, es igual a la permitividad dei medio no con- 
ductor que llena el elemento capacitor multiplicado por la rapidez de cambio dei 
campo eléctrico. Entonces, 


(3j> 



Las dimensiones de (4) en unidades dei SI son 

Amperes farads volts/metro 

- —^ =-x--— 

Metros 1 metro segundo 

Recordando que D = c£, (4) se convierte en 


(4) 


Ji 


dD 

li 


(5) 


En este ejemplo, J { es una densidad de corriente de conducción J cond , mientras 
que J 2 es una densidad de corriente de desplazamiento J de s P Además, puesto 
que la densidad de corriente J, el desplazamiento eléctrico D y la intensidad 
dei campo eléctrico E son realmente vectores espaciales que tienen todos la mis- 
ma dirección en médios isotrópicos, (2) y (5) pueden expresarse en forma más 
general como 


*^cond 


y 


dE _ dD 
Jdesp ~ í üt ~~dt 


( 6 ) 

(V) 


Como paso final supóngase que en lugar de tener dos elementos separados 
en paralelo, uno de los cuales actúa como una resistência pura y el otro como 
una capacitancia pura, hay sólo un elemento que tiene tanto capacitancia como 
resistência. Entonces, como en la figura 8-15c, hay un capacitor lleno con un 
dieléctrico conductor de manera que se presentan tanto corriente de conducción 
como corriente de desplazamiento. Entonces, la densidad de corriente total J, olal 


f lolal 


^cond J 


dcsp 


(8) 
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El concepto de corriente de desplazamiento, o densidad de corriente de des¬ 
plazamiento, fue introducido por James Clerk Maxwell para explicar la produc- 
ción de campos magnéticos en el espacio vacío. En dicho espacio la corriente 
de conducción es cero y los campos magnéticos se deben exclusivamente a 
corrientes de desplazamiento. 


8-12 ECUACIÓN DE MAXWELL A PARTIR DE LA LEY 
DE AMPERE: EXPRESIÓN COMPLETA 

De acuerdo con la ley de Ampere, la integral de línea de H alrededor de un con¬ 
torno cerrado es igual a la corriente encerrada. Cuando existen tanto corriente 
de conducción como de desplazamiento, esta corriente es la corriente total. En- 
tonces (5-15-1), que se aplica sólo a corrientes de conducción, puede extenderse 
como sigue cuando se presentan tanto corrientes de conducción como corrientes 
de desplazamiento: 


o bien 


oH’í/1 

&Hd\ 




cond + Jdesp) ' 0 ) 

(xE + £ ^ j ■ í/s (2) 


La integral de línea de H dei lado izquierdo de (2) es alrededor de la frontera de 
la superfície s , sobre la cual se lleva a cabo la integral de superfície dei lado 
derecho de (2). Cada término de (2) tiene las dimensiones de la corriente. La 
corriente de conducción a través de la superfície s está dada por 


o E ■ í/s 


mientras que la corriente de desplazamiento a través de la superfície s está dada 
por 



La ecuación (2) es la expresión completa en forma integral de la ecuación 
de Maxwell obtenida de la ley de Ampere. También se escribe con frecuencia 
como 



(3) 
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donde J sin subindice se entiende que se refiere solamente a la densidad de 
comente de conducción. 

Haciendo una aplicación dei teorema de Stokes a (3), o por una extensión de 
(5-18-12) para incluir corrientes de desplazamiento, la expresión completa en 
forma diferencial de la ecuación de Maxwell deducida de la fey de Ampere es 



( 4 ) 


o bien 


ÔE 

VxH = (iEi(v 
ot 


( 5 ) 


Se debe notar que cuando el campo eléctrico varia armónicamente con el 
tiempo (E = E 0 sen c ot), las corrientes de conducción y de desplazamiento estân 
en cuadratura en relación con el tiempo. Esto es, 


J = oE = (xE 0 sen cot (6) 

ÔD ÔE 

y —— = c — = coeE 0 cos cot (7) 

õt dt 

Entonces, cuando cot = 0, la corriente de desplazamiento es un máximo y la 
corriente de conducción es cero. Por otro lado, cuando cor = n/2, la corriente 
de conducción es un máximo y la corriente de desplazamiento es cero. Puesto 
que la corriente de desplazamiento es máxima un cuarto de ciclo (wr = n/2) an¬ 
tes que la corriente de conducción, se dice que la corriente de desplazamiento se 
adelanta a4a corriente de conducción en 90°. Esto es semejante a la situación en 
un circuito que tenga un capacitor en paralelo (Fig. 8-15a) en el que la corriente 
“a través” dei capacitor se adelanta a la corriente dei resistor en 90°. 


8-13 FASORES 

En general, los campos eléctricos y magnéticos son una función de la posición 
(x, y, z) y, en situaciones que cambian con el tiempo, como una función dei 
tiempo t . En consecuencia, se puede escribir que un campo eléctrico 


Posición Tiempo 

E = \E\ cos(t ot + </>) 

donde \E \ = magnitud o valor máximo de E en x, y, z . 

Cfj = 2nf = frecuencia angular en radianes, rad s - 1 

f = — = frecuencia o ciclos por segundo, Hz 


(D 
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T — periodo o tiempo de un ciclo, s 

(f> = ângulo de fase (por determinarse), radianes o grados 

Las cantidades que varian senoidalmente con respecto al tiempo (variación 
armónica) se pueden representar por medio de cantidades complejas, en el sen¬ 
tido de que únicamente la parte real (o imagrharia) tiene significado físico. En- 
tonces, por la identidad de Euler, la cantidad compleja e*“ I+<í,) puede escribirse 
en términos de sus partes real e imaginaria como 

e j(a> t + <t» = C()S + <£) + j sen ( Wf + 0) ( 2 ) 

donde j = N /— 1. Tomando la parte real (Re) de (2), 

Ree /(»i + *> = cos (cor + <f>) (3) 

Entonces, (1) puede expresarse también como 

E = Re|£|e J ' <ÍU, + * í (4) 

Eliminando Re y suprimiendo e jm queda 

E = \E\e*+ (5) 

donde £( = \E\ e j<i> ) es llamado fasor . t 

Para convertir un fasor (no una función de tiempo) en una cantidad instan¬ 
tânea que varia con el tiempo, se entiende que se multiplica por e jv3t y la parte 
real (Re) es la que se toma. Podría haberse tomado igualmente la parte ima¬ 
ginaria de (2) pero tomar la parte real es lo que va de acuerdo con la convención 
usual. 

El fasor E puede ser un escalar o un vector (en el espacio) y, en cualquier 
caso, una función de la posición (x, y, z) con tiempo implicito. Viendo la figura 
8-16, sea E z (un fasor) la componente z de un vector (en el espacio) de E. En¬ 
tonces 


E z = \E Z \e» (6) 

donde | E z \ = magnitud o valor máximo de E z enx, y, z . 

Al multiplicar por é mX gira \E Z \ en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas dei reloj en cot, y al tomar la parte real se obtiene el valor instan¬ 
tâneo de E : como la proyección de |£ 2 |^ (wí+</>) en el eje real. Al aumentar cot 
con el tiempo, el valor instantâneo de E z varia como una función cosenoidal dei 
tiempo. 

fNótese que e** = cos 0 + j sen <t> = >/cos 2 <p + sen 2 </>/</> = /0, donde el primer miembro es la 
forma exponencial (compleja), el segundo miembro la forma rectangular (compleja) y los miembros 
tercem y cuarto, las formas polares (complejas). 
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Figura 8-16 Diagrama de fases en el 
tiempo que muestra la relación entre 
(1) una representadón fasorial de 
una componente de campo E z y (2) 
su valor instantâneo. 


Considerando el campo que varia con el tiempo 

E = \E\ cos (cot + <f>) = Re [£ f e j( °'] (7) 

donde E ç = \E\e j<t> = campo fasorial. Considérese ahora la derivada respecto al 
tiempo 


— = -cu|£|sen(o»r + <j>) (8) 

En seguida considérese la representadón fasorial dei campo: 

SE d r ô 1 

ã = ã R ' t£ "” ] “ Re [ã (£ " w )J 

= Re [jo)!'. t e J “'] 

= j<oE r ( 9 ) 

En forma semejante, 

ô 2 E 

-^2 = \E \ cos (mí + 4>) = Re (ju>) 2 E r e J '" 

= -o} 2 E f ( 10 ) 

De acuerdo con ello, la derivada en el tiempo de una cantidad que varia con el 

tiempo es equivalente al fasor correspondiente multiplicado por !<•■>. y la segun¬ 
da derivada es equivalente a multiplicar por (jio) 2 . Con e'“' y fasores, las 
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ecuaciones diferenciales lineales que involucran variación armónica pueden 
reducirse a ecuaciones algebraicas más simples. 

En algunas secciones posteriores donde aparece e JVit se entiende que so- 
lamente la parte real tiene significado físico aunque Re pueda omitirse. Por 
ejemplo, en ecuaciones de propagación de ondas, el exponencial e jm ' fix) se usa 
para resaltar la relación entre el tiempo t y la distancia x, propagándose la onda 
con una velocidad tal que a>t = fix, y aunque no aparezca Re, se entiende que se 
toma la parte real. 

Si bien a veces se usan notaciones especiales o subíndices especiales para in¬ 
dicar explícitamente que se trata de un fasor, como se hizo arriba en (7) y (10), 
su naturaleza es por lo común evidente por el contexto y la presencia de una e j4> 
o l§_ (en un fasor), o una ja) (antes de un fasor). De acuerdo con ello, para 
evitar notaciones difíciles de manejar, no se hace distinción explícita excepto en 
casos en que el significado no sea evidente por sí mismo. 

Remitiéndonos de nuevo al dieléctrico conductor de la figura 8-15, la di¬ 
ferencia de fase entre las comentes de conducción y de desplazamiento se indica 
fácilmente con notación en formas de fasores. Entonces, (8-12-5) en forma de 
fasores es 


V x H = rxE + jío( E = (a + jax) E (11) 

Aqui el operador j con la densidad de corriente de desplazamiento indica que va 
adelante de la densidad de corriente de conducción por 90°. 


8-14 HISTÉRESIS EN DIELÉCTRICOS 

En dieléctricos que son buenos aisladores la corriente de conducción de cc 
(corriente continua) puede ser despreciable. Sin embargo, puede presentarse una 
corriente alterna apreciable en fase con el campo aplicado a causa de la his- 
téresis dieléctrica . Este fenómeno es análogo a la histéresis magnética en ma- 
teriales ferromagnéticos. Los materiales como el vidrio o los plásticos que son 
buenos aisladores en condiciones estáticas, pueden consumir una considerable 
cantidad de energia en campos alternos. El calor que se genera en esta forma se 
aplica algunas veces en procesos industriales de calentamiento con radiofrecuen- 
cias. 

Como se explico en la sección 3-5, la nube de electrones de un átomo de un 
dieléctrico llegan a estar ligeramente desplazados o asimétricos cuando se aplica 
un campo eléctrico. Esto produce un dipolo eléctrico (momento Qí), y se dice que 
el átomo está polarizado. Cuando se suprime el campo eléctrico, el átomo 
regresa a su estado normal, sin polarizar. Si se aplica de nuevo el campo eléc¬ 
trico, pero en dirección opuesta, el dipolo se invertirá. Entonces, cuando se 
aplica un campo alterno a un átomo de un dieléctrico, el dipolo pasa a través de 
las sucesivas etapas que se indican en la figura 8- Ma. En la figura 8-18 b se 
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Campo aplicado 



Átomo sin polarizar 



h-/-i 



+ <7 ~<l 




Dipolo atómico 



Sistema mecânico equivalente 


ia\ 


ib) 




Figura 8-17 (a) Comportamiento de un dipolo atómico en campo eléctrico alterno y (b) sistema 
mecânico equivalente. 


muestra un sistema mecânico equivalente. La esfera representa la masa grande 
dei núcleo. La esfera pequena (unida por un resorte y moviéndose a través de un 
túnel en la esfera grande) representa la pequefía masa de la nube de electrones. 

El átomo constituye un sistema electromecánico con masa m, con coefi¬ 
ciente de amortiguamiento (o de rozamiento) d y constante de tensión (o de 
resorte)^. El comportamiento dei sistema puede describirse por medio det 

m^4 + t/^ + s/ = qE 0 e JOit (1) 

dt dt 

donde / = longitud dei dipolo o separación 
q = carga dei dipolo 

El primer término contiene la masa por la aceleración, el segundo término el 
coeficiente de amortiguamiento por la velocidad, y el tercero la constante dei 
resorte por el desplazamiento. El miembro derecho es la fuerza impulsora ( qE 0 
= fuerza máxima) resultante dei campo eléctrico aplicado que varia armóni- 
camente. La ecuación (1) es una ecuación diferencial de segundo orden (o de 


t p Debye, “Polar Molecules” cap. 5. Chemical Catalog Company, Inc., Nueva York, 1929. 
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forma estàndar) para una oscilación armónica amortiguada con una función ex- 
citadora. Una solución es 


donde 


/ = íoe'"’' 

(g/m)E(, 

(jjq — ü ) 2 + (foxl/m) 


( 2 ) 

(3) 


donde (o = frecuencia de excitación en radianes 

a>o = frecuencia natural o de resonancia en radianes = y/s/m (para d = 0). 


La frecuencia de resonancia “o puede determinar se resolviendo (1) cuando E 0 
= 0. De (3-5-1) la polarización o momento dipolar por unidad de volumen es 


P-m- (4) 

a>o — ca + (jcod/m) 

donde N es el número de átomos polarizados por unidad de volumen. Ahora, 
c = ê 0 + P/E. Pero E = E 0 e J ‘ 0 '; así 


_ Nq 2 Jm 

C Ê ° co% — a ) 2 + ( j(od/m ) 

Pero escribiendo 

£ = £'-)£" 

se obtiene 

, _ [. (Nq 2 /( 0 m)((ol - oi 1 ) 1 

£ °L (“o — (o 2 ) 2 + (ojd/m ) 2 J 

„ = (/Vg 2 /£ 0 mXt^/>«) 

f (t«o _ vj2 ) 2 + (fjd/m ) 2 


(5) 


( 6 ) 

(7) 


Debe observarse que e es una cantidad compleja con partes real e imaginaria 
que son ambas dependientes de la frecuencia.f Poniendo J = aE y c = e' — je " 
en la ecuación de Maxwell V x H = J + jojeE y se obtiene 

V x H = jaic ’E + (a + coe")E (8) 

Es claro que t" (parte imaginaria de t) está contenida en un término dependien- 
te de la frecuencia con las dimensiones de la conductancia. Con corriente con- 


tLos problemas 8-3-7 y 8-3-8 ilustran cómo (' y cambian con la frecuencia. En intervalos muy 
amplios de frecuencia (de radio a ultravioleta) los materiales pueden exhibjr vários câmbios de tales 
resonancias y permitividad asociada a causa de diferentes modos de vibración. 
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tinua («J = 0 y en consecueneia coe" = 0) la pérdida de potência es pequefla en 
un buen dieléctrico para el que o sea pequefla. Sin embargo, a frecuencias 
elevadas (cu grande) las pérdidas pueden volverse mayores en la medida que c oe" 
se vuelve significativo. La suma de <r y coe" constituye lo que puede ser llamado 
conductividad equivalente cr'. Entonces 

a' = a + coe" (9) 

Ahora se puede expresar (8) como 

V x H = J lolal (10) 


Se desprende que 


J totai = <*' E + jtoe'E 


( 11 ) 


Consultando la figura 8-18, se observa que la densidad de corriente total -Amai es 
la suma de una densidad de corriente de conducción (u'E) y una densidad de 
corriente de desplazamiento c oe'E en cuadratura de fase respecto al tiempo. De 
la figura 8-18 tenemos 

tan <5 = (12) 

coe 

La cantidad tan ô se llama tangente de pérdida. También el coseno dei ângulo 
0 ( - 90° — <5) es el factor de potência (FP). Entonces (para <5 pequefla) 

FP = cos 0 ^ tan ô = (13) 

coe 

La potência disipada por unidad de volumen es 

potência corriente voltaie rr , /4J1X 

p = --=-- = JE = a E 2 (W m 3 ) (14) 

volumen área longitud 



E = corriente de conducción 


x Figura 8-18 Diagrama tiempo-fase para un dieléc¬ 
trico con pérdidas. 
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Ejemplo. Encuéntrese la potência promedio disipada por metro cúbico en 
un medio dieléctrico no conductor con permitividad relativa de 4 y una tan¬ 
gente de pérdida de 0.001 si E = 1 kV m” 1 rms y la frecuencia es de 10 
Mhz. 

Solución. Puesto que a = 0, cr' = cue" jy tan 3 = a'/coe' = e tf /e\ o e" = e f 
tan á, y puesto que tan ô es pequena, e" < c' y e' « e; así que & = coe' tan 
Ô x ate tan <5, o 

<t' ~ 2tt x 10 7 x 4 x 8.85 x 10“ 12 x 10“ 3 = 2.22 nUm~ l 
La potência p disipada por unidad de volumen es entonces 

p = £V = 10 6 x 2.22 x 10~ 6 
= 2.22 Wm“ 3 

Es claro que la parte real (O de la permitividad compleja está asociada con 
la densidad de corriente de desplazamiento y, en consecuencia, con la densidad 
de energia almacenada (= é'E 2 ). La parte imaginaria (O está asociada con la 
densidad de corriente de conducción y, por lo tanto, con la potência disipada 
por unidad de volumen como calor [= {o + oje ,r )E 2 = a'E 2 ~\. 

En relación con la figura 8-18, la densidad de corriente Jy la intensidad de 
campo E tienen ambas la misma dirección en el espado pero diferente fase en el 
tiempo. Entonces, la magnitud escalar J lota r va adelante de la magnitud escalar 
E porei ângulo de fase 6 . Al transcurrir el tiempo, tanto J lo , a , como E giran en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas dei reloj en el diagrama de 
tiempo fase, pero la diferencia de fase 0 permanece fija. 


8-15 RELACIONES EN LA FRONTERA 

Las relaciones en la frontera dadas en las tablas 3-2 y 6-2 para componentes 
tangenciales y normales de campos eléctricos y magnéticos estáticos son válidas 
también para campos que varían con el tiempo. Esto puede demostrarse como 
sigue. Considérense primero las componentes tangenciales E t dei campo eléc¬ 
trico (véase Fig. 3-3). En lugar de usar la relación | E •</! = 0 para una trayec- 
toria cerrada, que es cierta para campos estáticos debidos a cargas se debe, en el 
caso de que haya variación con el tiempo, usar la ecuación de Maxwell de- 
ducida a partir de la ley de Faraday 




(d 
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Si existe una densidad de flujo B perpendicular a la trayectoria rectangular 
Oa mitad en cada medio) y B cambia con el tiempo, entonces § E ■ dl no es cero 
si la trayectoria encierra un área finita. Sin embargo, se supone que la dimen- 
sión Ay tiende a cero, de manera que E n y E t2 están separados sólo por una 
distancia infinitesimal. Entonces el área dei rectángulo tiende a cero y la integral 
de superfície de õB/dt se hace cero. Entonces, el trabajo realizado alrededor de 
la trayectoria está dado por E tl Ax — E tl Ax = 0, como antes, y se concluye 
que E n = E t2 sigue siendo válida tanto para situaciones estáticas como para 
situaciones que varian con el tiempo. 

Considérense en seguida las componentes tangenciales dei campo H (véase 
Fig. 6-19). En lugar de usar la relación j H • d\ = jj J • í/s para campos constan¬ 
tes, en el caso de variación con el tiempo, debe usarse la ecuación de Maxwell 
deducida a partir de la ley de Ampere en su forma completa. 


Hdl 



( 2 ) 


Si existe una D que cambia con el tiempo y es perpendicular a la trayectoria rec¬ 
tangular (la mitad en cada medio), existirá una contribución debida a D. Sin 
embargo, se supone que las dimensiones de Ay tienden a cero, de manera que la 
integral de superfície de ôD/dt se hace cero. En (2) la densidad J de la corriente 
de conducción puede variar con el tiempo. Sin embargo, su integral de super¬ 
fície también desaparece cuando Ay tiende a cero a no ser que se suponga que la 
corriente de conducción existe en una capa irifínitesimalmente delgada en la 
superfície dei conductor. Entonces, para una corriente pelicular o superficial de 
densidad lineal K en la superfície 


K = n x (H rl — H i2 ) (3) 

como antes, mientras que en la ausência de tal lâmina 

Hfi ~ H l2 (4) 

como antes. En consecuencia, las relaciones para el campo tangencial H de la 
tabla 6-2 siguen siendo válidas tanto para situaciones estáticas como en las que 
varian con el tiempo. 

El procedimiento formal de obtener las relaciones de continuídad para las 
componentes normales de D y P es la misma en condiciones que cambian con el 
tiempo que para condiciones estáticas, y las relaciones dadas en las tablas 3-2 y 
6-2 se aplican en ambas condiciones. 

La tabla 8-1 resume las relaciones en la frontera desarrolladas para campos 
eléctricos y magnéticos. Estas relaciones se aplican en todas las situaciones, ex- 
cepto en los casos en que se hace notar. 
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Tabla 8-1 Relaciones de frontera para campos eléctricos y magnéticos 


Componente de 

campo 


Relación en la frontera Condición 


Tangencial 

En = E tl 

(D 

Tangencial 

En =0 

(2) 

Tangencial 

tf 

II 

tf 

(3) 

Tangencial 

tf.i - tf ,2 

= K (4)t 

Tangencial 

H n =K 

(5)J 

Tangencial 

H n =0 

(6) 

Normal 

tf„l — t)n2 

= 9. (7) 

Normal 


(8) 

Normal 

D .l = P, 

(9) 

Normal 

= B„ 2 

(10) 


Dos médios cualesquiera 

El medio ^es un conductor perfecto ( a 2 = oo).+ 

Dos médios cualesquiera 

Lâmina de corriente en la frontera 

El medio 2 es un conductor perfecto (n 2 = t ) con 
lâmina de corriente en la superfície 

El medio 2 tiene una permeabilidad infinita (ji 2 = oo) 
(sin corriente) 

Dos médios cualesquiera con carga en la frontera 

Dos médios cualesquiera sin carga en la frontera 

El medio 2 es un conductor perfecto con carga en la 
superfície 

Dos médios cualesquiera 


f En condiciones estáticas es suficiente con que el medio 2 sea conductor ( a 2 finita). Sin embargo, 
para que E t2 sea cero en condiciones que cambian con el tiempo se requiere que o 2 = oo (véase capítu¬ 
lo 10). 

t Nótese que aunque K y todas las componentes de H se miden en forma paralela a la frontera, son 
perpendiculares entre sí. En consecuencia, en notación vectorial (5) se expresa por medio de 
K = n x (H,| — H i2 ), donde fi = vector unitário perpendicular a la frontera. 


8-16 RELACIONES GENERALES DE CAMPO 

En el capítulo 5 se demostró que la divergência dei rotacional de una función 
vectorial F es cero. Entonces, 


V • (V x F) = 0 (1) 

Como corolário, cualquier función vectorial sin divergência debe ser el rota¬ 
cional de alguna otra función vectorial. Así pues, si V • G = 0, podemos escribir 
G = V x F, donde F es alguna otra función vectorial. Como ejemplo, V ■ B = 
0, de manera que B se puede expresar como el rotacional de un potencial vec¬ 
torial (B = V x A). 

También se demostró en el capítulo 5 que el rotacional dei gradiente de una 
función escalar f es cero. Así pues, V x (V/) = 0. Como corolário, cualquier 
función vectorial sin rotacional es el gradiente de alguna función escalar. En¬ 
tonces, si V x F = 0, podemos escribir F = Ví/, donde g es una función es¬ 
calar. Como ejemplo, el rotacional dei campo eléctrico estático debido a cargas 
eléctricas es cero (V x E = 0). Se concluye que el campo eléctrico estático a 
causa de cargas puede expresarse como el gradiente de una función escalar. O 
sea, E = — VK donde V es el potencial eléctrico escalar. 
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De acuerdo con la ecuación de Maxwell deducida a partir de la ley de 
Faraday, se observa, sin embargo, que en situaciones que cambian con el tiem- 
po el rotacional dei campo eléctrico no es cero sino que es igual a la rapidez de 
disminución de B. Entonces 


VxE = -y (2) 

õt 

Puesto que V x E no es cero, la relación E = — W no es suficiente para cam¬ 
pos que varian con el tiempo. Se requiere un término adicional. Ese término 
puede encontrarse como sigue: puesto que B = V x A, (2) se convierte en 


de la cual, 


V x E = - 


d{V x A) 

’ dl 


V x 



= 0 


(3) 

(4) 


Puesto que el rotacional de la expresión dentro dei parêntesis en (4) es igual a 
cero, debe ser igual al gradiente de una función escalar. Entonces puede es- 
cribirse 


(IA 

E + — = V/ 
dt 


(5) 


donde / es una función escalar. Si el potencial escalar eléctrico V se toma como 
su función escalar, se obtiene una relación que satisface los requisitos tanto para 
situaciones estáticas como las que varian con el tiempo. Sea entonces / = — V, 
de manera que de (5) se obtiene 

ÕA 

E - -SV - -- (6) 


Para el caso de campos estáticos esta expresión se reduce a E = -VK, como 
debe ser. En el caso general, en que el campo puede variar con el tiempo, E está 
dado tanto por un potencial escalar V como un potencial vectorial A, como en 
(6). Si la variación en el tiempo es armónica, (6) se convierte en 


E = -SV - jojA (7) 


Cuando el potencial vectorial A y el potencial escalar V son conocidos, los 
campos eléctrico y magnético pueden obtenerse en condiciones estáticas o 
variables en el tiempo, con las expresiones 



d A 

E = -\V - (V m” 1 ) 

dt 

(8) 

y 

B = VxA (T) 

(9) 
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donde V = -J— í -dv (V) (]0) 

4ro 0 J, r 

y A= ^fÍ‘ lv ( Wbm_ ‘) (11) 

Se supone que la distancia r en las expresiones para V y A es pequena com¬ 
parada con la longitud de onda, de manera que los efectos dei tiempo de 
propagación pueden despreciarse. Si no es el caso, el tiempo de propagación 
debe tenerse en cuenta y usarse la forma retardada más general para p y J como 
se explica en el capitulo 14. 


8-17 COMPARACIÓN DE LAS RELACIONES DE 
CAMPOS ELÉCTRICOS Y MAGNÉTICOS 

En la tabla 6-6 se hace una comparación de ecuaciones de campos eléctricos y 
magnéticos. Todas ellas se aplican en condiciones estáticas o que varian len¬ 
tamente en el tiempo. Algunas de las relaciones se pueden extender de manera 
que se apliquen a condiciones que varíen rápidamente con el tiempo. Estas 
relaciones se listan en ta tabla 8-2. Hay que hacer notar que en condiciones es¬ 
táticas las derivadas con respecto al tiempo son iguales a cero y estas relaciones 
se limitan a los casos especiales correspondientes que se dan en la tabla 6-6. Es¬ 
tas relaciones estáticas (tabla 6-6) son también aplicables a situaciones que cam¬ 
bian con el tiempo puesto que las variaciones son lo suficientemente lentas 
como para permitir despreciar las derivadas con respecto al tiempo. En si¬ 
tuaciones que varian con mayor rapidez, en que no se pueden despreciar las 
derivadas respecto al tiempo, deben emplearse las expresiones de la tabla 8-2. 


Tabla 8-2 Comparación de las relaciones de campos eléctricos 


y magnéticos para situaciones que cambian con el tiempo 

Descripción de la ecuación 

Campo eléctrico 

Campo magnético 

Ecuaciones de rotacional (rela¬ 
ciones puntuales) 

dB 

V x E = - 

dt 

V x H = J + —- 

dt 

Trayectoria de integración ce¬ 
rrada 


> 

ii 

ii 

+ 

zlS 

Obtención de campos partiendo 
de potenciales escalares y vec- 
torialest 

ôa 

E = -VK- 

dt 

B = V x A 


t V y A son como se indica en (8-16-10) y (8-16-11) 
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PROBLEMAS! 

Grupo 8-1: Secciones 8-1 a 8-7. Ley de Faraday e Inducción 

8-1-1. Inducción en una espira estacionaria. Una espira fija de alambre, cuadrada, de seis vueltas 
tiene sus vértices en ( x, y) de (0, 0), (2, 0), (0, 3) y (2, 3) m. Si un campo magnético perpendicular a 
la espira varia en función de la posición, dado como B = 8 sen {n. v 2) cos (7ir/3), encuéntrese ía^fem 
rms inducida en la espira si B varia también armónicamente con el tiempo a razón de 500 Hz. 

*8-1-2. Inducción para conductor en movimiento (de un solo rayo). Una rueda conductora con re¬ 
borde o ceja y un solo rayo gira en forma perpendicular a un campo magnético uniforme B (Fig. 
P8-1-2). El campo magnético está confinado al radio /?de las piezas polares de un imán. Un circuito ex¬ 
terno hace contacto con el rayo y con el reborde o ceja por medio de escobillas. (a) Si la rueda gira a 
N r s' \ encuéntrese la fem inducida en el circuito, (b) Si a través dei circuito fluye una corriente /, en¬ 
cuéntrese el momento de torsión sobre la rueda. (<■> Si la corriente fluye como se muestra. <.es el momento 
de torsión en el sentido dei movimiento de las manecillas rei reloj o en el sentido contrario? 



8-1-3. Inducción en un disco giratorio. Si la rueda de un solo rayo dei problema 8-1-2 se reemplaza 
por un disco metálico sólido. iQué diferencia habrá (si la hay) tanto en el caso de generador como 
de motor? 

8-1-4. Rayo móvll y campo camblanfé. Si el campo magnético en el reborde conductor y el rayo dei 
problema 8-1-2 está dado por B = B 0 cos cot, encuéntrese la fem inducida. 

8-1-5. Plomada oscilante sobre un recipiente de mercúrio. Una plomada de bronce oscila en forma 
de un círculo de radio de 100 mm sobre un depósito de mercúrio, de modo que su punta apenas hace 
comacto con el liquido, como se sugiere en la figura P8-1-5. El alambre de 4 m dei que pende la 
plomada, describe un cono conforme la plomada realiza una revolución en 4 s. El gancho que sos- 
tiene el alambre también soporta un alambre vertical estacionário a lo largo dei eje deJ cono, que 
hace contacto con el mercúrio en e) centro dei circulo, completando asi un circuito eléctrico. Si exis¬ 
te un campo magnético uniforme horizontal de 50 /iT, como por ejemplo cerca dei ecuador terrestre, 
encuéntrese la fem inducida en el circuito. 

*8-1-6. Motor-generador. Si una espira rectangular que gira en un campo magnético uniforme B, 
contiene un conmutador de dos segmentos, como en la figura P8-1-6, el arreglo puede funcionar 
tanto como motor como, generador. (<i) Si la espira gira a V r s *, encuéntrese la tensión de cc 
promedio que se genera. (ó) Si por la espira fluye una corriente /, encuéntrese el momento de tor¬ 
sión promedio. (<) Si la corriente fluye como se muestra, encuéntrese la dirección de rotación (en 


t Las respuestas a los problemas senalados con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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Figura P8-1-5 Plomada sobre un recipiente de mercúrio. 


sentido de movimiento de las manecillas dei reloj o en sentido contrario). Supóngase que el ancho 
dei entrehierro en el conmutador es despreciable. 



Figura P8-1-6 Máquina de corriente continua (cc). 


8-1-7. Intercamblabilidad motor-generador. ^Es cierto que cualquier máquina que funcione satisfac- 
toriamente como generador también lo harâ como motor cuando se le aplica una tensión que sea dei 
mismo tipo que la generada? 

8-1-8. Imán de barra libre de girar. Un imàn de barra está sujeto a un eje vertical axial que se extien- 
de a lo largo dei eje de ün recipiente cilíndrico de un fluido conductor, como en la figura P8-1-8. (a) 
Si se hace circular una corriente axialmente a través dei fluido conductor, ^operará el dispositivo 
como motor? (b) Si se hace girar el eje que tiene el imán, ^funcionará el dispositivo como un ge¬ 
nerador? 


Electrodo 
de disco 






Eje 


s n1 

-< 


Imán de barra 


Eleetrodo de disco 


Figura P8-1-8 Imán en un fluido conductor. 
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8-1-9. Levitación magnética. Una barra conductora recta con una pesa sujeta a ella està suspcm t 
por medio de resortes de alambre en un campo magnético uniforme B como en la figura PH- 1- . a 
longitud de la barra es de 500 mm. Encuémrese la corriente / (magnitud y d.recctón) requerida para 
hacer “flotar” la pesa y la barra si B = 3 T y la masa de la barra y la pesa juntas es de 8 kg. 



Figura P8-1-9 Barra flotante. 


*8-1-10 Pêndulo. Un pêndulo de alambre con escobilla oscila en forma perpendicular a un campo mag- 

íito 1 . d< 250 „T. Como sc muestra «o I. figuca P8-M0. UcdçdM d. »■*■« P“» 

dei pêndulo a una distancia r de su punto de soporte està dada por t j»‘ (' C0S 0J _ ° 
máximo despiazamiento horizontal, o semiamplitud. Si la longitud R dei pêndulo es de 4 m, _ 

periodo T en la superfície de la Tierra será aproximadamente de 4 s [T(s) = 27t v //?(m)/9.8(m s )]. 
Utilizando este valor para ei periodo. determínese la fem de cresta que aparece en las terminales si d 
= 100 mm. 



8-1-11. Espira móvll. Un campo magnético uniforme B = 250 mT se extiende sobte un área cua- 
drada de 100 mm por lado, como en la figura P8-1-11, con campo exterior cero. Una espira rectan- 
eular de alambre de 40 mm por 80 mm se mueve a través dei campo con una velocidad v - 125 mm 
s - Encuéntrese la fem inducida en la espira y grafiquense los resultados de la fem contra la distan- 

cia .v para — 20 < a* < 120 mm. 



Figura P8-1-1I Espira móvil. 


*8-1-12. Alambre móvil. Encuéntrese la fem inducida en un alambre recto que se mueve perpendi¬ 
cularmente a un campo magnético uniforme B con velocidad v como en la figura P8-1-12. El campo 
magnético està confinado al radio R de las piezas polares dei imán. 
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8-1-13. Inducción en espira. Dirección de la corriente. ^En qué sentido circula la corriente /en la es¬ 
pira cerrada de la derecha en la figura P8-1-13, en sentido de movimiento de las manecillas dei reloj 
(directo), o en sentido contrario (retrógrado) cuando el interruptor está (a) cerrado y ( b) abierto? 



Figura P8-1-13 Espiras estacionarias. 


8-1-14. Inducción en espira proveniente de un imán de barni gira to ri o. Un imán de barra corto de 
momento magnético 8 A m 2 gira alrededor de su centro a 3 rs"Una espiral de 50 vueltas de 1-m 2 
de área se encuentra a 6 m dei imán de barra. Encuéntrese la fem eficaz o rms máxima que es in- 
ducida por el imán en la espira. 

8-1-15. Inducción en una espira, (a) Una espiral de 5 vueltas con área de 0.5 m 2 situada en aire tiene 
un campo magnético uniforme perpendicular al plano de la espira. Si la densidad de flujo cambia 8 
mT s" 1 , icuál es la fem que aparece en las terminales de la espira? (ó) Si la fem en las terminales de 
la espira es de 150 mV, £cuál es la rapidez de cambio dei campo magnético? 

8-1-16. Espira y campo inductor. Una espira de 15 vueltas de alambre de 0.5 m 2 de área está situado 
en aire en la presencia de una onda de radio de 3 MHz. Si la espira desarrolla una fem de 10 mV 
eficaz o rms cuando se orienta para respuesta máxima, encuéntrese el campo magnético rms H de la 
onda. 

8-1*17. Bobina exploradora. Una bobina de 50 vueltas y 1000-mm 2 de área tiene su plano perpen¬ 
dicular a un campo magnético. Si Ia carga que fluye por la bobina se mide y es mC cuando la bobina 
gira 180 , encuéntrese B. La bobina y el circuito medidor que va unido tiene una resistência de 80 
Ll 

8-1-18. Espira en ecuador de globo que se contrae. Una espira conductora está pintada alrededor der 
ecuador de un globo esférico de caucho. Un campo magnético B — B 0 cos wt se aplica perpendi¬ 
cularmente al plano dei ecuador. Si el globo se contrae con una velocidad constante hacia adentro i\ 
encuéntrese la fem inducida en la espira. 

8-1-19. Fuerza en una espira. Encuéntrese la fuerza máxima (no el momento de torsión) sobre una 
espira de 10 mm de diâmetro a una distancia de 100 mm de un pequefio imán de barra de 8 A m 2 de 
momento magnético si el imán se aproxima a la espira a 20 mm s” 1 . 

8-1-20. Fuerza en una espira. Si al imán de barra de la figura 8-1 se le da vuelta de manera que el 
polo sur quede arriba, iserá repelida todavia la espira al proximarse y atrida aíalejarse? 
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*8-1-21. Espira en dos situaclones. (a) Una espira cuadrada de 1 m por lado es perpendicular a un 
campo magnético uniforme B fi = I mT. Encuéntrese la fem de cresta inducida en la espira si ésta es 
estacionaria pero el campo varia según la expresión B 0 cos ml, donde m = 159 Hz. (6) Encuéntrese 
la fem de cresta o máxima inducida en la espira si el campo es fijo en B 0 pero la espira gira a razón 
de 159r s' 1 . 

*8-1-22. Brazo móvil. Inducción. Un brazo móvil radial hace contacto con un alambre circular como 
se muestra en la figura P8-1-22. La velocidad dei brazo es de 3 rad s" 1 . B es perpendicular al plano 
de la figura y es uniforme en todas partes pero varia con el tiempo según la expresión B = 3í + 
4(T), donde t = tiempo (s). Si R = 4 m, 0 = 120° y t = 3 s, encuéntrese V en las terminales (a) 
debido al movimiento solamente y b) debido al cambio en el tiempo solamente y encuéntrese (c) el 
total debido al movimiento y al cambio en el tiempo. Nótese que el signo de la tensión es importante. 



1M-23. Espira circular que se expande. Una espira circular elástica conductora se expande con una 
velocidad uniforme i . Existe un campo magnético uniforme perpendicular a la espira dado por B= Bxt 
donde t = tiempo. El radio de la espira está dado por r = ví. (a) Encuéntrese la fem inducida en la espira 
(en símbolos), (b) Evalúese este resultado si r = 2 m s“ 1 , / = 9 s, y B Q = 2 T. 

8-1-24. Espira cuadrada en expansión. Cuatro conductores rectos forman un cuadro con un campo 
magnético B perpendicular al plano dei cuadrado. Si todos los conductores se mueven hacia afuera 
con la misma velocidad v pero haciendo contacto entre sí en los vértices, encuéntrese V (rms) in- 
ducido en la espira cuadrada en el instante en que su área es 4 m 2 , 1 = 8 m s" 1 , y B = 3 cos (2nfi), 
donde/ = 5 kHz. 

8-1-25. Rayo y reborde o ceja. Un rayo conductor hace constacto deslizante con un aro o reborde 
conductor estacionário de radio R, formando un circuito cerrado, como en la figura P8-1-25. Un 



campo magnético uniforme, perpendicular a la espira está dado por B = t cos <ot. El rayo 
barre 360° en 2 s. Encuéntrese la fem inducida en la espira cuando ' = 1 s si Z7 n = 4 T y /? = 0.4 m. 
El rayo está en la posición de las “doce en punto” cuando / = 0. 

*8-1-26. Espira en forma de rebanada. Una espira cerrada en forma de rebanada de pastel, como en 
la figura P8-1-26, gira en el plano de la página con una velocidad angular v = tor. Un campo mag¬ 
nético uniforme perpendicular a la espira está dado por B = B tí cos 4oi/. (a) Encuéntrese la fuerza 
electromotriz inducida en la espira en forma de símbolos y (b) evalúese numéricamente la misma si 
R 2 m, B 0 = 2 T, y / = 100 Hz. No considere la escobilla en P 2 . 
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Figura P8-1 t 26 Espira giratória en forma de rabanada 
de pastel. 


8-1-27. Espira en forma de rebanada de pastel, con escobilla. Si la espira en forma de rebanada de 
pastel dei problema 8-1-26 tiene una escobilla en contacto con su orilla como se muestra en la figura 
P8-1-26, (a) encuêntrese la fem inducida entre los puntos P l y P 2 en forma de símbolos y ( b ) eva- 
lúese la misma numéricamente cuando los datos son los mismos dei problema 8-1-26. 

8-1-28. Alambres paralelos con correderas. Dos alambres paralelos con una separación / tiene dos 
conductores deslizantes que hacen un puente cada uno entre los alambres, como en la figura P8-1- 
28. La guia de deslizamiento o corredera dei lado izquierdo se mueve hacia la izquierda con una 
velocidad v mientras que la corredera dei lado derecho se mueve hacia la derecha con una velocidad 
i'i2. El campo magnético uniforme, perpendicular al plano de los alambres está dado por B = B y) t 2 
cos 2(oi. (a) Encuêntrese la fem inducida en el circuito cerrado en forma de símbolos y ( b ) evalúese 
la misma fem numéricamente cuando ti 0 - 3T, / = 500 mm, / = 2 s, y v = 0.5 ms" 1 . Ambas 
correderas estân juntas cuando t = 0: 



La espira en forma de rebanada gira 
alrededor de este punto 


0 B 


Figura P8-1-28 Alambres paralelos con correderas. 


Grupo 8-2: Secciones 8-8 a 8-13. Autoinductancia, inductancia mutua, comportamiento en ca de ma- 
teriales ferrosos, comente de desplazamiento, ecuación de Maxwell y fasores. 

*8-2-1. Inductancia mutua entre un alambre y una espira. Encuêntrese la inductancia mutua entre un 
alambre recto largo y una espira rectangular de alambre como en la figura P8-2-1. 



Espira 


Alambre largo 


Figura P8-2-1 Alambre y espira. 
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8-2-2. Inductanda mutua de espiras concêntricas. Encuéntrese la inductancia mutua entre dos es- 
piras concêntricas de alambre, de radio r, y r 2 ( a ) cuando el radio de la espira interna es mucho 
. más pequeflo que la espira externa y (b) sin esta restricción. 

* 8-2-3. Inductancia mutua de alambres paralelos, (a) Encuéntrese la inductancia mutua por unidad 

de longitud para dos alambres paralelos rectos largos con una separadón s. (b) Si la corriente en un 
alambre es /, encuéntrese la fem inducida por unidad de longitud en el otro alambre si está a una 
separadón s y se aproxima con una velocidad v. v 

* g^2-4. Bobina y alambre largo. Inductancia mutua v inducción. {a) Un alambre recto largo de radio 
a por d que fluye una corriente / - /„ sen ou, Un casquíllo de hierro dulce de permeabíUdad ji. lon- 
gitud l radio interior b y radio exterior c rodea al alambre. El casquillo tiene un deva nado de N 
vueltas como se muestra en la figura P8-2-4. Encuéntrese la inductancia mutua entre el alambre y el 
devanado. (b) Encuéntrese La tensión en circuito abierto índuçido en el devanado. 



8-2-5. Toroide. Inductancia. Un toroide de 400 vudtas tiene un radio medio de 200 mm y un radio 
para el devanado de 15 mm. Encuéntrese La inductanda para (a) un núcleo de aire y (ó) un núcleo de 
hierro con una permeabilidad relativa incremental promedio de 700. 

8-2-6. Densidad de corriente de desplazamiento. Encuéntrese Ia densidad de corriente de despia- 
zamiento de un campo magnético en aire dado por (a) H y = H 0 cos (ojí — / jx)y (b) H = x// A cos 2.v 

cos (ojt - )íy) + z H. cos 2.y sen {ot - (iy). 

8-2-7. Capacitor. Comentes de conducción y de desplazamiento. Un capacítor de placas paralelas en 
atre tiene un resistor de 1 000-fí conectado entre ios centros de las placas. Las placas son de 100 mm 
por lado y estân separadas por 1 mm. Si se apiican 10 V rms al capacitor, encuéntrese (a) ia corrien¬ 
te de desplazamiento' rms a través dei capacitor, (ó) la corriente de conducción rms, (c) la corriente 
total y (d) la potência disipada en el resistor para cada una de Las frecuencias sígulentes: UH Hz, (2) 
l kHz, (3) 1 MHz y (4) 1 GHz. Hágase una tabla con cuatro columnas para las cantídades ( a ), (ó), 
(c) y (d) y cuatro renglones para las cuatro diferentes frecuencias. Despréciese el efecto de los bor¬ 
des. Explique el significado de los resultados. 


Grupo 8-3: Secciones 8-14 a 8-17. Histéresis dieléctrica, relaciones en la frontera y relaciones ge- 
nerales de campo. 

★ 8-3-1. Capacitor. Caleniamieitto dieléctrico. Un capacitor de placas paralelas tiene un área de placa 
de 0 2 tn 1 y una separadón entre placas de 6 mm. Si se apiican 50 V rms a 100 MHz, encuéntrese la 
pérdída de potência en forma de calor en el dieléctrico entre las placas si sus constantes son a = 3 - 
x IU- 1 O in 1 , r; = 20. = 2, y H. = I ■ Despréciese el efecto de los bordes. 
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8-3-2. Capacitor. Calentamiento dieléctrico. Un capacitor de placas paralelas con una separación de 
placas de 10 mm estâ lleno con un medio para el cual o = 10 3 U m' /j, = 1, y í r = 20 - y0.2. 

Encuéntrese la pérdida térmica en el capacitor si se aplican 100 V (rms) a 300 MHz. El volumen dei 
capacitor es de 200 ml. Despréciese el efecto de los bordes. 

8-3-3. Capacitor. Calentamiento dieléctrico. Un capacitor consiste en dos placas paralelas cuadradas 
de 500 mm por lado y separación entre las mismas de 2 mjn. Si el medio que llena el capacitor tiene 
como constantes a = 0, /i r = I, y í r — |5 - ji % encuéntrese la pérdida de potência en forma de calor 
en el capacitor a 1 GHz si 100 V (rms) son aplicados a las placas. Despréciese la deformación en los 
bordes. 

* 8-3-4. Comente y calentamiento en un capacitor. Un capacitor de placas paralelas cuadradas de 1 m 
por lado con una separación de 100 mm entre placas está lleno con un medio para el que n = 0.005 ■ 
Uni“'.< r - 2o — /Kl. y /í r - 1 Si se aplican 100 V (rms) a 10 MHz, encuéntrese (o) la comente 
total y (b) la pérdida de potência en forma de calor. Supóngase un campo uniforme en el capacitor. 
Despréciese la deformación en los bordes. 

8-3-5. Capacitor. Calentamiento dieléctrico. Se tiene como dato que la potência promedio disipada 
por unidad de volumen de un medio es igual a EuJD t dt) cos 0 W m ' 3 , donde o es el ângulo de fase 
entre E y D. Demuéstrese que la potência promedio total disipada en un capacitor de placas pa¬ 
ralelas es VI cos 0 (W), donde V = tensión entre bordes dei capacitor e / = comente entre bordes 
dei capacitor. Despréciese la deformación en los bordes. E, D ; V e / son valores rms. 

★8-3-6. Capacitor. Factor de potência. Un capacitor de placas paralelas estâ lleno con un dieléctrico 
de 0.003 de factor de potência y í, = 10. Las placas son cuadradas de 250 mm por lado y la distan¬ 
cia entre ellas es de 10 mm. Si se aplican 500 V rms a 2 MHz al capacitor, encuéntrese la potência 
disipada como calor. 

8-3-7. Hielo. Permitividad en función de la temperatura y la frecuencia. (a) La permitividad dei 
hielo es una función tanto de la temperatura como de la frecuencia. En E.R. Pounder, “Physics of 
Ice”, p. 129, Pergamon Press, Nueva York, 1965, la permitividad relativa compleja estâ dada por 
i r = t' r — /C y las relaciones Drude-Debye por medio de 

, _ Cl + Í2<* 2 / 2 , _ (f| - (lW 

(r 1+a 2 / 2 y tr 1 + a 2 / 2 

donde T = temperatura, °C 
/ = frecuencia. Hz 


y donde para el hielo de agua pura^i = 75, i 1 = 3, y ot = 1.2 x IO -4 *' 0 ir (s).Las relaciones son 
aplicables de 0 a 10 GHz y de 0 a —70°C. El efecto de las impurezas no se incluye, pero proba- 
blemente aumentaria la magnitud de la parte imaginaria (t ")• Calcúlese la permitividad relativa com¬ 
pleja dei hielo de agua pura a 0°C a 0, 1, 10 y 100 kHz; y 1, 10 y 100 MHz. ( b ) Calcúlese la conduc- 
tividad equivalente a en función de la frecuencia (0 a 100 MHz). Tómese a = 0. (c) Hágase una 
gráfica log-log de i ^, <".y a' en función de la frecuencia; realícese también una gráfica lineal deí '. í", 
y a contra el logaritmo de la frecuencia. 

8-3-8. t r contra la frecuencia. Teniendo las constantes Sq l ji u m y djm iguales a la unidad, calcúleft- 
se las variaciones de t' r y C r con (8-14-6) y (8-14-7) en función de w y co 0 = I. Muestre los resul¬ 
tados gráficamente tanto en formas log-log como en formas semilogarítmica, como en el problema 
8-3-7. 


Grupo 8-4: Aplicaciones prácticas. 

* 8-4-1. Inductor terrestre, (o) ^Cuàntas vueltas se requieren para que una espira circular de 100 mm 
de radio desarrolle una fem de cresta de 10 mV si la espira gira a razón de 3£r s" 1 en el campo mag¬ 
nético de la Tierra? Tómese B = 60 ^T.(ó) iCómo debe orientarse el eje de rotación para reducir la 
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tensión a cero, esto es, para anular e. efecto7 

terrestre, útil para medir la magnitud y la dirección dei campo de la Tier . 

8-4-2. Generador de disco de Faraday. (fl) Un disco delgado de cobre de 200 mm de <^«ro «Mj 
situado con su plano conectadas a las escobillas 

hace contacto con el eje. Este arreglo es tomado gener , W o™Ty U = l^ 

magnético varia con el tiempo, segun la expres.ón B = B 0 sen ml, aonae o 
5 rad s' ', encuéntrese la fem desarrollada en las termmales. 



Escobillas 


Figura P8-4-2 Generador de disco de Faraday. 


.g. 4.3 Desbordamiento o campo de Unea de Imnsmàslón. Una Unea de transm.s.ón típica de 765 kV, 
S) Hz “Sca tiene tres conductores a alturas iguales separadas 20 m entre si, como en la figura 
£S ?on 4000 A por fase. El desbordamiento o campo de la Unea se exuende 20 m por cada 
E Si se colSS una espira de una vuelta de alambre de alumínio número 6 con dimenstones de M 
m oór 100 m en la orilU de la zona de influencia de la Unea de transm.stón, como se muestra 

SL que los conductores de la Unea de transmisión. (B cabbre numero 6 es de 4.1 mm de dtâ 
metro.) 



20 m 

Unea irifásíca 60 Hz 


20 m 

4 OOO A por fase 


-1 

20 m 


20 E 


-100 m- 


Espira colectora 


Carga 


vueltas 


Figura P8-4-3 Línea de potência y espira de inducción. 


8-4-4 Desbordamiento o campo de una lín*. de transmisión. Economia dei diseflo. Ésta es una am- 

Mrr; -~» s 

SirSíSS' «o*»™..«- »o»—p-" «p" > <»>"* 
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vueltas; y para estas condiciones óptimas encuéntrense (c) la potência en la carga y (d) el tiempo en 
que se paga la inversión. (e) Si se aumentara la inversión, ^tardaria más en recuperarse el costo? 
Nótese que éste es un problema hipotético que, como muchos problemas de ingeniería, tiene tam- 
bién implicaciones jurídicas. Aunque la potência está siendo inducida en el exterior de la propiedad 
de la compafíía de luz, ésta puede reclamar que su energia que “desborda” sus líneas le pertenece. 
Por otro lado, el propietario dei prédio adyacente a la línea de transmisión podría reclamar que el 
“desborde” de energia no está autorizado y es una intrusión no compensada por pago en una 
propiedad privada. 

★8-4-5. Impedancia de conductor de pararrayos. (a) Una típica nube de tormenta eléctrica puede 
acumular una carga negativa de 100 C, induciendo una carga positiva igual en tierra. Si las cargas se 
neutralizan por medio de una descarga de rayo de 2 -ws, de duración, ^cuál es la comente promedio 
de la descarga? ( b ) Normalmente la descarga de un rayo tiene una rápida elevación o pulso y una 
disminución gradual. Si el tiempo de subida es de 2 ft s, ^cuál es la impedancia máxima presentada 
por un conductor vertical de conexión a tierra de 50 m de 0. 1 -Ü de resistência? El diâmetro dei 
alambre o cable es de 4 mm. Tómese la corriente de cresta como el doble dei valor calculado en (o). 

8-4-6. Disco de Rowland. Corriente de convección. Un disco de plástico de 200 mm de radio lleva 
una carga eléctrica total uniforme Q y oscila hacia uno y otro lado a través de un arco de 90° a la 
velocidad de 10 veces por segundo. El eje dei disco es de hierro dulce y está montado en un yugo de 
hierro dulce que tiene una bobina de 50000 vueltas como se indica en la figura P8-4-6. El yugo tiene 
un área promedio de I cm 2 y una longitud de 500 mm. Encuéntrese la tensión eficaz o rms in¬ 
ducida en la bobina. Supóngase que el disco está cargado al I % dei campo de disrrupción en aire. 
Nota: En 1876, Henry Rowland realizó un experimento con un disco giratorio cargado para demos¬ 
trar por primera vez que una carga eléctrica móvil, o corriente de convección era capaz de generar 
un campo magnético en la misma forma que una corriente de conducciôn en un alambre. Rowland 



Figura P8-4-6 Disco de Rowland. 
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empleó un disco que giraba de manera continua y pudo haber detectado su campo magnético con un 
magnetómetro tipo brújula. El disco reciprocante dei problema de arriba genera una salida de 
corriente alterna que puede amplificarse para facilitar la detecciòn dei efecto. 

* g-4-7. Generador de disco de Faraday en un solenoide super conductor. Un generador de disco de 
Faraday con un solenoide superconductor se muestra en sección transversal en la figura P8-4-7. El 
disco tiene un radio de 100 mm y gira a 3660 r min' Si B = 3 T, encuéntrese ( a ) la densidad de 
corriente de lâmina dei solenoide que se requiere y (f>) la fem generada. (Véase Machíne Design, 
Nov. 11, 1971, p. 18.) 

Solenoide 

Nâ, 

OOOOOOOOOOOOQO© 

fi 


— Disco 


Figura P8-4-7 Disco de Faraday en solenoide superconductor. 
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8-4-8. La papa codda de Idaho. Histéresis de dieléctrico. Una papa de Idaho, homogénea, de 200 
cm 3 y 200 g, tiene una permitividad relativa de i r — 65 —yi5. Si E (rms) = 30 kV m 1 a 2.45 GHz 
(a lo largo de la papa), ;,cuànto le llevará cocinar la papa? Tómese a - 0. (Véase N.E. Bengtsson y 
P.O. Risman, Dielectric Properties of Foods at 3 GHz, J. MicrowavePover. 6(2): 107-123 (1972).) 

* 8-4-9. Espira RF. Un conductor de cobre de diâmetro d = 10 mm tiene Ia forma de una espira cir¬ 
cular de radio R - 215 mm y estâ conectado a un capacitor de placas paralelas, como en la figura 
pg_ 4 _ 9 . Las placas dei capacitor son cuadradas (de / ~ 100 mm por lado) y estân a una distancia en¬ 
tre sí de s — 5 mm, El medio es el aire. Si ia espira se coloca en d campo de una onda de radio de 40 
MHz con H = 4 mAm 1 y si Ia resistência equivalente (serie) dei circuito espira capacitor es de 3 Q, 
encuéntrese (a) la densidad de corriente de desplazamiento (rms) en el capacitor y (b) la íensión 
eficaz (rms) a través dei capacitor. fc) Repítanse (a) y (h) si la frecuencia de la onda se ajusta a 
la frecuencia de resonancia dcl circuita Supóngasc que H no cambia- NoM: La resistência en cc de Ia 
espira es de aproximadamente de 0.0002 D, pero su resistência de radiación (véase Cap. 14) es de alre- 
dedor de 3 D. 



8-4-10. Diserto de un vehiculo de motor lineal, (a) Disénese un motor de cc lineal para impulsar y 
frenar un vehiculo guiado en una pista. Las ruedas no se han de usar para traedón o frenado excep- 
to en casos de emergencia. El vehiculo no lleva fuente de poder que no sea ia generación dei campo 
magnético y no se alimenta potência al vehiculo de ninguna fuente exterior. Las comentes en la 
región de la pista se çontrolan desde el vehiculo por comando de radio. La figura P8-4-10 muestra 
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un esquema a manera de sugerencia. (b) iQuè corriente y campo magnético se requieren para 
acelerar un vehículo de 50 X IO 3 kg de 0 a 100 km h 1 en 60 s? El ancho de la pista de 1.5 m. Des- 
préciese el rozamiento. (Para otros arreglos véase E.R. Laithwaite, Linear Motion Electrical Ma¬ 
chines. Proc. IEEE, 58: 531-542 (abril, 1970).) 


Rieles 



entre rieles 

(ff \ 


Figura P8-4-10 Motor lineal 
para vehículo guiado sobre 
rieles. 


*8-4-11. Generador de agua. (a) Un canal rectangular no conductor de 3 m de ancho lleva un flujo 
uniforme de corriente de agua de 250 mm de profundidad con una velocidad v - 3 m s 1 . El agua 
tiene una conductividad a = 1 U m"Si se colocan placas conductoras de 500 mm de ancho por 
250 mm de profundidad en los lados dei canal y se imprime un campo magnético B = 1 T, como se 
muestra en la figura P8-4-11, encuéntrese la corriente I que fluye en un resistor de carga Rx = 10 
Q. Despréciese la resistenda de las placas y los alambres conectores, (b) Encuéntrese la potência 
suministrada a la carga, (c) <,Es ésta la potência máxima que puede ser alimentada a una carga si R, 
es variable? ( d) Analícense los aspectos pràcticos de usar un sistema semejante para generar potência 
eléctrica directamente dei flujo de agua en un rio grande usando el campo magnético de la Tierra. 
(e) iPodría usarse el sistema para medir la velocidad de flujo de un rio? De ser así, explique cómo 
pueden acomodarse variables como la profundidad y la conductividad. (/) ^Puede el arreglo de la 
figura P8-4-11 modificar se de manera que pueda usarse para bombear un líquido conductor? 



8-4-12 Diseno de un detector de metal es. Un detector de metales funciona basado en diferentes prin¬ 
cípios. En uno de los disefios, una bobina y un capacitor forman el circuito resonante de un osci- 
lador a, por ejemplo, 100 kHz. La introducción de un objeto metálico dentro dei campo de la 
bobina cambia la frecuencia dei oscilador y este cambio se nota. Otro diseflo se basa en el principio 
de cero o de nulo. Así, dos bobinas excitadoras planas se colocan lado con lado en el mismo plano. 
Ambas estàn conectadas al oscilador ( ^ 100 kHz modulados a 500 H2), pero las bobinas están 
conectadas de manera que el campo entre ellas es cero (equilibrado). Un tercer detector, o bobina 
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buscadora, se sitúa en este punto. Su salida rectificada se conecta a un amplificador y transductor 
de audio. Cuando se introduce en el campo un objeto metálico, el balance se rompe y se induce una 
teosión en la bobina buscadora, produciendo un tono audible de 500 Hz. (a) DiséAese un dispositivo 
para detectar automóviles en un sistema de control de luces de trânsito en una intersección de super- 
carreterás, (b) DiséAese un dispositivo para encontrar tuberías enterradas o monedas escondidas, (c) 
Analícense los pros y los contras de los diseflos basados en los princípios de desplazamiepto de 
frecuencia y de equilíbrio de campos para las aplicaciones de arriba, {d) ^Pueden usarse estos detec¬ 
tores para encontrar cuerpos dieléctricos o anomalias? (Véase L.C. Chan, D.L. Moffatt y L. Peters 
Jr., “Subsurface Radar Target Imaging Effects/' IEEE Trans . on AnL and Prop., AP-29: 413-418 
(marzo, 1981).) 






9 RELACIÓN ENTRE 

TEORIA DE CAMPO Y 
DE CIRCUITOS; 

ECUACIONES DE 
MAXWELL 


9-1 INTRODUCCIÓN 


En la teoria de circuitos se estudian los elementos de un circuito, la tensión V 
entre sus terminales y la corriente total I que pasa por ellos; en la teoria de cam¬ 
po se estudian los vectores de campo (E, D, B, H y J) y sus valores en función 
de la posición. 

Considérese, por ejemplo, una varilla corta de longitud l y área de sección 
transversal A de la figura 9-1^/En la teoria de circuitos de baja frecuencia es 
conveniente describir 1^ varilla en términos de una cantidad, su resistência R . Su 
longitud, su área y su forma tienen una importância secundaria. Entonces, la 
diferencia de tensión entre los extremos de la varilla es, según la ley de Ohm, 

V = IR (1) 

donde / es la corriente que fluye por la varilla. 

Desde el punto de vista de la teoria de campos consideramos el valor dei 
campo eléctrico E en un punto de la varilla. Por la ley de Ohm en un punto 
(véase Secc. 4-7) 

E = - (V m~ l ) (2) 

O 

donde J = densidad de corriente de conducción, Am -2 
o = conductividad, Um~ l 

Ahora, integrado (2) a lo largo de toda la varilla, se obtiene la diferencia de ten¬ 
sión V entre los extremos. Esto es, 





400 Electromagnetismo 


Cap. 9 


-—-— í' —----► Figura 9-1 Varilla conductora. 



( 3 ) 


Para una varilla uniforme con densidad de corriente uniforme, esta expresión se 
convierte en 


V = - = JA -í- (V) (4) 

a a A 

donde JA = I = corriente a través de la varilla, A 
l/a A = R = resistência de la varilla, Q 

A = área de la sección transversal de la varilla, m 2 

Entonces, de (4) se tiene 

V = ÍR (5) 

Comenzando con la teoria de campo, se llegó a la relación de circuitos conocida 
como ley de Ohm . 

Historicamente, ésta y otras relaciones de circuito fueron postuladas y 
verificadas primero. Después, como una generalización, fueron extendidas para 
aplicarse a la situación más general de los campos. Se deduce, en consecuencia, 
que las relaciones de circuitos son simplemente casos especiales de ecuaciones de 
campo y pueden deducirse a partir de ellas. Aunque las relaciones de campo son 
más generales, normalmente es mucho más simple usar ,ecuaciones de circuito 
siempre y cuando sean aplicables. 

La ecuación (1) es una relación de circuito pura. Por otro lado, (2) es una 
relación de campo pura. Algunas ecuaciones no son puramente de uno u otro 
tipo, sino que son combinaciones o mezclas. Esas relaciones mixtas son nece- 
sarias, por ejemplo, para proporcionar una conexión entre las teorias de campo 
y de circuitos. Dos ecuaciones importantes que proporcionan tales enlaces de 
conexión son 


M 

1* E - í/1 (V) 


H 

> H ' dl (A) 


( 6 ) 


y 


(?) 
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La ecuación (6) relaciona V (una cantidad de circuito) entre dos puntos con la 
integral de línea de E (una cantidad de campo) entre esos puntos. En forma 
semejante (7), que es la ley de Ampere, relaciona / (una cantidad de circuito) 
con la integral de linea de H (una cantidad de campo) alrededor de una trayec- 
toria cerrada. 


9-2 APLICACIONES DE LA TEORIA DE CIRCUITOS 
Y LA DE CAMPOS 

Mientras que las relaciones de campo son aplicables en general, las relaciones de 
circuito son normalmente más convenientes cuando Fe/ tienen un significado 
simple y bien definido. 

Entonces, si se determina la capacitancia de un capacitor de forma irregular 
con la ayuda de un mapa gráfico dei campo (véase Fig. 3-19) entonces, de 
hecho, la atención se centra en el campo y su valor en función de la posición 
dentro dei capacitor. Sin embargo, una vez que se determina la capacitancia, 
puede considerarse, para bajas frecuencias, que se trata simplemente de la ca¬ 
pacitancia de un elemento de circuito de dos terminales, o sea, C con una di¬ 
ferencia de tensión V. El tarnano y la forma física dei capacitor y la configu- 
ración dei campo dentro de él, se relegan entonces a posiciones de importância 
secundaria. 

Como otra ilustración consideremos la línea de transmisión coaxial mos¬ 
trada en sección transversal en la figura 9-2 bajo dos condiciones, una en que V 
e / son cantidades útiles y otra situación en que no lo son. La línea coaxial tiene 
un conductor interno de radio a y un conductor externo de radio interior b . Con 
una diferencia de potencial constante entre los conductores, las lineas dei campo 
eléctrico entre los conductores son radiales, como se muestra. Si fluye una 
corriente /, las lineas dei campo magnético H son circulos, como se indica. 
Ahora, por (9-1-6), la diferencia de potencial entre el conductor interno y el ex¬ 
terno es 


V = 


í 


E-dr 


(V) 


(D 



Figura 9-2 Línea de transmisión coaxial con modo electromagnético 
transversal (TEM). Las lineas E son radiales y continuas. Las lineas H 
son círculos punteados. 
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Figura 9-3 Línea de transmisión coaxial con modo magnético transversal (TM) de orden superior. 


En forma semejante, de (9-1-7) la comente /en el conductor interno es 

/ = (j)H • í/1 = J Hr íl() (A) (2) 

En (1) V es independiente de la trayectoria entre los conductores, mientras que 
en (2) el valor de /, obtenido por integración de H, es independiente dei radio r 
puesto que es entre a y b. En consecuencia, V e I tienen un significado simple y 
definido en este caso y son cantidades útiles. 

La configuración de campo mostrada en la figura 9-2 se llama campo elec¬ 
tromagnético transversal (TEM) porque los campos eléctricos y magnético son 
completamente transversales (no hay componente en la dirección axial). Este 
tipo de campo es la única configuración o modo de campo posible en condi¬ 
ciones estacionarias y situaciones que cambian con el tiempo en que la longitud 
de onda es dei orden de 4 b o mayor. t A frecuencias más altas (longitudes de 
onda más cortas) son posibles configuraciones de campo más complejas co- 
nocidas como modos de orden mayor. Estos modos se caracterizan por tener al- 
gunas componentes de campo en la dirección axial. Aunque las líneas coaxiales 
rara vez se usan en tales condiciones, supóngase que la frecuencia es lo suficien¬ 
temente elevada para que el modo o configuración que se muestra en la figura 
9-3 exista. Se necesitan una sección en corte (o transversal) y una sección lon¬ 
gitudinal (o axial) para mostrar la configuración de campo. Este campo se 
denomina modo magnético transversal (TM) porque el campo magnético es en- 

t Esto es, la frecuencia es tan alta que una perturbación que viaje a la velocidad de la luz puede 
viajar solamente una distancia igual al diâmetro (2 b) en medio periodo. En el espacio libre, una on¬ 
da tiene una longitud de onda / en metros que está relacionada con la frecuencia / en hertz y la 
velocidad c de la luz como sigue: /. = c f, donde c = 300 Mm s" \ Para una explicación más amplia 
de los modos de campo en líneas y guias, véanse los capítulos 10 y 13. 
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teramente transversal, mientras que el campo eléctrico tiene una componente 
longitudinal. Para este modo, la tensión V entre los conductores, obtenido con 
(1) puede llegar a ser despreciable, mientras que la corriente /obtenida con (2) 
depende dei radio r en el que se integra H. En consecuencia. Ve / ya no tienen 
un significado simple y no son tan útiles como las cantidades de campo mismas. 
El concepto de circuito no se aplica cuandQ las dimensiones transversales se 
vuelven comparables con la longitud de onda. 


9-3 CIRCUITO EN SERIE; COMPARACIÓN DE LA TEORÍA 
DE CAMPO Y DE CIRCUITOS 

De acuerdo con (4-10-1), se puede expresar el campo eléctrico total E lolal como 
la suma de un campo E, relacionado con las fems y un campo E inducido por 
cargas y corrientes. Entonces 


Según (4-7-2) 


y de (8-16-8) 


E lot al = E f + E o 


E„ — E lola | E 


E 


lotai 


J 

<T 


E = 



(D 

( 2 ) 

( 3 ) 


(Considérese ahora un circuito en serie de resistência, inductancia y capacitancia 
conectado a un generador como se muestra en la figura 9-4. Se supone que toda 
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la resistência dei circuito estã confinada al resistor, toda la inductancia al induc- 
tor, toda la capacitancia al capacitor y toda la fuerza electromotriz al gene- 
rador. Aplíquense las relaciones de campo anteriores a este circuito. Primero, sus- 
titúyanse (2) y (3) en (1). Luego conviértanse las cantidades de campo en can- 
tidades de circuito integrando todos los términos completamente alrededor dei 
circuito en el sentido de marcha de las manecillas dei reloj. Esto nos da 

(j)E e -dl= + j\V-cH + W 

Al integrar el lado izquierdo se obtiene la fem ■f dei generador. También inte¬ 
grando los primeros dos términos de la derecha y notando que VE = -E, te- 

nemos 

Y = — + Ed + A ’ d 
a dt J 


El último término se puede volver a expresar comot 


d_ 

Jt 





( 6 ) 


donde L - 


— • dl = inductancia dei circuito 
/ 


A = — (" - dv = potencial vectorial 
4n J, r 

Notando que J = I/ayE = D/e, (5) viene a ser 


/ Dd . dl 
V = /— + — + L — 
aa e dt 


( 7 ) 


Ahora l/aa = R y D = Q/A; de manera que tenemos 


-r = ir + 


Q 

Ae/d 


, dI 

dt 


( 8 ) 


t La transformación de (6) se puede hacer también con la ayuda dei teorema de Stokes, recor¬ 
dando que B = V x A y A = LI, como sigue: 


d 

Jt 




B • ds = 


d\ 

Tt 



donde L = inductancia de la espira 

/ = comente a través de la espira 
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Pero Ae/d = C y la carga Q = j I dt de manera que (8) toma la forma 



( 9 ) 


Entonces, comenzando con las relaciones dç campo (1), (2) y (3) como se 
aplican a un circuito en serie, se llega a la conocida relación de circuito (9) para 
un circuito en serie. Para una variación armónica de la corriente, la forma 
fasorial de (9) es 


r = IR + -J—+ jíüLI 


( 10 ) 


jcoC 



( 11 ) 


o bien 


En la obtención de (11) se supuso que en cualquier instante la corriente es 
la misma en todas partes dei ciruito. Esto implica que una perturbación se 
propaga alrededor dei circuito en forma instantânea. Si la longitud dei circuito 
es pequena en comparación con la longitud de onda, ésta es una suposición 
satisfactoria. Sin embargo, si la longitud dei circuito es apreciable en compa¬ 
ración con la longitud de onda (por lo menos À/8), la variación en la corriente y 
en la fase alrededor dei circuito puede llegar a ser importante. Bajo tales circuns¬ 
tancias, los conceptos de circuito simples tienden a volverse inadecuados e im¬ 
precisos. Hay que observar también que el análisis dei circuito de arriba se ex- 
cluye el fenómeno de radiación, que es tan importante a frecuencias elevadas 
(véase Cap. 14). 

Existen ciertas excepciones a lo expresado en el sentido que los conceptos 
de circuito se vuelven inadecuados cuando la longitud dei circuito se vuelve 
comparable con la longitud de onda. Por ejemplo, los conceptos de circuito se 
aplican con buenos resultados a las líneas de transmisión largas. En este caso, la 
inductancia y la capacitancia distribuídas se representan con elementos concen¬ 
trados o aglomerados apropiados (véase Cap. 10). Aunque la longitud de la 
línea puede ser varias veces la longitud de onda, es significativo que aún en esta 
extensión de la teoria de circuitos el tratamiento es adecuado sólo para líneas 
con dimensiones transversales que sean muy pequenas en comparación con la 
longitud de onda. 


94 ECUACIONES DE MAXWELL COMO GENERALIZACIONES 
DE LAS ECUACIONES DE CIRCUITOS 


En lo que resta de este capítulo se desarrollan algunas relaçiones como grupos 
de las relaciones desarrolladas en los capítulos anteriores. Estas relaciones, 
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conocidas como las ecuaciones de Maxwell ,t consisten en cuatro expresiones: 
una deducida a partir de la ley de Ampere, una deducida de la ley de Faraday y 
dos encontradas a partir de la ley de Gauss. Estas ecuaciones son de profunda 
importância y, junto con las relaciones en la frontera, continuidad y otras 
auxiliares, forman las herramientas básicas para el análisis de la mayor parte de 
los problemas electromagnéticos. •• 

En el capítulo 5, la ley de Ampere que relaciona la integral de línea de H alre- 
dedor de una trayectoria cerrada de la corriente / encerrada fue dada por 


H * dl = / 


(D 


Al sustituir la corriente I por la integral de superfície de la densidad de corriente 
de conducción J, llevada al área limitada por la trayectoria de la integración de 
H, se tiene la relación más general 

<j)H-í/l= Jj-ds (2) 

En el capítulo 8, esta relación se hizo aún más general sumando la densidad de 
corriente de desplazamiento a la densidad de corriente de conducción de manera 
que (2) pasa a ser 

f‘ wi -i( j+ ?H <3> 

Esta relación es conocida como ia ecuación de Maxwell obtenida de la ley de 
Ampere, En (3) está dada en su forma integral, siendo la integral de línea de H 
tomada sobre una trayectoria cerrada que limita a la superfície s. En un cir¬ 
cuito, hablar de una trayectoria cerrada o espira se dice con frecuencia hablar 
de una malla o circuito cerrado, En consecuencia, (3) es una relación de malla. 
Aplicando el teorema de Stokes a (3), se obtiene la correspondiente relación 
puntual 


VxH=J + t (4) 

õt 

La ecuación (4) es una relación diferencial y relaciona las cantidades de campo 
en un punto. Es la forma diferencial de la ecuación de Maxwell deducida de la 
ley de Ampere. 

En el capítulo 8, la ley de Faraday que relaciona la fem inducida V en un 


t James Clerk Maxwell, “A Treatise on Electricity and Magnetism,” 2 volúmenes, Oxford 
University Press, Londres, 1873; 3d.ed., 1904. 
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circuito con la rapidez de cambio de la disminución dei flujo magnético total 
que enlaza el circuito estaba dada por 


r = - 


d A 

(Ir 


(5) 


Al reemplazar el acoplamiento de flujo A por la integral de superfície de B en el 
área limitada por el circuito, se obtiene la ecuación más general 


r = - i- Íb-</s 
dt J s 


( 6 ) 


Al sustituir i r en (6) por la integral de línea de E alrededor dei circuito, se ob¬ 
tiene la relación todavia más general (para circuitos estacionários) 


E * d\ 


~í 


<3B 


í/s 


(7) 


Esta relación de campo es una generalización de la ley de Faraday para circuitos 
(S). La ecuación (7) es llamada la ecuación de Maxwell deducida a partir de la 
ley de Faraday. En (7) está dada en su forma integral; esto es, una ecuación de 
malla. La relación puntual correspondiente puede obtenerse de (7) por una 
aplicación dei teorema de Stokes, quedando 


V x E = 


dB 

~Õt 


( 8 ) 


La ecuación (8) es una relación diferencial y relaciona las cantidades de campo 
en un punto. Es la forma diferencial de la ecuación de Maxwell Obtenida de la 
ley de Faraday. 

En el capitulo 2, la ley de Gauss que relaciona la integral de superfície de la 
densidad de flujo eléctrico D con la carga Q encerrada estaba dada por 

(f)D-í/s = {2 (9) 


Al sustituir Q en (9) por la integral de volumen de la densidad de carga p lle- 
vada a cabo en todo el volumen encerrado por la superfície s, puede escribifse 
(9) en una forma más general como 

j>D-ds=^pdv (10) 

Esta relación de campo es una generalización de la ley de Gauss y se conoce 
como ecuación de campo eléctrico de Maxwell deducida q partir de la ley de 
Gauss. En (10) aparece en forma integral y se aplica a un volumen finito v. Al 
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aplicar (10) a un volumen infinitesimal, puede obtenerse la correspondiente 
ecuación diferencial que relaciona las cantidades de campo en un punto, según 
se expresa con 


V • D = p (11) 

La ecuación (11) es la ecuación de campo eléctrico de Maxwell obtenida dela 
ley de Gauss en forma diferencial. 

Para campos magnéticos, la integral de superfície de B sobre una superfície 
cerrada s da cero. Entonces, la contraparte magnética de la relación de campo 
eléctrico de Gauss (9) es 


B • ds = 0 


( 12 ) 


La correspondiente relación puntual o diferencial es 


V • B = 0 (13) 

Las ecuaciones (12) y (13) pueden ser mencionadas como las ecuaciones de cam¬ 
po magnético de Maxwell deducidas a partir de la ley de Gauss, siendo (12) la 
forma integral y (13) la forma diferencial. 

El desarrollo de las ecuaciones de Maxwell como una generalización de 
las relaciones de circuito implican un razonamiento inductivo y un razonamiento 
físico. Para desarrollar sus ecuaciones, Maxwell se basó de manera importante 
en el trabajo experimental de Faraday. Maxwell también utilizo analogias con 
sistemas hidráulicos y sistemas mecânicos para ayudarse en la formulación de 
sus ideas. 

No debe implicarse que la “deducción” u obtención de las ecuaciones de 
Maxwell es rigurosa. Sus ecuaciones se justifican por el hecho de que las con- 
clusiones que se basan en ellas se ha visto en innumerables casos que tienen un 
acuerdo -excelente con los experimentos, en la misma forma que las anteriores 
relaciones de circuitos se justifican dentro de su dominio más restringido por el 
excelente acuerdo general de las conclusiones basadas en ellas comparadas con 
lo experimentado. Vale la pena recordar que las ecuaciones de Maxwell no 
fueron aceptadas en forma general durante muchos anos después de que fueron 
postuladas (1873). Sus ecuaciones de rotacional (que incluyen V x E y V x H) 
implicaban que los campos eléctricos y magnéticos que varían con el tiempo en 
el espacio vacío eran interdependientes, siendo capaz un cambio en el campo 
eléctrico de generar un campo magnético y viceversa. Lo que se infiere de ello es 
que un campo electromagnético que cambia con el tiempo propagará energia a 
través dei espacio vacío con la velocidad de la luz (véase Cap. 10) y, además, 
que la luz es de naturaleza electromagnética. Las ondas de radio eran desco- 
nocidas en ese tiempo y pasaron 15 anos (1888) antes que Hertz demostrase que 
las ondas electromagnéticas (o de radio) eran posibles, como fue predicho por 
Maxwell. 

Esto no significa una garantia de que las ecuaciones de Maxwell sean exac- 
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tas. Sin embargo, en la medida en que lo permite la precisión de las medidas ex- 
perimentales, parecen ser exactas y por lo tanto podemos considerarias como 
tales. 

Junto con las ecuaciones de Maxwell existen otras relaciones fundamentales 
que son de importância en el manejo de problemas electromagnéticos. Entre es¬ 
tas relaciones se puede mencionar la ley de Ohm en un punto (4-7-2) 

J = <xE (14) 

la relación de continuidad (4-13-3) 

(15) 

Ôt 

las relaciones de fuerzas 


<ÍF = (Ix B )dl 

y las relaciones consíituyentes entre £ y D, y entre B y H dadas por las expre 
siones 


D = eE = £ 0 E + P (17) 

B = iM = /i 0 (H + M) (18) 


9-5 ECUACIONES DE MAXWELL 
EN EL ESPACIO LIBRE 


En la sección anterior, se establecieron las ecuaciones de Maxwell en su forma 
general. Para el caso especial dei espacio libre, en donde la densidad de corrien- 
te J y la densidad de carga p son cero, las ecuaciones se reducen a formas más 
simples. En la forma integral las ecuaciones son 


Hdl 

E * í/1 

D - í/s 

8-,/s 


r <3D 

J s Õt 

(1) 

r dB 

-} s ^' ds 

(2) 

0 

(3) 

0 

(4) 
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En la forma diferencial las ecuaciones son 


rD 

V x H = —- 
dt 

(5) 


v * E ~~Tt 

(6) 

D = 0 

(7) 

V • B = 0 

(8) 


9-6 ECUACIONES DE MAXWELL PARA CAMPOS QUE 
VARÍAN ARMÓNICAMENTE 

Para variación armónica, las formas fasoriales de las ecuaciones integrales y 
diferenciales de Maxwell son 


j) H • í/1 = (ít + jox) J*E ■ ds 

d) 

V x H = (a + jcoe )E 

(5) 

j> E ■ (l\ = —jo)fí j*H • í/s 

(2) 

V x E = — jo)^iY\ 

(6) 

j) D • í/s = J () dv 

(3) 

O 

II 

(7) 

o 

II 

CQ 

(4) 

o 

II 

QC 

> 

(8) 


9-7 TABLAS DE LAS ECUACIONES 
DE MAXWELL 

Las ecuaciones de Maxwell se resumen en las tablas 9-1 y 9-2. La tabla 9-1 da 
las ecuaciones de Maxwell en forma integral y la tabla 9-2 Ias da en forma 
diferencial. Las ecuaciones son las establecidas para el caso general, para el caso 
dei espado libre, el caso de variación armónica, caso estacionário (campos es¬ 
táticos pero con comentes de conducción estacionarias) y el caso estático (cam¬ 
po estáticos sin comentes). En la tabla 9-1 la equivalência se indica también en¬ 
tre las diversas cantidades de campo y el potencial eléctrico V, la fem ^ el 
potencial magnético U, la fmm F, la corriente total la Corriente de des- 

plazamiento / desp , la corriente de conducción / cond , el flujo eléctrico y el flujo 
magnético \j / m .! Se debe notar que las ecuaciones de Maxwell tabuladas en la 
forma que se hace aqui se aplican específicamente a sistemas estacionários o 
cuerpos en reposo. 
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Tabla 9-2 Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial 



De Ampere 

De Faraday 

De Gauss 

Dimen- 
Caso ^\siones 

Comente eléctrica 

Potencial eléctrico 

Flujo eléctrico 

Flujo magnético 

área 

área 

volumen 

volumen 

> 

General 

ÕD 

VxH = J + — 
ôt 

„ „ õB 

ôt 

VD = p 

< 

w 

II 

o 

Espado libre 

ÔD 

V x H = — 
ôt 

„ „ ÕB 

V x E = —— 
ôt 

VD = 0 

V • B = 0 

Variación 

armónica 

V x H = (<t 4- jcoe)E 

V x E = — jcofiH 

V D = p 

< 

W 

II 

o 

Estacionário 

V x H = J 

V x E = 0 

V D = p 

V * B = 0 

Estático 

V x H = 0 

V x E = 0 

V - D = p 

< 

W 

II 

o 


Tabla 9-3 Resistência, capacitancia e inductancia en tér¬ 
minos de cantidades de circuito y de campo 



Defini ción 

Defmidón 

Celda 

de 

campo 

Definición 


de drcuito 

física 

de energia 

Resistência R 

jE-dl 

\u-d\ 

1 

aA 

1 

oâ 

uri- 

i 2 

Capacitancia C 

íí D • da 
f E-dl 

eA 

T 

€d 

fff cE 2 dv 
V 2 

Inductancia L 

ff B • ds 
fHdl 

ma 

i 

yd 

fffl*H 2 dv 

I 2 


PROBLEMAS t 


Grupo 9-1: Todas las secciones. Interrelación de la teoria de campo y de circuitos y ecuaciones de 
Maxwell. 

9-1-1. Ecuación de Maxwell de la ley de Ampere. Proporciónese el desarrollo paso por paso de la 
ley de Maxwell a partir de la ley de Ampere en (a) forma integral y ( b ) usando el teorema de Stokes 
en forma diferencial o puntual. (c) Modifiquense las formas integral y diferencial para campos que 
varían armónicamente. 

9-1-2. Ecuación de Maxwell de la ley de Faraday. Proporciónese el desarrollo paso por paso de la 
ecuación de Maxwell deducida de la ley de Faraday (a) en forma integral y (b) usando el teorema de 
Stokes en forma diferencial o puntual. (c) Modifiquense las formas integral y diferencial para cam¬ 
pos que varían armónicamente. 

t Las respuestas a los problemas que están serí alados con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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9-1-3. Ecuación de Maxwell de la ley de Gauss. Campos eléctricos. Proporciónese el desarrollo paso 
por paso de la ecuación de Maxwell dedudda de la ley de Gauss (a) en forma integral y (ó) en forma 
diferencial o puntual. 

9-1-4. Ecuación de Maxwell de la ley de Gauss. Campos magnéticos. Proporciónese el desarrollo 
paso por paso de la ecuación de Maxwell de la ley de Gauss (a) en forma integral y (b) en forma dife¬ 
rencial o puntual. 

*9-1-5. Ecuaciones de Maxwell. Simetria. iPor qué las ecúaciones de Maxwell no son completamente 
simétricas? 

9-1-6. Objeción a la teoria de Maxwell. Hace 100 anos surgió una objeción a la teoria de Maxwell y 
era que la permitividad relativa o “constante dieléctrica” dei agua era de 81 de acuerdo con la teoria 
de Maxwell» mientras que el valor establecido era 1.77, una diferencia de un orden de magnitud. ^Se 
considera todavia esto una objeción a la teoria de Maxwell? Expliquese. 

9-1-7. Circuito en paralelo. Teoria de campo y de circuito. Aplíquese la teoria de campo a un cir¬ 
cuito que consiste en un resistor, un inductor y un capacitor conectados en paralelo con una fuente 
de corriente alterna /. Procediendo de una manera análoga a la usada para el circuito serie de la sec- 
ción 9-3, demuéstrese que 


l = 


V dV 
R + C ~di 



Vdt 


donde V = 
R - 

C = 
L = 


tensión a través de la combinación en paralelo 
resistência dei resistor 
capacitancia dei capacitor 
inductancia dei inductor 


*9-1-8. Piezas polares. Corriente de desplazamiento. El campo magnético entre dos piezas polares de 
radio R varia según B = £ 0 [1 — j(/?r) 2 ] sen cot. Supóngase que R < A. Encuéntrese la densidad 
de la corriente de desplazamiento en función dei radio r (para r < R). 

9-1-9. Capacitor. Corriente de desplazamiento. Un capacitor de placas paralelas con placas de radio 
R y separación d. tiene una tensión aplicada en el centro dado por V= V 0 sen cot. En función dei ra¬ 
dio r (para r < R) encuéntrese (a) la densidad de corriente de desplazamiento J d (r) y (b) el campo 
magnético//(r). Tómese d <§ R. 

9-1-10. Fórmula de inductancia de Neumann. Demuéstrese que la expresión para inductancia a baja 
frecuencia L = $(A//) * d\ se reduce para un circuito conductor a la fórmula de inductancia de Neu¬ 
mann para baja frecuencia 


L 



dV 

— d\ 


r 


9-1-11. Inductancia de línea de transmisión. Una línea de transmisión de dos conductores de lon- 
gitud l tiene una separación entre conductores (centro a centro) de D y un radio de conductor a. Los 
conductores son tubos de pared delgada. En relación con la figura P9-1-11, apliquese la fórmula de 
inductancia de Neumann para baja frecuencia (Prob. 9-1-10) para mostrar que la inductancia de la 
linea es 


L = 


O 

— In — 
n a 


(H) 


Compárese con (5-13-2). Supóngase / > D y despréciense los efectos de los bordes y extremos. 
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Flg^i f Líneá àt trártffnisfôn de dbs 
conductores. 



















ONDAS Y LÍNEAS DE 
TRANSMISIÓN 


10-1 INTRODU CClON 

En una onda electromagnética, un campo eléctrico cambiante produce un cam¬ 
po magnético cambiante, que a su vez genera un campo eléctrico y así sucesi- 
vamente se produce la propagación de la energia. En este capítulo se estudiará y 
analizará la propagación de ondas en el espacio y en líneas de transmisión. 

Una línea de transmisión se puede definir como un dispositivo para trans¬ 
mitir o guiar energia de un punto a otro. La energia puede ser para iluminación, 
calefacción o para desarrollar trabajo, o puede estar en forma de información 
de senal (palabras, imágenes, datos, música). Básicamente, una línea de trans- 
misión tiene dos terminales en las que se alimenta potência (o información) y 
dos terminales en las que se recibe la potência (o información). Así pues, una 
ünea de transmisión se puede considerar como un dispositivo de cuatro ter- 
minales para conectar los dispositivos eléctricos que sean. 

El cordón de alimentación de una lámpara o aparato doméstico es una 
línea de transmisión e igualmente lo son los cables que van de una estación 
generadora hasta una fábrica o casa habitación; los alambres de teléfono y 
telégrafo, los cables de audio, video y de radio, y las innumerables fibras ner- 
viosas de nuestros cuerpos, todas son líneas de transmisión. Las interconexiones 
de todos los circuitos eléctricos son líneas de transmisión y en un sentido am¬ 
plio, las guias de onda y las fibras ópticas y aun los enlaces de radio pueden 
considerarse líneas de transmisión. En la figura 10-1 se muestran unos cuantos 
çjemplos. 

Las líneas de transmisión están en todas partes y son de una variedad in¬ 
finita, pero independientemente dei tipo, longitud o construcción, todas fun- 
àonan de acuerdo con los mismos princípios básicos que se explicarán en las 
páginas que siguen. 
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Batería 

Vista longitudinal 

Línea bifilar (cc) 

Sección 

transversal 

t, 


3 r ° 

Generador 

Línea bifilar (ca) 


——< » o 





Línea coaxial (cc, ca, RF) 



Línea de microcinta (RF) 




Guia de onda reetangular (RF| 

*-ili 


Fibra óptica (luz) 




£ 

X 


Radioenlace 
con antenas 


1 

7 



Figura 10-1 Unos cuantos ejemplos 
de líneas de transmisión. 


Es conveniente clasificar las líneas de transmisión en tres grupos princi- 
pales: (1) las que tienen modos electromagnéticos transversales (TEM), (2) las 
que tienen modos de orden superior y (3) las que tienen ondas espaciales elec¬ 
tromagnéticas transversales (como en una antena de radio). En un modo TEM, 
tanto el campo eléctrico como el magnético son enteramente transversales a la 
dirección de propagación. No existe componente ni de E ni de H en la dirección 
de transmisión. Los modos de orden superior, por otro lado, siempre tienen por 
lo menos una componente de campo en la dirección de la transmisión. Todas las 
líneas bi filares, como las líneas de transmisión coaxiales o de dos conductores, 
son ejemplos de los tipos dei modo TEM mientras que las guias de onda de un 
solo conductor hueco, o las varillas dieléctricas, son ejemplos de tipos de modos 
de orden superior. 

Para resumir, las líneas de transmisión pueden clasificarse como sigue: 

1. Tipo de modo TEM: Ey H enteramente transversales. Todos los tipos 
bifilares, incluyendo líneas coaxiales. La potência fluye a lo largo de los 
conductores y entre ellos. 
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2. Tipo de modo superior: EyH, o ambos, tienen componentes en la direc- 
ción de transmisión. Las guias de onda de conductor hueco sencillo, las 
varillas dieléctricas y las fibras ópticas. La potência fluye en el espacio in¬ 
terior dei conductor, o dentro o cerca de la varilla dieléctrica o fibra de que 
se trate. 

3. Las ondas espaciales TEM entre antenas de un sistema de radio. La potên¬ 
cia se radia a través dei espacio. 

La propagación de ondas electromagnéticas transversales se considera 
primero y se muestra cómo pueden conducir a ecuaciones para las ondas 
guiadas a lo largo de una línea de transmisión de dos conductores. Se analiza la 
velocidad de propagación y la atenuación en la linea de dos conductores, y 
seguida dei estúdio dei acoplamiento de impedancias y ancho de banda. Luego 
se consideran las ondas no guiadas (espaciales) y su comportamiento en médios 
dieléctricos y conductores. Las analogias y semejanzas entre las ondas no 
guiadas en el espacio y las ondas guiadas en líneas de transmisión, se utilizan 
para relacionar la teoria de circuitos de las lineas de transmisión con la teoria de 
campos de onda espaciales y viceversa. Una consideración clave en las inter- 
relaciones es el hecho de que el espacio se puede considerar como un arreglo o 
red de líneas de transmisión de celdas de campo. 


10-2 ECUACIÔN DE ONDA PARA ONDAS EN EL ESPACIO Y 
EN LAS LlNEAS DE TRANSMISIÓN 


La interdependencia de los campos eléctricos y magnéticos se demuestra de una 
manera directa por medio de una onda electromagnética que se propaga a través 
dei espacio. En tal onda, el campo magnético que cambia con el tiempo se 
puede considerar que genera un campo eléctrico que varia con el tiempo, que a 
su vez genera un campo magnético, y en la medida que el proceso se repite, la 
energia se propaga a través dei espacio vacío a la velocidad de la luz. 

Las líneas de campo para una onda que se propaga hacia el lector (emer- 
giendo de la página) se indican en la figura 10-2. Las direcciones de E y H son 



Figura 10-2 Onda viajera plàna que se aproxima al 
lector (sale de la página). 
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Figura 10-3 Componentes de campo de onda plana 
en relación con el sistema de coordenadas. 


en todas partes perpendiculares. En una onda plana uniforme E y H descansan 
en un plano y tienen los mismos valores en todas partes en ese plano. Una onda 
de este tipo con E y H transversales a la dirección de propagación se llama onda 
electromagnética transversal (TEM). 

Al observar la figura 10-3, supóngase que una onda plana viaja en la direc¬ 
ción dei eje jc. El campo eléctrico E tiene sólo una componente E y en la direc¬ 
ción y y el campo magnético H tiene sólo una componente H z en la dirección z. 
Se dice que esta onda está polarizada en la dirección y (polarizada verticalmen¬ 
te) (véase Cap. 11). 

Para un medio no conductor, la densidad de corriente de conducción J es 
cero. Entonces, la ecuación de Maxwell deducida de la ley de Ampere se reduce a 


V x H = 


ÕU 

dt 


(D 


o, en coordenadas rectangulares 


\ 


( ÔH Z 

U- 




U*D X + y D y + ÍD Z ) 

( 2 ) 


Para una onda plana que viaja en la dirección jc, las únicas componentes de (2) 
que contribuyen son 


Por lo tanto 




ôx - _í 


(3) 


( 4 ) 
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La ecuación de Maxwell deducida de la ley de Faraday es 


(5) 


o, en coordenadas rectangulares 



( 6 ) 


Para una onda plana que viaja en la dirección de x , las únicas componentes de 
(6) que contribuyen sonf 


Por lo tanto, 


La ecuación (4) relaciona la derivada espacial de H z con la derivada dei tiem- 
po de E y , mientras que (8) relaciona la derivada espacial de E y con la derivada 
itspecto al tiempo de H z . Obteniendo la díferendal de (4) respecto al tiempo t y 
( 8 ) con respecto a la distancia x 9 se puede eliminar H z y obtenerse una expresión 
pva E y en términos de / y x. Procediendo en esta forma se obtiene, de (4), 



(9) 


J • de (8), 



( 10 ) 


Dívidiendo (10) entre —/i se obtiene 



( 11 ) 


t Si sólo se hubiese especificado que la onda es linealmente polarizada en E en la dirección y y 
I a onda viaja en la dirección de x, se deduciría de (6) y de (7) que B, y eivconsecuencia H, deben 
•Bar en la dirección z- 







420 Electro magnetismo 


Cap. 10 


Puesto que en (9) no importa si se deriva primero respecto a x y luego respecto a / 
o viceversa, el lado izquierdo de (9) es igual al lado derecho de (11) y se con- 
cluye que 


d 2 E y _ 1 d 2 E y 
ôt 2 \ie ôx 2 


02 ) 


La ecuación (12) relaciona la variación en el espacio y en el tiempo de la 
magnitud escalar E y de la intensidad dei campo eléctrico y se conoce como 
ecuación de onda en E y . Es, de hecho, una ecuación escalar de onda de la for¬ 
ma más simple. 

Al derivar (4) y (8) en el orden contrario, o sea, (4) respecto a x y (8) res¬ 
pecto a t y puede eliminarse E y y obtenerse una ecuación para H z como sigue 


,Ô 2 H Z 1 õ 2 H z 
õt 2 pé õx 2 


(13) 


Las ecuaciones (12) y (13) son de la misma forma. Una ecuación de onda 
como la dada por (12) y (13) tiene muchas aplicaciones físicas importantes y es 
conocida en algunos médios como ecuación de DAlembert, habiendo sido in¬ 
tegrada por éste en 1747. Si E y en (12) es un desplazamiento transversal, la ecua¬ 
ción puede representar el movimiento de una perturbación en una cuerda es¬ 
tirada. Este era el problema de DAlembert. Si £,, es una compresión mecâ¬ 
nica, la ecuación puede describir el movimiento de pequefias oscilaciones de aire 
en un tubo angosto. En nuestro caso, E y representa la magnitud escalar de la in¬ 
tensidad de campo eléctrico de una onda electromagnética plana que se propaga 
en la dirección x, y la ecuación es la forma más general de describir el movi¬ 
miento de este campo en función dei tiempo y dei espacio. 

Ahora se introduce una cantidad v en (12) de manera que 





La ecuación (12) se convierte entonces en 

õ% = 2 õ% 

õt 2 ôx 2 

Dimensionalmente (15) es 

Volts , volts 

-* = V -T 

Metros segundos: metros 

, metros 

de manera que v = - -- 

segundo 


(14) 


( 15 ) 

















Secc. 10-2 


Ondas y líneas de transmisión 421 


Entonces, se concluye que v tiene las dimensiones de la velocidad. Esta velo- 
ddad es una característica dei medio, siendo dependiente de las constantes y e 
para el medio. Para el espacio libre (vacío), v es aproximadamente igual a 300 
Mm s~ J . 

La ecuación de onda (15) es una ecuación diferencial parcial lineal de se¬ 
gundo orden. Para aplicar la ecuación, se debe encontrar una solución parai^,. 
En los libros de texto de ecuaciones diferenciales se explican los métodos para 
resolver este tipo de ecuación. Baste decir que si tomamos la siguiente solución 
tentativa 


E y = sen P(x + mt) 


(16) 


donde P = In/k 

k = longitud de onda 
m = una constante (por determinarse) 
t = tiempo 

se encuentra al sustituir en (15) que (16) es una solución en vista de que 

m=±p (17) 

donde v es la velocidad. En consecuencia, una solución general para (15) viene a 
ser 


E y = sen P(x + vt) + sen P(x — vt) (18) 

Cada término por separado es una solución, o la suma, como en (18), es una 
solución. Esto se puede verificar al tomar las segundas derivadas de la solución 
en términos de t y x y sustituyéndolas en (15) 

Puesto que v = fk, se deduce que 

Pv = y fk = 2nf = (O (19) 

Entonces, (18) se puede expresar como 

E y = sen (px + a>t) + sen (0x — a>t) (20) 

Supóngase que el primer término de (18) se considera por sí mismo como 
una solución. Esto es. 


E y = sen p(x + vt) (21) 

El significado de (21) se puede ilustrar evaluando E y en función de x para diver¬ 
sos valores dei tiempo t . Considérese primero / = 0. Entonces E y = sen La 
curva para este instante se muestra en la figura 10-4a. Considérese en seguida la 
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/ 



í*0 (a) 

t-f ( ft ) 

‘"7 (e) 


Figura 10-4 Curvas para£ y = sen (fix + cot) en tres instantes de tiempo: t = 0, / = T/4 y t = T/2. 
Un punto P de fase constante se mueve hacia la izquierda al transcurrir el tiempo. 

situación un cuarto de periodo más tarde, esto es, t = 7/4, donde 7 es el tiem¬ 
po de un periodo. Entonces 


Pvt = 0)t = (2nf)t = Y f = Y ^ = \ ( 22 ) 


La curva para t = 7/4 u tuf = n/2 rad se muestra en la figura KMft. Medio 
periodo más tarde, t - 7/2 y a>t = n, dando la curva de la figura 10-4c. Al en¬ 
focar la atención en la cresta de una de las ondas, como se indica con el punto 
P, se observa que conforme transcurre el tiempo, P se mueve hacia la izquierda. 
De la figura 10-4 se puede interpretar la ecuación (21) como si representase una 
onda que viaja hacia la izquierda, o en la dirección x negativa. El valor máximo 
de E y para esta onda es la unidad. 

El punto P es un punto de fase constante y se caracteriza por la condición 
que 

x + t)í = constant (23) 


Al tomar la derivada respecto al tiempo de (23) se obtiene 


V 


dx 

— 4- v = 0 
dt 


dx 

di 


— v 


(24) 

(25) 


En (25), dx/dt es la rapidez de cambio de la distancia respecto al tiempo, o 
velocidad, de un punto de fase constante. En consecuencia, v es la velocidad de 
un punto de fase constante y es conocida como velocidad de fase. También se 
observa que v es negativa, lo que significa que la onda viaja en la dirección x 
negativa. 
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Considérese en seguida el último término de (18) como una solución por 
si misma. Entonces 


E y = sen P(x — vt) — sen (Px — cot) (26) 

Introduciendo valores para t = 0, Tj 4, y T/X se obtienen de (26) las curvas 
de la figura 1-5. Aqui un punto /Me fase constante se mueve hacia la derecha con 
el paso dei tiempo. En consecuencia, (26) representa una onda que viaja en la di 
rección positiva de x . 

Si se hace x — vt igual a una constante y se procede de la misma manera 
que para (24) y (25), en este caso se encuentra que 



(27) 


Entonces, la onda viaja con una velocidad v en la dirección positiva de x. 

Para resumir, un signo negativo en x + vt o en px + cot está asociado con 
una onda que viaja hacia la derecha, mientras que un signo positivo está aso¬ 
ciado con una onda que viaja hacia la izquierda. De acuerdo con esto, cuando 
se dan soluciones tanto con signo positivo como negativo, como en (18), se 
representan dos ondas, una hacia la izquierda y una hacia la derecha y la so¬ 
lución completa es la suma de ambas ondas. 

Considérese ahora con un poco más de detalle a la onda que viaje en la 
dirección x positiva. Se pueden usar varias formas que son equivalentes excepto 
por el desplazamiento de fase. Cuatro de tales formas son 


E y = sen (px — cot) 
E y = sen (cot — Px) 
E y = cos (Px — cot) 
E y = cos (cot — px) 



(a) 

( b ) 

(c) 


flgm* 10-5 Curvas para E v = sen (px - íot) en tres instantes de tiempo: t * 0, t = T/A y / = 772. 
Un punto P de fase constante se mueve hacia la derecha al transcurrir el tiempQ. 
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Si no se considera el desplazamiento de fase, cualquiera de las cuatro for¬ 
mas dadas en (28) puede seleccionarse para representar una onda que viaja en la 
dirección positiva de x. Supóngase que se escoge la forma 

E y = cos (cot — Px) (29) 

Hasta aqui Se ha supuesto que la amplitud máxima de £ } ,es la unidad. Si 
ahora la amplitud máxima se representa como E 0 , se tiene 

E y = £ 0 cos (cot — fix) (30) 

Puesto que / = l/7\ (30) puede expresarse en una forma en la que el 
periodo T aparezca explícitamente. Para tener simetria, sea también P = 2 n/X, 
obteniéndose 

E y = E 0 cos^27t y~ 2n jj ( 31 ) 

Estas expresiones, (30 y (31), representan una onda que viaja en la direc¬ 
ción positiva de x. Las expresiones correspondientes a una onda que viaja en la 
dirección x negativa son 



E y = E 0 cos (cot + Px) 

(32) 

y 

Ey = E 0 cosÍ27r j + 2jt 

(33) 


Las soluciones de la ecuación de onda dadas con (30) y (32) son soluciones 
trigonométricas. También puede expresarse la solución en forma exponencial . 
Entonces 


E y = E 0 e j< "“ ±llx) (34) 

en donde se entiende que el valor instantâneo dei campo está dado por la parte 
real (o imaginaria) de la función exponencial. Por lo tanto, tomando la parte real 
(Re), se tiene 


E y = £ 0 Re e J{u> ' " x) = E 0 cos (cot - px) (35) 

Se ha visto que x — vt es una constante para un punto de fase constante en una 
onda viajera. Se concluye que cot — px es una constante. Esto es, t y x deben 
variar juntas, de manera que 


cot — px — constante 


(36) 
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Al derivar (36) con respecto al tiempo se determina la velocidad dei punto de fase 
constante, como se hizo en (24), lo cual da 


CO 




(37) 


o bien 


clx _CO 

Tt~~p 


(38) 


Entonces, la velocidad de fase, o velocidad de un punto de fase constante, 
está dada por oj/(í. Que w/p tiene las dimensiones de velocidad es más claro si 
se vuelve a expresar en la forma 

j-àfi =v ~ v ' lodih,d m 

donde a> = frecuencia en radianes — 2 nf, rad o grados 
P = constante de fase = 2 ti/A, rad rrT 1 
/ = frecuencia, Hz (ciclos s“*) 

A = longitud de onda, m 

Así pues, el producto A/ tiene las dimensiones de longitud de onda (distancia) 
por la frecuencia (reciproco dei tiempo) que es la distancia entre tiempo, o sea la 
velocidad. 

Según (14), esta velocidad (de fase) v es 


co 1 



(ms x ) 


(40) 


La ecuación (40) da la velocidad de fase de una onda en un medio no limitado 
de permeabilidad fi y permitividad c. Para el espado libre (vacio) la velocidad 
es una constante bien conocida (normalmente designada como c) igual a la 
velocidad de la luz . Entonces 

c = 1 _ = 299.79 Mm s -1 (medida) ~ (41) 

v/ 1 o e o 

La unidad dei SI para la permeabilidad en el vacio es 


/i 0 = 400 tt nH m 1 (exactamente por definidón) 


Por lo tanto, dei valor de la definición de y el valor medido de c, la per¬ 
mitividad en el vacio e 0 es 
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f 0 = -i-* = 8.85 pFm” 1 (42) 

Ho ? 2 

La ecuación de onda (12) es para un medio sin pérdidas (o = 0). En la 
situación más general, para un medio que no es sin pérdidas (<r finita), las ecua- 
ciones de rotacional de Maxwell son 



ÕH Z 

ôx 

= aEy + e ~dF 

(43) 

y 

ôE y 

ôx 

ÕH Z 
= ~ ti ~õT 

(44) 

o en forma fasorial 

ÕH Z _ 
õx 

-(a + j(út)E y 

(45) 

y 

II 

üfl * 

cs 1^ 

-jionH z 

(46) 


Al derivar (46) respecto axy sustituyendo (45) se llega a 

= U 0 *! 10 ~ o} 2 nt)Ey (47) 

õx 

Esta es la ecuación de onda en E y para una onda plana en un medio conductor. 
Como antes, estas ecuaciones son para una onda polarizada linealmente (E en la 

dirección de >0 y que viaja en la dirección de x. , 

El espacio puede considerarse como un arreglo de lineas de transmisión de 
celdas de campo, como en la figura 10-6. Si la atención se centra en una sola 
celda de línea de transmisión, las superfícies superior e inferior de la celda 
puede considerarse que consisten en cintas conductoras de ancho w y de lon- 
gitud infinita en la dirección de propagación de la onda (dirección x, hacia 
afuera de la página). Recordando los primeros capítulos, se sabe que para cel¬ 
das de campo la inductancia L por unidad de longitud (en la dirección x) es 
igual a la permeabilidad \i dei medio, la capacitancia C por unidad de longitud 
es igual a la permitividad £ dei medio, y la conductancia G por unidad de lon¬ 
gitud es igual a la conductividad o dei medio, puede escribirse 

L = fi = inductancia por unidad de longitud, H m 1 
C = t = capacitancia por unidad de longitud, F m 1 
q = a = conductancia por unidad de longitud, U m 1 
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H(«ra 10-6 El espado se puede considerar como un arreglo de líneas de transmisión de celdas de 
empo como en (a). En (£>) se muestra una celda de campo en perspectiva. E estã en la direcciòn>y 
■en la dirección z. 


donde los símbolos L, C y G se entienden ahora como cantidades distribuídas , 
esto es, por unidad de longitud. 

Introduciendo L, C y G en (47), se obtiene 


ô 2 E, 


~ - (jioLG - co 2 LC)E y = 0 

(48) 

ô 2 E.. 


d J joiL(G + j(oC)E y - 0 

(49) 


litfegrando E y (= |E|) entre las cintas superior e inferior se obtiene la diferencia 
de potencial V(^= E v h, or E v = Vfh\ de manera que (49) se puede expresar 

como 

Õ 2 V 

^2 - ;^ L ( G + = o (50) 

Esta ecuación diferencial es la ecuación de onda para una línea de transmisión 
de celdas de campo en términos de la tensión V entre las cintas conductoras. 

Se ha supuesto que las cintas conductoras no tienen pérdidas (resistência 
oero). Para resistência finita R por unidad de longitud, su efecto puede incluirse 
cscribiendo (50) como 


d 2 V 

- (G + j(oC)iR + jo>L)V = 0 


(51) 
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Esta expresión puede simpliflcarse quedando 

' >1V _ YZV =0 

ÔX 2 


(52) 


- 1 
- 1 


~ 1 


donde y = G + jcoC = G +{ B y U ™ 

2 = R + jcoL = R + ^ m 

donde Y = admitanciaen derivación. U m- 

z = impedancia en sene, Í1 m t 

G = conductancia en denvación, tJ ^ 

C = capacitancia en derivaaon, Fm 
g = — susceptancia en denvació , 

# =: resistência en serie, Q m _ 1 
£ ^ inductanda en serie, H m _ t 
^ ^ ^ = reactancia en serie, í) m 

NOtese que todos estos parâmetros son cunhar d,» esto es, por 
"" id B“ U comenrando eon de 

pacial, se ha desarroüado la ecuaa de circuito d e resistência e m- 

dos conductores en términos de p - ia en derivación por umdad de 
ductancia en serie y condu ^.fJ ra u P na seC ción de ia linea de transmtstón se 
".“iíKTlSySr parâmetros R, L,Gy C. como se indica. 



, l8 „„ .07 Circuito «uWcotc » — d ' * 

transmisíón- 


Sente / en cada conductor y estaria dada por 


3*1 
ôx 2 


- ZY1 = 0 


(53) 


Al pasar de un proeedim/fn^r ^poj^o anM.^ann ^ „ de 

" í£5S po"^ donde , es la eorrien.e en la linea (véase Fl g . ,»-*»■ • 

símbolos 
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d 


V 

L- 

— dx —■ +\ 


Figura 10-8 Sección de una línea de trans- 
3 misión infinita de dos hilos (o dos conduc- 
tores). 



(54) 


En forma semejante, el cambio de corriente en la longitud dx de la linea es igual 
a la corriente en derivación VY entre los conductores multiplicada por dx, o 




Al derivar (54) y (55) respecto a x queda 


(55) 


d 2 V 

.dZ 

_ dl 

dZ 


dx 2 

= 1 d^ + z Tx- 

1 ~ —f- ZVY 
dx 

(56) 

d 2 l 

..dY 

dV 

dY 


dx 2 

dx + Y dx 

v— + y/z 

dx 

(57) 


Para una línea uniforme (no hay variación deZof respecto a x), (56) y (57) se 
reducen a 


d 2 V 

^~ ZYV = 0 (58) 

d 1 ! 

d?~ Zt ‘ = ° < 59 > 

que son idênticas a (52) y (53) de las obtenidas antes con las ecuaciones de 
Maxwell aplicadas a una línea de transmisión de celdas de campo. 


10-3 LÍNEAS DE TRANSMISIÓN COAXIALES, 

DE DOS HILOS Y DE CELDAS DE CAMPO 

Antes de proceder con el desarrollo de una teoria de las lineas de transmisión, es 
importante considerar cómo se relacionan las lineas espaciales de transmisión de 
celdas de campo con las lineas de transmisión reales de dos conductores. 
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Como se muestra en ta figura 10-9a, un arreglo de Imeas de transmisión de 
celdas de campo puede representar una onda espacial que se propaga hacia 
afuera de ta página con E (Hnea continua) y H (linea punteada) como se indica. 
La presencia de las cintas conductoras no afecta a la onda puesto que las cinta 
son perpendiculares a E y paralelas a H. Considérese ahora un grupo de muchas 
Tda P s ToTocadas lado con lado, como en ta figura 10-96. conectar la¬ 
minas conductoras continuas superior e inferior. La onda entre las laminas es 
una onda plana con E y H idênticos que en el caso de la onda espacial, per 
las lâminas son de extensión infinita, ahora se tiene una linea de transmisión de 
planos^paralelos infinitos. Si se toma nna secctón de esta Unea de ancho »,, 

como se muestra en perspectiva en (c) y en seccion trans “ r “ “S^iándo am- 
do las laminas hacia afuera, separândose entre si como en (e), o doblando 


Arreglo de líneas de transmisión 
de celdas de campo 
(onda espacial) 



K (a) 


Planos 

paralelos 

infinitos 





Linea de cinta 


d) 


Linea de microcinta 

r ~ í— oi 


ligara 10-9 Evolución de Uneas de transmisión bifilar, coaxiales y microcinta partiendo de Uneas de 
transmisión de celdas de campo. 
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bas en la misma dirección como en (g), se termina con la línea de transmisión de 
dos conductores de (/) y la línea coaxial de ( h ). Sin embargo, si la lâmina su¬ 
perior de la línea de (c) y (d) se reduce en acho como se sugiere en (/*) y se in- 
troduce material dieléctrico entre ella y la lâmina inferior, como en (/), se ob- 
tiene una línea de transmisión de microcinta, un tipo de línea que se usa mucho 
en circuitos integrados. 


10-4 LlNEA DE TRANSMISIÓN UNIFORME INFINITA: 
IMPEDANCIA CARACTERÍSTICA 


Al continuar con el análisis de líneas de transmisión, considérese una línea 
uniforme de dos conductores de extensión infinita, como el de la figura 10-8. 
Las ecuaciones (10-2-58) y (10-2-59) son las ecuaciones diferenciales básicas, o 
ecuaciones de onda, para una línea de transmisión uniforme. En terminologia 
matemática, son las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con 
coeficientes constantes. Constituyen la forma más general de expresar la ley 
natural que relaciona la variación de la tensión y la corriente con la distancia a 
lo largo de una línea de transmisión uniforme. Sin embargo, no dice nada acer¬ 
ca de la distribución de la tensión o la corriente en una línea de transmisión es¬ 
pecífica. Para ello, primero debe obtenerse una solución apropiada para las con¬ 
diciones impuestas. Como solución tentativa de (10-2-58) sustitúyase 


para la cual 


V = e yx 


d 2 V 

dx 2 


= y l e yx = y 2y 


Por lo tanto, (10-2-58) pasa a ser 

(y 2 - ZY)e yx = 0 

y y 2 - ZY = 0 


(D 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


La e cuac ión (4), conocida como ecuación auxiliar, tiene dos raíces no iguales 
-+- \/ZY y - yJZY. de modo que la solución general para (10-2-58) es 


V = C, exp (jZYx) + C 2 exp (- v ZV .v) (5)t 

donde y C 2 son constantes. Entonces (1) es una solución ya que y — ± v ZY. 

Si (10-2-59) se resuelve en la misma manera que (10-2-58), se obtiene una 
solución para / semejante en forma a (5) pero teniendo dos constantes más. En 


Léase exp t\ : i v) como xxxxx 
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lugar de resolver para I en esta manera, se procede de otra forma para consi¬ 
derar el problema y obtener una solución para I al usar (5). Para hacerlo, se 
deriva (5) respecto a jc. Recordando también (10-2-54), asi 

^ = C ly /ZYexp{y/ZYx) - C zs /ZYcxp (- X ÍZYx) = IZ (6) 
de la cual se concluye que 

/ = Sl— exp (y/ZY x) - exp (- yfZYx) (7) 

v /z/y v ' y /z/Y 

Esta es una solución para la corriente. Para evaluar las constantes, se nota en 
(5) que para* = 0, 

V = C l + C 2 (8) 

donde V es la tensión instantânea en el punto jc = 0 sobre la línea. Puede con- 
siderarse esta tensión como la suma de dos tensiones que, en general, son de¬ 
siguales en amplitud y varían armónicamente respecto al tiempo. Sean V 1 y V 2 
las amplitudes de las tensiones. Las cantidades C, y C 2 son constantes respecto a 
jc pero pueden considerarse variables respecto al tiempo. Entonces puede poner- 
se Ci = y C\ = V 2 e JVJl . Sustituyendo éstas en (5) y (7) queda 



V = V í e i ‘”' exp (y/ZY x) + V 2 e Jí “' exp (-y/ZYx) 


y 

V.e Jml ,— V 7 e J0 " ,— 

' = v /zr^ xp(v ZYx) - jzrY expi -^ x> 

(10) 

La cantidad N /ZT = y se llama constante de propagación . En general es 
compleja, con una parte real a llamada constante de atenuación y una parte 
imaginaria fí conocida como constante de fase . Entonces 


7 = y/ZY = z+jP 

(11) 

o bien 

a = Re y/ZY Npm 1 

(12) 

y 

P = Im yjZY rad m 1 

(13) 

Introduciendo (11) en (9) y (10) y reacomodando, se obtiene 



y — y çtxçjiwt + px) y^ç-zXçjívH-ftx) ^ 

(! 4) 

y 

V 14, 

r r * . .i-v hoi + tix) 2 . - i-v j< ou - ll.x ) 

JW y/ZfY 

(15) 
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La ecuación (14) es la solución para la tensión en la línea de transmisión. 
La solución tiene dos términos. El primer término, que contiene cot + /Jx 
representa una onda que viaja en la dirección de x negativa a lo largo de la 
línea. La magnitud de esta onda en x = 0 y t = 0 es V u y el factor e ax indica 
que esta onda disminuye en magnitud al avanzar en la dirección x negativa. El 
segundo término que comprende cot — /?x, representa una onda que viaja en la 
dirección jc positiva a lo largo de la línea. La magnitud de esta onda en x = 0 y 
/ = 0 es K 2 , y el factor e' 1 * indica que esta onda disminuye en magnitud cuando 
avanza en la dirección jc positiva. Los factores e xx y e~ ax son factores de ate - 
nuación , siendo a la constante de atenuación. Los factores e jia>í+fix) y e Jíait ~ Px) 
son factores de fase, siendo P la constante de fase . 

La solución para la corriente en (15) tiene también dos términos, represen¬ 
tando el primero de ellos una onda de corriente que viaja en la dirección x 
negativa y el segundo término una onda de corriente que viaja en la dirección 
positiva de x 

Entonces, la tensión total o la corriente total en cualquier punto es la resul¬ 
tante de las dos componentes de las ondas viajeras. 

Limitando la atención ahora a una onda simple que viaja en la dirección 
negativa jc como está representada por los primeros términos de (14) y (15), se 
advierte que V e / son funciones idênticas de jc y /. Las amplitudes difieren. 
Tomando la razón de la tensión V a través de la línea a la corriente / a través de 
la línea para una sola onda viajera, se obtiene una impedancia Z 0 ,que se de¬ 
nomina impedancia característica de la línea. Esto es, 



Esta impedancia es una función de los parâmetros de la línea de impedancia en 
serie Z por unidad de longitud y la admitancia en derivación Y por unidad de 
longitud. Desarrollando Z y Y como en (10-2-52), se obtiene de (16), 



(17) 


Cuando R y G son cero (línea sin pérdidas) o cuando la frecuencia es grande, de 
maneia que coL R y coC > G,i (17) se reduce a 



donde Z 0 = 

L = 
C = 


impedancia característica, í) 
inductancia en serie, Hm' 1 
capacitancia en derivación, F m 


En (18) Z, j es enteramente real, o resistiva, de manefa que en este caso 
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Tabla 10-1 Impedancia característica de lineas de transmisión 


Condición 

Impedancia característica, Q 

Caso general 

jz Ir 4 jwL 

° ~ yjY~ V G + jtúC 

Pérdidas pequefias 


Caso sin pérdidas, R = 0, C = 0 

ÍL 

Zo = 1— — Ro 


puede hablarse de la resistência característica R 0 de la línea. Es decir, en este 
caso 



(19) 


En general, cuando no puede despreciarse a R y G, Z 0 es compleja y de- 
bería usarse el término impedancia característica . 

Cuando R y G son pequenas, pero no lo suficientemente pequenas como 
para despreciarse, (17) se puede volver a expresar aproximadamente en la si- 
guiente forma: 



Así Z 0 para este caso es, en general, compleja. Sin embargo, si 

G R 
C L 


( 20 ) 


( 2 !) 


Z 0 es real. Esta situación es la condición de Heaviside para una línea sin distor- 
sión. 

Las relaciones desarrolladas arriba para la impedancia característica de una 
linea de transmisión uniforme se resumen en la Tabla 10-1 

La velocidad de fase v de una onda que viaja en la línea está dada por o jl 
Esto es. 


O) 



0) 

Im y 


OJ 

Im ~ÍZY 


(22) 
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Si la línea no tiene pérdidas (R = 0 y G = 0) o R -4 ojL y G <4 ojC, 


<i) 1 

~ (o^ÍLC ~ y/LC 


donde L = inductancia en serie H m 1 

C = capacitancia en derivación, F m 


(23) 


10-5 IMPEDANCIA DE LlNEAS DE TRANSMISIÓN 
Y DE MÉDIOS 


Como se explica en la sección 10-4, la impedancia característica de una línea de 
transmisión es igual a la razón de la tensión V a través de la línea a la corriente I 
a través de la línea para una sola onda viajera, o sea 

2o = y («) (D 


Para una línea de transmisión de celdas de campo (véase Fig. 10-6), V= Eh 
e / = Hw, donde E es la intensidad de campo eléctrico y H es el campo mag¬ 
nético. Puesto que la altura h y el ancho w de una celda de campo son iguales, 
la impedancia característica de una línea de transmisión de celdas de campo es 


V _ _ E 

~ I ~ Hw~ H 


(Q) 


( 2 ) 


Según (10-4-19) la impedancia característica Z 0 de líneas de transmisión sin pér¬ 
didas (incluyendo las líneas de transmisión de celdas de campo) es 



En (3) la impedancia característica Z 0 se expresa en cantidades de circuito. 

Para una línea de transmisión de celdas de campo, L = n y C = c, de 
manera que su impedancia puede expresarse en términos de cantidades de cam¬ 
po como 



y de (2) como s 



(5) 
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Aqui Z 0 es llamada impedancia intrínseca dei medio para distinguirias de la im- 
pedancia característica de una línea de transmisión. Entonces, la impedancia 
característica de una línea de transmisión de cetdas de campo es igual a la im¬ 
pedancia intrínseca dei medio. Si el medio es el vacío, se tiene 

4tt x 10~ 7 Hm_j = 376731 ~ 12 07 T (íí) (6) 
8.85 x 1(T 12 Fm -1 

Este valor (376.7 íl) es la impedancia intrínseca dei vacío o espado vacío. 

En la situación más general en que el medio es conductor, se tiene, por 
comparación con el caso de línea de transmisión equivalente, que la impedancia 
intrínseca está dada por 




/ J<*>H 
a + jcoe 


(O) 


(7) 


En (6) Z Q es real (resístiva), pero en (7) es compleja. t 

Los conceptos de impedancia intrínseca y de líneas de trnasmisión de celdas 
de campo son útíles en relación con la determinación de la impedancia carac¬ 
terística de tineas de transmisión sin perdidas que operan en el modo TEM. En 
un mapa de campo, cada cuadrado (o cuadrado curvilíneo) representa la sec- 
ción transversal de una línea de transmisión de celdas de campo de impedancia 
característica y/fjt/l. La impedancia característica de una línea de transmisión es 
entonces 



donde N s = número de celdas en serie 

N p = número de celdas en paralelo 


Para el aire, yjn/t = 376.7 Q. 


t Si el medio tiene tanto pérdidas por conductividad como pérdidas por histéresis dieléctrica, en¬ 
tonces el denominador de (7) se vuelve <r + jo)(e' - jc”). Si se prosigue y se define una permitividad 

general f = £' — At" + ff/oj), entonces la expresión simple para la impedancia Z 0 = puede 
aplicarse en general. 

La permeabilidad también puede ser compleja; esto es, /í = \i‘ - jn*. Introduciendo en (7) esta 
permeabilidad compleja, la impedancia intrínseca es 


J' 


ifíJ/i + JOJfi 
cr + jux 


(íi) 


( 8 ) 


Por comparación con (10-4-17) para la línea de transmisión, se vuelve claro que ío/j" es análoga a la 
resistência en serie. 
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Considérese la línea de cinta de la figura 10-10ff con tres celdas en paralelo 
directamente bajo la cinta (w/h = 3) y celdas adicionales en paralelo debidas a 
la deformacion dei campo en los bordes. Tomando dos celdas para representar 
el campo en los bordes, la impedancia característica de esta línea está dada 
aproximadamente por 


ÍJQ — 


377 
3 + 2 


= 75 Q 


( 10 ) 


En general, para líneas de cinta con w mayor que la altura h (w > //), la im¬ 
pedancia característica es aproximadamente 


Zq — 


377 


(w/h) + 2 


Q 


OGfl) 


donde w = ancho de cinta 

h = altura sobre el plano de tierra (en las mismas unidades que w) 

Para cintas de ancho w menor que la altura h, puede usarse la fórmula para 
un solo conductor arriba de un plano de tierra (con imagen debajo), tomando 
la impedancia como la mitad de la línea de dos conductores correspondiente, o 
sea 

z 0 ~ 138 log 8 - Q (II) 

w/h 


Cinta 

metálica 



Cinta 

metálica 


Flujo total 
en dieléctrico 


Campo deformado 
parcialmente en el 
aire y en el 
dieléctrico 



Lâmina conductora 


ib) 


Figura 10-10 (a) Línea de transmisión de 
cinta, (ó) Línea de transmisión de mi- 
crocinta con cinta conductora de ancho w 
montada sobre un substrato dieléctrico de 
altura (o espesor) sobre una lâmina con¬ 
ductora plana. 
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siendo considerada la cinta plana equivalente a un conductor circular con un 
diâmetro d de la mitad dei ancho w de la cinta (w = 2d). fCompárese (11) con 

( 26 ).] 

En muchas aplicaciones de líneas de transmisión las cintas metálicas se 
colocan sobre un sustrato dieléctrico, como en la figura 10-106. Para este 
arreglo, denominado línea de microcinta, la impedancia característica será 
menor que con un dieléctrico de aire y estará dada aproximadamente por 


Z 


o — 


377 

yfcHw/h) + 2 ] 


(11a) 


donde e r = a la permitividad relativa dei material dei sustrato. Puesto que el 
campo en los bordes está sólo parcialmente en el dieléctrico, (11 a) es una buena 
aproximación dentro de un pequeno porcentaje solamente si w > 2h. Tanto 
(10a) y (1 Ia) se aproximan a la exactitud en la medida que la relación w/h se hace 
mayor. 

Al dividir la sección transversal de una línea de transmisión en cuadrados cur¬ 
vilíneos por medio de las técnicas de trazado de mapas de campo, la impedancia 
característica de cualquier forma de línea en el modo TEM sin pérdidas puede 
determinarse por este método. A partir dei mapa de campo también puede deter- 
minarse la inductancia por unidad de longitud y la capacitancia por unidad de lon- 
gitud con el número de celdas en serie y en paralelo. Entonces, 


N s 

Inductancia por unidad de longitud = L = —^ 

(Hm" 1 ) 

(12) 

N 

Capacitancia por unidad de longitud = C = ~ f 

-* ^ X 

(Fm' 1 ) 

(12a) 


Conductor 



Figura 10-11 Línea de transmisión coaxial 
con conductor externo cuadrado mostran¬ 
do mapa de campo para un octante. Los 
mapas de campo para los otros octantes 
son iguales (o imágenes de espejo). Hay 
4.4 celdas de campo en serie y 3 x 8 = 24 
en paralelo. 
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Papel de resistência 
R s Í2 por cuadro 



Lfnea coaxial 
pintada en papel de 
resistência 


Figura 10-12 Determinación de impedancia carac¬ 
terística de línea de transmisión con medición sim- 
ple en cc. 


La impedancia característica de líneas de transmisión sin pérdidas de cual- 
quier forma se puede obtener también por una simple medición de corriente 
continua (cc). Por ejemplo, si se desean encontrar los parâmetros de la línea 
coaxial con conductor externo cuadrado, mostrada en sección transversal en la 
figura 10-11, con este método, la sección transversal dei conductor se dibuja a es¬ 
cala con una pintura conductora (como la pintura de plata) sobre una hoja de 
papel resistência (Teledeltos), de resistência uniforme R s por cuadro, como se 
sugiere en la figura 10-I2.;T Luego, conectando las terminales de un óhmetro a los 
conductores interno y externo, como se indica, puede medirse la resistência R m en 
corriente continua. 

Puesto qu eR m = ( NJN P )R S y RjR s = N s /N p , se sigue que 


Rm 

RÍ 

Rs 

R„ 


Impedancia característica = Z 0 


A [Rm 

c Kv 


(Hm- 1 ) 

(13) 

(Fm" 1 ) 

(14) 

(ÍJ) 

(15) 


donde R s es la resistência de un pedazo cuadrado dei papel de resistência medido 

entre bordes opuestos. _ _ _ 

Entonces, si la línea está llena de aire, y/lt/e = v //^"/f 0 = 376.7 H y (15) se 
convierte en 


376.7 

z °-~r 7 r ” 


(O) 


(16) 


t Puesto que sólo la forma es importante , la sección transversal se puede hacer a una escala con¬ 
veniente. 











442 Electromagnetismo 


Cap. 10 


h- D -1 

0 0 


Figura 10-14 Línea de transmisión bifilar o de dos hilos. 


En una forma similar, la impedancia característica se puede obtener para 
una línea de dos hilos (también llamada bifilar ), como en la figura 10-14. Así, si 
D $> a, se tiene 


Z 0 = - í ln- = 0.73 ílog- (íí) (24) 

n\J e a yj e a 

Si no hay material ferromagnético presente, /j = y (24) se reduce a 

Z 0 = ^£ log- (íí) (25) 

A a 

donde e r = permitividad relativa dei medio 

D = espaciamiento entre centros (véase Fig. 10-14) 
a = radio de conductor (en las mismas unidades que D) 

Si el medio es el aire, e r — 1 y (25) pasa a ser 

Z 0 = 276 log — (íí) (26) 

a 

Las impedancias características obtenidas arriba se resumen en la tabla 10-2. 

Se supone a lo largo de esta sección que la línea no tiene pérdidaà (o sea 
R < coL y G (oC) y también que las corrientes están confinadas a las superfícies 


Tabla 10-2 Impedancia característica de líneas coaxiales y de dos hilos 


Tipo de linea 


Impedancia característica, £2 


Coaxial (llena con un medio de permitividad relativa de c r ) 
Coaxial (llena de aire) 


138 b 

Z 0 = log - (véase Fig. 10-13) 


Z 0 = 138 log- (véase Fig. 10-13) 


Dos hilos (en un medio de permitividad relativa t r ) (D a) Z 0 = log — (véase Fig. 10-14) 

D 

Z 0 = 276 log - (véase Fig. 10-14) 
a 


Dos hilos (en aire) (D > a) 
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Ondas componentes 

Onda Onda Onda 

total incidente reflejada 


1 Io h 



z~x x-0 


Figura 10-15 Linea de transmisión ter¬ 
minada. 


de los conductores a que se refieren los rádios. Esta condición es aproximada a 
altas frecuencias en virtud de la pequena profundidad de penetración. Esta con¬ 
dición también puede ser aproximada a bajas frecuencias con el uso de tubos de 
pared delgada. Se supone también que las líneas operan en el modo TEM. 


10-6 LlNEA DE TRANSMISIÓN UNIFORME TERMINADA 

Hasta aqui se han considerado sólo líneas de longitud infinita. Ahora se es- 
tudiará la situación en que una linea de impedancia característica Z 0 este ter¬ 
minada en una impedancia de carga Z L , como en la figura 10-15. La carga está 
en x = 0 y la distancia x positiva se mide hacia la izquierda a lo largo de la 
linea. La tensión total y la corriente total se expresan como la resultante de dos 
ondas viajeras que se mueven en direcciones opuestas en una linea de trans¬ 
misión infinita. Sin embargo, en la linea terminada, la onda hacia la derecha 
puede considerarse como la onda incidente y la onda hacia la izquierda como la 
onda reflejada, relacionando ésta con la onda incidente por medio de la impedan¬ 
cia de carga Z L . 

En un punto de la linea a una distancia x de la carga, denótese a la tensión 
entre los alambres y a la corriente que pasa por uno de los alambres, a causa de 
la corriente incidente que viaja hacia la derecha, como V 0 e / 0 , respectivamente. 
Sean V ] e la tensión y la corriente debidas a la onda que viaja hacia la iz¬ 
quierda y que es reflejada desde la carga. La tensión resultante V en un punto 
de la linea es igual a la suma de las tensiones V 0 y V x en el punto. Esto es, en 
notación fasorial 


V=V 0 + V 1 (1) 

4nde y 0 = \V n \e vx 

V\ = \v i \e~' x + Ji 

7 = constante de propagación = a + jfj 
ç = desplazamiento de fase en la carga 












444 Electromagnetismo 


Cap.JO 


En la carga (x = 0) se tiene V 0 = \ V 0 \ y V 1 = | V x \e* 4 = | V t \ Lí de manera que 
en la carga 


K 

Vo 



Pv 


( 2 ) 


J 

donde p v es el coeficiente de reflexión para la tensión (adimensional). Se sigue 
que 


V=\V 0 \(e? x + p v e-'n ( 3 ) 

La corriente I resultante en un punto de la línea es igual a la suma de las 
corrientes / 0 e I v en el punto. O sea, 

/ = / o + /i (4) 


donde J 0 = \I 0 \e yx ~ jô 

/j = \I 1 \e‘ yx+M ~ â) 

ô = diferencia de fase entre la corriente y la tensión 
En la carga 


h 

/o 



Pi 


(5) 


donde p t es el coeficiente de reflexión para la corriente (adimensional). Se sigue 
que 


/ = \I 0 \e~ ji (e yx + Pie' /X ) ( 6 ) 

Ahora p v y pueden expresarse en términos de la impedancia caracterís¬ 
tica Z 0 y la impedancia de la carga Z L . Así, se advierte que en cualquier punto 
de la línea 


Zo 


— = LS = — ~ 
/o |/ 0 I 1 1 


l 



mientras en la carga (x = 0) 



(7) 


(8) 
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Se concluye de (4) que en la carga 


V 

Z~L 




^ 0-^1 

Z o 


(9) 


Pero V = V 0 + Vi ; de manera que se tiene 


K±K = Vo^Vi 
Z L z 0 


( 10 ) 


Despejando la ecuación para encontrar VJV 0 queda 



( 11 ) 


Para impedancias de carga Z L reales que varien de 0 a oo, p v varia de —1 a + 1 en 
valor. 

En forma semejante puede demostrarse que 


Pi 


^ ’_L Z Q 

Zl + Z 0 


~Pv 


( 12 ) 


La razón V/I en cualquier punto x de la línea da la impedancia Z x en el 
punto viendo hacia la carga. Al tomar esta relación e introduciendo la relación 
(12) en (6) para /, se obtiene 


1 \Io\ e yx ~ P v e ,x 

Notando (7) y (11) puede volverse a expresar a ésta como 


(13) 


Zl + Zo tanh yx 
Z 0 + Z L tanh yx 


(O) 


(14) 


donde Z v = impedancia a la distancia x viendo hacia la carga, Q 
Z 0 = impedancia característica de la linea, íl 
Z L = impedancia de la carga, O 
y = constante de propagación = a + jfi , m” 1 
x = distancia desde la carga, 

Esta es la expresiôn general para la impedancia de la línea Z^ en función de la 
distancia x medida desde la carga. 
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Si la línea está en circuito abierto, Z L = oo y (14) se reduce a 


Z x 


Zo 

tanh yx 


Z 0 coth yx 


(15) 


Si la línea está en cortocircuito, Z L = 0 y (14) se reduce a -> 

Z x = Z 0 tanh yx (16) 


Hay que observar que, en general, y es compleja ( = a 4 - y/í). Entonces 


o bien 


tanh yx = 


senh otx cos /Jx + j cosh ax sen fix 
cosh ax cos fix + j senh ax sen fix 


tanh yx = 


tanh ax + j tan fix 
1 + j tanh ax tan fix 


(17) 

(18) 


Nótese que el producto de la impedancia de la línea çuando está en circuito 
abierto y cuando está en circuito cerrado es igual al cuadrado de la impedancia 
característica; o sea, 



(19) 


donde Z oc ,= Z x para línea en circuito abierto (Z L = oo) 

Z sc = Z x para línea en cortocircuito ( Z L = 0) 

Si la línea no tiene pérdidas (a = 0), las ecuaciones anteriores se reducen a 
las siguientes: En general. 


Z L +jZ 0 tan/?x 
x °Z 0 +jZ L tan px 


( 20 ) 


Cuando la línea está en circuito abierto (Z L = x ). 



Cuando la línea está en cortocircuito (Z L = 0), 


Z x = jZ 0 tan fix 


( 21 ) 


( 22 ) 
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x 


Figura 10-16 Línea de transmisión terminada. 


Nótese que (19) se satisface también en la línea sin pérdidas. Mas aún, la im- 
pedancia para una línea sin pérdidas en circuito abierto o en cortocircuito es 
una reactancia pura. 

Las relaciones de impedancia desarrolladas antes se aplican a todas las 
lineas uniformes de dos conductores, como las líneas de dos hilos y las coa- 
xiales. Dan la impedancia de entrada Z x de una línea de transmisión uniforme 
de longitud x y de impedancia característica Z 0 terminada en una carga Z L 
(véase la Fig. 10-16). Estas relaciones se resumen en la tabla 10-3. 

En una línea sin pérdidas la razón de Ondas estacionarias de tensión 6; está 
dada por 



(23) 


Se sigue que 



1 +(ini/l^ol) 

1 -(WI/IKol) 


(24) 


Pero 



(25) 



y asi 


(26) 


Tabla 10-3 Impedancia de entrada de línea de transmisión terminada t 


Condidón de carga 


Caso general (a ^ 0) 


Caso sin pérdidas (a = 0) 


Z. + tanh vv 


Z, + JZ 0 tan fíx 
Z Q + jZ L lan px 


Cualquier valor de carga Z L 
Línea de circuito abierto 



(Z L = ao) 

cortocircuito ( Z L = 0) 


Z x = Z 0 coth yx 
Z. = Z 0 tanh yx 


Z x = —jZ 0 cot px 
Z x = jZ Q tan px 


t y = a + jp , donde a = atenuación en nepers por metro y p = 2%/X =' r constante de fase en ra- 
dianes por metro, donde Â es la longitud de onda. 
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£ 


Z 


i 


Figura 10-17 Union de líneas de trans- 
misión de diferente impedancia carac¬ 
terística. 


donde es el coeficiente de reflexión para la tensión. Esta relación es idêntica a 
la dada por (10-13-16) para la ROET de ondas planas. Despejando (26) para en¬ 
contrar la magnitud dei coeficiente de reflexión da 


VSWR - 1 
- VSWR + 1 


(27) 


Con frecuencia es de interés conocer la tensión V en la carga en términos de 
la tensión V 0 de la onda incidente. Esta es conocida como el coeficiente de trans- 
misión para !a tensión x ,. Esto es, en la carga 


V 

V = t,. V 0 or t,. = — 

v o 


(28) 


l,a impedancia de la carga puede ser un elemento determinado, como se sugiere 
en la figura 10-15 o en la figura 10-16, o puede ser ta impedancia presentada por 
oira línea de impedancia característica Z t , como se sugiere en la figura 10-17. 
En el último caso (28) da la tensión Váe la onda transmitida más allá de la unión. 
Se puede demostrar que el coeficiente t, se relaciona con Z L y Z 0 por 

medio de 


2Z, 

z,, + z 0 


1 + (>i 


(29) 


donde Z L = impedancia de carga presentada a la línea de impedancia carac¬ 
terística Z„ 

p l = coeficiente de reflexión para la tensión 

Cuando Z L varia de 0 a co. r, varia de 0 a 2. 

Se concluye que el coeficiente de transmisión para la corríente x, está dado 

por 


/ = 7Z„ 

l o Z () + Z t 


+ l’i 


(30) 


Cuando Z, varia de 0 a oo. r ; varia de 2 a 0. 










Secc. 10-7 


Ondas y líneas de transmisión 449 


Tabla 10-4 Relaciones para coeficientes de reflexión y 
transmisión 


z — z 

Coeficiente de reflexión para la tensión p v = — - -- 


Z — Z 

Coeficiente de reflexión para la corriente p, = — -- = -p v 


2 z 

Coeficiente de transmisión para la tensión t„ = 9-V =!+*>, 


Coeficiente de transmisión para la corriente t, = —-—- = 1 + p { 


Relación de onda estacionaria de la 
tensión (ROET) 


1 + \py\ _ J + \pi\ 

I-Wl-Iftl 


Magnitud dei coeficiente de reflexión 



Las relaciones para los coeficientes de reflexión y transmisión desarrollados 
en esta sección se resumen en la tabla 10-4. 


10-7 COEFICIENTE DE REFLEXIÓN, LlNEA 
RANURADA Y DIAGRAMA DE SMITH 

En general, para cualquier impedancia de carga Z L en la que termina una línea 
de transmisión, existirá una onda reflejada con coeficiente de reflexión p, y 
una razón de ondas estacionarias de tensión (ROET) relacionada como sigue: 


| tensión reflejada | ROET — 1 


(0 


I tensión incidentel ROET + 1 


donde la ROET es la razón de la tensión máxima a la mínima en la línea. 

El coeficiente de reflexión es una cantidad compleja con magnitud \p, | y 
ângulo de fàse 0,. Entonces, 


p, = I pAlfL- 


( 2 ) 


La ROET puede medirse moviendo una sonda o punta de prueba de tensión a lo 
largo de la línea como se explicará con detalle en relación con la línea ranurada 
(de medición). El valor de \p,\ está dado entonces por (1). Usando la sonda 
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también para encontrar ei punto de tensión mínimo en la lírfea, el ângulo de fase 
dei coeficiente de reflexión tí v se encuentra con 

e v = 720 °^ - ( 3 ) 


donde x L .„ = distancia de tensión mínima desde la carga, m 
A = longitud de onda, m 


Conociendo la magnitud y el ângulo de fase dei coeficiente de reflexión, la im- 
pedancia de carga Z L está dada por 


Zl — Zç, 


1 + \P«\ÍÂr 

1 ~ \PvTãv 


( 4 ) 


Entonces, una impedancia de carga desconocida puede determinarse por medio 
de mediciones dei patrón de onda estacionaria en una línea de transmisión. 

La relación de la ROET, x rm , p v , y Z L para casos especiales se ilustra en la 
figura 10-18 con la variación de la tensión a lo largo de la línea mostrada en 
cada caso. 

El caso 1 es una línea acoplada con una impedancia de carga (100 íl) igual a la 
impedancia característica de la línea (100-íl resistivos). No existe onda refle- 
jada y así p r = 0; y no hay ondas estacionarias (ROET =1). 

El caso 2 es una línea en circuito ahierto (Z L ~ oo) de manera que la onda 
reflejada es igual en magnitud a la onda incidente (IP, = 1) y la ROET = x. 
En la carga, la onda reflejada de tensión está en fase con la onda de tensión in¬ 
cidente (Z t = 0) de manera que existe una tensión máxima en la carga con una 
tensión mínima con A/4 de separación (x,. m = A/4). 

El caso 3 es una línea en cortocircuito (0„ = 0) con la onda reflejada igual en 
magnitud a la onda incidente (|p„| = 1) y la ROET= oo. En la carga, la onda 
reflejada está en fase opuesta a la onda incidente (0 V = 180°) de manera que 
existe una tensión mínima en la carga y también un desfasamiento A/2 (.v„ m = 0 y 
A/2). 

El caso 4 es una carga inductiva (no resistiva ) (Z, = /100 O) producidâ con una 
sección A/8 de línea en corto que produce un coeficiente de reflexión p, = 1/90/ 
y ROET = oo. La tensión mínima es |A a partir de la carga (x rm = f A). 

El caso 5 es una carga capacitiva (no resistiva) ( Z L = — j 100 Q) producidâ con 
una sección A/8 de línea abierta, produciendo un coeficiente de reflexión p, = 
1/— 90° y ROET = oo. La tensión mínima está a A/8 de la carga (x^ — A/8). 
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Caso Condidôn VSWR x vm (X) p v Z L {$1) Tensión en la línea 


1 Línea acoplada 1 


2 Línea acoplada 00 ~ 1 ZQ.° «■ 


100 í l 


K-X/2- 






>— -v 


* =- £/=’ 

x im 4 


3 Línea en d 
cortocircuíto 


“ 0&^ 1/180° 


'' Y, A 


“ 2 m 0 


z, ■- 0 


4 Adaptador X/8 
en cortocircuíto 00 
(carga inductiva) 
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figura 10-18 Línea de transmisión de 100-0 de resistência característica para nueve terminaciones 
diferentes dando las columnas la ROET, distancia de tensión mínima desde terminales ( v, coe¬ 
ficiente de reflexión (p ,). e impedancia de carga tZj en las terminales. En el diagrama de la línea (a 
la derecha) las líneas punteadas muestran la tensión relativa en la línea. 


El caso 6 es una carga resistiva de valor mayor que la impedancia de línea 
{Z L = 200 Í2, Z 0 = 100 Q\ que produce un coeficiente de reflexión p v — ^/Q° y 
ROET = 2. La tensión mínima está A/4 de la carga (x.= A/4). 
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El caso 7 es una carga resistiva de valor menor que la impedancia de línea 
(Z L 50 Í2, Z 0 = 100 Q) que produce un coeficiente de reflexión ; p v = t /18Q c 
y ROET = 2. La tensión mínima está en la carga y también a A/2 de ella (x vm = 0 

y a/2). 

El caso 9 es una carga resistiva-capacitiva producida al colocar una resistência 
de 200-0 en el extremo de una sección A/8 de línea que produce un coeficiente de 
reflexión p t = j /-90 c y una ROET = 2. La tensión mínima está a Â/8 de la 
carga (x, m = A/8). 

El caso 8 es una carga resistiva-inductiva producida al colocar una resistência de 
50-0 en el extremo de una sección A/8 de la línea y que produce un coeficiente de 
reflexión p r = \ /90 c y una ROET - 2. La tensión mínima está a ^A de la carga 

(*,;m = 1^)- 

Un método para medir los parâmetros de la ROET y la .v, „ es con una línea 
de trammisión ( coaxial) ranurada. + Se introduce la muestra a través de una ranura 
longitudinal en el conductor externo, como se muestra en la figura 10-19. Puesto 
que las corrientes fluyen en forma paralela a la ranura, muy poco campo de la línea 
se escapa. Con la muestra conectada a un indicador de tensión, puede determinar- 
se la variación de tensión a lo largo de la línea, proporcionando tanto la ROET 
(tensión máxima / tensión mínima) como x vm , la distancia entre la tensión 
mínima y la carga. Al introducir un cortocircuito ( Z L = 0) en la carga, pueden 
encontrarse dos mínimos sucesivos, V min (Z L = 0). Su separación es la mitad de la 
longitud de onda (para aire como el dieléctrico en la línea). Con cualquier carga 
Z ; la distancia entre el punto de tensión mínima y el mínimo para el cortocir¬ 
cuito, V min (Z L = 0), es igual a x„„ (véase Fig. 10-19). Normalmente es preferible 
medir x em respecto al primer V min (Z, = 0) y no en la carga puesto que la distan- 


Línea coaxial 
al indicador 



Figura 10-19 Línea ranurada en secciones longitudinal y transversal con sonda móvil para medición 
de tensiones a lo largo de la línea. 


| a línea ranurada ayuda a la instrucción puesto que ilustra bien la relación entre la magnitud y la 
localización de una onda estacionaria y el correspondiente punto en el diagrama de Smith. 
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Todos los puntos en 
esta curva tienen 
una RO ET = oo 


Ângulo de fase 
dei coeficiente 
de reflexión 



Distancia de 
la tensión 
mínima 
a la carga 


Figura 10-20 Diagrama dei coeficiente de reflexión p, con magnitud y la ROET como distancia 
radial. La fase dei coeficiente de reflexión y la distancia desde la carga aparecen como un ângulo. 
Los puntos están marcados en el diagrama y corresponden a los nueve casos diferentes de la figura 
10 - 18 . 


cia eléctrica de la carga a un punto sobre la línea puede ser incierta a causa de 
los efectos de extremo o borde originados, por ejemplo, por el uso de un ma¬ 
terial dieléctrico en el conector terminal, lo que modifica su longitud eléctrica. 

Una visión general de lo que ocurre en una línea de transmisión se puede lograr al 
construir una gráfica en coordenadas polares, como en la figura 10-20, en la que 
la distancia radial da la magnitud dei coeficiente de reflexión j p x | [ y también 
la ROET relacionada con \p v \ como en (1)] mientras que el ângulo representa el 
ângulo :0 V dei coeficiente de reflexión y también la distancia x im de la tensión 
mínima medida desde la carga (o primera tensión mínima para un cortocircuito 
en la carga). 

Refiriéndose a las nueve situaciones analizadas arriba, el caso 1 está representado 
en la gráfica por un punto en el origen (centro de la gráfica) con p r = 0 y 
ROET = 1, mientras que los casos, 2, 3,4 y 5 están representados por un puntos en 
la periferia de la gráfica (|p, | = 1 y ROET = x). Los casos 6, 7, 8 y 9 están 
representados por puntos en el círculo ROET =2 (| p t | = 

Cada punto en el diagrama representa también una impedancia de carga Z L 
según se da por (4). Por una transformación apropiada de coordenadas (véase 
prob. 10-2-27), las partes real e imaginaria de Z L se pueden superponer for- 
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Figura 10-21 Un diagrama o carta de Smith (arriba) es como un diagrama de coeficiente de reflexión, 
como en la figura 10-20, pero con impedancia normalizada (R„ y X n ) o admitancia normali¬ 
zada ( G„ y B„) con sus valores superpuestos. Los nueve casos de la figura 10-20seindicancon los valo¬ 
res correspondientes de impedancia normalizada. Nótense las nueve posiciones de los puntos para los 
nueve casos en las figuras 10-20 y 10-21. Véase el apêndice para el diagrama o carta de Smith en tamano 
real. 


mando el diagrama o carta de Smith + (véase Fig. 10-21). Las posiciones de cada 
uno de los nueve casos se muestran en la gráfica en términos de impedancia 
normalizada Z„ (adimensional). Puesto que se supone una linea sin perdidas 

(Zo = ^o)i 


7 R l X l p y 

Zn= R~ = R~ +J R~~ Rn + ,X " 


f P.H. Smith, Transmission Linea Calculator, Electronics. 12:29-31 (enero, 1939). 
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Puesto que Z 0 = R 0 = 100 Q, se tiene para los nueve casos 


Caso Z H = R„ + jX n (adimensionales) 


1 I +V'0 

2 oo 

3 0 

4 O+ 7 I 

5 O- 7 I 

6 2+70 

7 0.5 + 7*0 

8 0.8 + 7 O .6 

9 0.8 - 7 O .6 

El diagrama de Smith puede usarse también para admitancias, estando cada ad 
mitancia normalizada por 


Y n — — — G„ + jB n 

^n 

donde G n = conductancia normalizada = __ 

^0 

Q 

B n = susceptancia normalizada = — 

Go 

y donde 

G 0 - conductancia característica de la línea = —, 13 

Ro 

Moviéndose en un círculo de ROET constante a lq mitad alrededor dei dia¬ 
grama, se pasa de impedancia a admitancia o viceversa. Por ejemplo, para con- 
vertir una impedancia normalizada Z„ = 1 + j la una admitancia normalizada, 
se da media vuelta alrededor dei diagrama, obteniendo Y n = 0.5 — j0. 5. Dar 
media vuelta alrededor de la gráfica es equivalente a moverse X/4 a lo largo de 
la línea de transmisión. 

El diagrama de Smith es extremadamente útil en líneas de transmisión. No 
sólo muestra la relación de p r , ROET y la impedancia de la carga Z L , sino quê 
también da la impedancia Z x en cualquier punto a lo largo de la línea como 


H- x 


Z v —► R 0 =]QQÜ 




n_ 

Zl 

T 


50 + /40 Í2 


Figura 10-22 Línea con resistência característica 
Rn ~ 100 O terminada en caorga Z, = 50 + /40 i 1 
para el ejemplo 1 . 










456 Electromagnetismo 


Cap. 10 



Figura 10-23 Posiciones y movimientos en el diagrama o carta de Smith para el ejemplo I. 


puntos en el círculo ROET apropiado. Los círculos ROET normalmente no se 
muestran en la gráfica pero si se necesitan se pueden trazar con un compàs. 

La utilidad dei diagrama de Smith se mostrará desarrollando vários ejem- 

plos. 

Ejemplo 1. Refiriéndose a la figura 10-22, una línea de transmisión de resistên¬ 
cia característica R 0 = 100 £2 termina en una carga de 50 + J40 £2. (a) 
iCuál es la ROET, (b) la impedancia Z x en x = 0.2A, y (c) las dos distan¬ 
cias más cortas para las que Z x no es reactiva? 

Solución La impedancia normalizada de carga 

Z = = 0.5 -I- /0.4 (adimensionales) 

" 100 £2 
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Figura 10-24 Línea de transmisión terminada con 
sintonizador de un solo adaptador o una sola línea 
auxiliar. Tanto la posición d l dei adaptador, como 
su longitud d 2 son ajustables. Véase el ejemplo 2. 


Localizando este valor de Z„ (punto P { ) en el diagrama de Smith, se usa un 
compás para trazar el círculo ROET a través de P,, como en la figura 10-23. 
Este círculo cruza el eje real en 2.4 de manera que la ROET = 2.4 [respues- 
ta a (a)]. 

Al dibujar ahora una recta radial dei centro de Ia gráfica a través de 
p i> se nota que su distancia x es 0.074A (en ia periferia de la gráfica). Para 
moverse 0.2 A hacia e! generador (alejándose de la carga) se mueve en el 
sentido dei movimiento de las manecillas dei reloj en el círculo ROET - 
2.4, 0.2 A hasta la línea que interseca la periferia en 0.74 + 0.2 = 0.274 X 
(punto P 2 ). La impedancia normalizada en este punto es 2.18 — y'0.63. La 
impedancia Z r a 0.2 X de la carga es este valor multiplicado por 100 í) o 


Z x = 218 — j63 Q [respuesta a ( b ) ] 


Por último, se nota que al proceder en el sentido dei movimiento de las 
manecillas dei reloj en el círculo ROET = 2.4 de la carga hacia el gene¬ 
rador, el primer cruce dei eje real (bisector horizontal dei diagrama) ocurre 
a una distancia * = 0.25 — 0.074 = 0.176 X y un segundo cruce a una dis¬ 
tancia adicional de 0.25 X o x = 0.176 + 0.25 = 0.426 A [respuesta a(c)J. 
Ocurren cruces adicionales a intervalos de 0.25 X. La impedancia Z x en la 
línea enx = 0.176 X es 240 + j0 íl y en x = 0.426 A es 42 + j0 ÍL 

Ejemplo 2. En la línea de transmisión terminada en una barra de cortocir- 
cuito que se muestra en la figura 10-24, la carga Z L = 150 + /50 ÍL La línea 
y las terminaciones tienen una impedancia característica Z 0 = R 0 = 100 ÍL 
Encuéntrense los valores más cortos de d ( y d 2 para los que no haya onda 
reflejada en/l(ROET = 1). 

Solución La impedancia normalizada de la carga es 


Z L 150 + y'50 Q 


= 1.5 + y'0.5 (adimensional) 



100 Q 
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Figura 10-25 Posiciones y movimientos en el diagrama o carta de Smith para el sintonizador de un solo 
adaptador dei ejemplo 2. 

El diagrama de Smith permite entrar en el punto 1.5 + y0.5, como se indica 
por Pj en la figura 10-25. Por razones de claridad sólo se muestran unas 
cuantas líneas de coordenadas en esta figura. El punto está en el círculo 
ROET que interseca el eje real en 1.77, de manera que la ROET = 1.77 en B. 
Puesto que el mango de cortocircuito está conectado en paialelo con la 
línea, será ventajoso trabajar con admitancias; así, al movêrse de P 1 una 
distancia eléctrica de A/4 (90 grados eléctricos) hacia P 2 se convierte la Z„ 
en admitancia normalizada Y n = 0.6 — j0 .2 en la carga. | [Manejar una 
línea usando un diagrama de Smith es como jugar un juego en el que el ob¬ 
jeto es llegar al centro de la gráfica (la casa) con un mínimo de movimien¬ 
tos y distancias de línea más cortas.] Ahora bien, para llegar al centro, se 
avanza en un círculo de ROET constante hasta alcanzar una curva de ad- 


t El moverse 2/4 en la gráfica transforma la impedancia en admitancia (o viceversa) en el mismo 
lugar de la línea. 
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mitancia constante que lleve al centro. (G„ = R n = circulo 1). Entonces, se 
recorre una distancia d l =0.194/1 de P 2 hacia P, sobre la gráfica hasta la 
admitancia normalizada Y„ = 1 + y0.58. Estamos ahora en el punto A y 
listos para conectar con el mango o casquillo. Si se ajusta ahora la longitud 
de éste de manera que presente una admitancia normalizada de -/0.58 en A, 
la admitancia total en A es 1.0 + /0.58 — /0.58 = 1.0 + /O yyla. línea 
está ahora en ROET = 1. Esto corresponde a moverse de P 3 a P 4 en el 
diagrama. Una admitancia normalizada Y„ = j0.58 (susceptancia pura) se 
indica en P.s.y se nota que la distancia requerida desde un cortocircuito 
(^íi = Í 7 °c) para obtener este valor es de 0.1672. Una sección acopladora 
(o equilibradora) de impedancias en cortocircuito tiene una ROET infinita de 
manera que la admitancia en los puntos a lo largo dei adaptador o línea 
auxiliar corta están en el círculo en el borde dei diagrama. Entonces la lon¬ 
gitud requerida dei adaptador o línea auxiliar corta es 

d 2 = 0.417 - 0.25 = 0.167/1 

La distancia requerida dei adaptador a la carga, según lo obtenido arriba es 

( /j = 0.147 + (0.500 - 0.453) = 0.194A 

Adviértase que el acoplamiento de impedancias mediante la línea auxiliar 
corta puede lograrse desde cualquier punto en el circulo R„ = 1 Entonces, 
puede seguirse el camino desde P 2 pasando por P 3 hasta llegar a P 6 . Sin em¬ 
bargo, tanto r/| como <l 2 serían entonces mayores. 

Ejemplo 3. Considérese la línea terminada con los dos acopladores en 
cortocircuito que se muestran en la figura 10-26. La posición en que los 
mismos se conectan a la línea es fija, como se muestra, pero las distancias 
r/ 1 y </ 2 . son ajustables. Esta clase de arreglo se denomina sintonizador de 
doble acoplador o adaptador (línea auxiliar corta). La carga Z L = 50 + 
;100Q La línea y los adaptadores tienen impedancia característica Z 0 = 




Figura 10-26 Sintonizador de doble 
adaptador coa los adaptadores en 
cortocircuito para el ejemplo 3. 
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figura 10-27 Posiciones y movimientos en el diagrama o carta de Smith para el sintonizador de 
doble adaptador dei ejemplo 3. 

R 0 = 100íÍEncuéntrense los valores más cortos de d x y d 2 para que no 
haya onda reflejada en A (ROET = 1). 

Solución El valor normalizado de la impedancia de carga es 


Z 


n 


50 + ylOO 
ÍÕO 


= 0.5 + 7 I.O 


En el diagrama se inicia (Fig. 10-27) con esta impedancia normalizada, 
como se indica con el punto P,. Al trazar una curva de la ROET constante 
a través de P,.se nota que la ROET en B (Fig. 10-26) es 4.6. En seguida, al 
trazar la línea diametral a través de P t , P 7 . se encuentra dei otro lado 
alrededor dei círculo de la ROET constante por P,. Entonces, la admitancia 
normalizada de carga es 0.4 — y0.8. Ahora, moviéndose en el sentido dei 
movimiento de las manecillas dei reloj a lo largo dei círculo de una ROET 
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constante desde P 2 una distancia A/4, alejándose de la carga (hacia el ge- 
nerador), se llega de nuevo a Pj.f Entonces, en el punto D en la linea, la 
admitancia normalizada de la linea principal (viendo hacia la carga) es 
0.5 + j 1.0. Puesto que la reflexión en A debe ser cero, se requiere ver 
hacia adelante y notar el hecho que la admitancia de la linea principal en A 
(sin conectar el adaptador o linea auxiliar corta de longitud d x ) debe caer 
en el circulo G n = 1 marcado como Cj (Fig. 10-27). Por lo tanto, en la 
unión o nodo dei adaptador o linea auxiliar corta de longitud d 2 la ad¬ 
mitancia debe caer en el círculo C 2 puesto que avanzando A/8 después de la 
carga, el círculo C 2 se hará girar 90° en el sentido de movimiento de las 
manecillas dei reloj para coincidir con el círculo C, (círculo G„ = 1) y, 
mediante los ajustes apropiados dei adaptador de longitud d { puede lograr- 
se la sintonización. 

La admitancia adicional a causa dei adaptador o linea auxiliar de lon¬ 
gitud d 2 hará que la admitancia total se desplace de P,, a lo largo de una 
linea de conductancia constante C 3 . Para llegar al círculo C 2 , es posible 
moverse hacia la izquierda, llegando al punto P 3 . o hacia la derecha llegan- 
do al punto P 4 . Moviéndose hacia P 3 resultan adaptadores más cortos, así 
que la longitud se ajustará de tal modo que sea posible que la admitancia 
total se lleve a P 3 . Esto requiere una admitancia dei adaptador (susceptan- 
cia pura) de 


Y« = -7(10 - 0.14) = -jO.86 

Un adaptador o linea auxiliar corta en cortocircuito tiene una ROET in¬ 
finita, de manera que la admitancia en puntos a lo largo dei adaptador o 
acoplador están sobre el círculo periférico dei diagrama. En el cortocircuito 
la admitancia es infinita (punto P 5 ). Por lo tanto, para presentar un valor 

Y„ = —y'0.86 (point P 6 ) 

(adviértase que en la escala exterior de la gráfica se lee 0.25 en P 5 ) la longitud 
dei adaptador o linea auxiliar corta debe estar dada por 


d 2 = 0.388 - 0.25 = 0.138A 


A continuación, al moverse a lo largo de la curva Qde una ROET 
constante de P, aP,.se observa que la admitancia de linea en A es Y„ = LO 
+ 7*0.73. En consecuencia, una admitancia dei adaptador de Y„ =, — /0.73 
es la que se requiere para hacer la admitancia total normalizada en A 
igual a 1.0 + yO y, por lo tanto, la impedancia real en A igual a 100 + y*0 


+ Otra vez se regresa a /*, porque el punto D sobre la linea es Á/4 desde la carga. Para otras lon¬ 
gitudes de linea, se llegaría a algún otro punto sobre el diagrama. 
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fi. Un valor Y„ = — j‘0.73 cae en el punto P 8 . Por consiguiente, la longitud 
dei adaptador o línea auxiliar corta está dada por 


d t = 0.40 - 0.25 = 0.15A 

La conexión de este adaptador lleva la admitancia (o impedancia) total al centro 
dei diagrama (punto P 9 ) y la línea está acoplada en impedancia (ROET = 1). 
Para resumir, las longitudes dei dispositivo adaptador requeridas son 

ÚU = 0.15A 
d 2 = 0.138/1 

Nótese de las figuras 10-26 y 10-27 que 

4.6 en B (puntos P x y P 2 ) 

T _ 2.05 entre Dy A (puntos P 3 y P 7 ) 

“1 en A (punto P 9 ) 

x en los adaptadores (puntos P 6 y P 8 ) 

Si se hubiera llevado a P 4 en lugar de P 3 , se habría terminado arriba, 
con adaptadores o líneas auxiliares más largas, es decir, 

d, = 0.443/1 y d 2 = 0.364A 

y también con una ROET mayor entre Dy A. 


10-8 ACOPLADOR DIRECCIONAL 

Un acoplador direccional es un dispositivo que permite una determinación dei 
coeficiente de reflexión |p r | y la ROET sin usar una línea ranurada. Se instalan 
dos conductores cortos auxiliares en una línea coaxial, como se indica en la 
figura 10-28. Cada uno se conecta en un extremo a un resistor que se acopla a 
su resistência característica R x y en el otro extremo a una terminal de salida que 
conecta a un dispositivo indicador. 

El campo eléctrico de la línea coaxial induce una componente de campo E x 
en el conductor auxiliar, desarrollando una tensión en la longitud / dei conduc- 
tor que es proporcional a E x l . En consecuencia, una onda que viaje hacia la 
derecha en la figura 10-28 inducirá una tensión V T en la salida dei conductor 
auxiliar inferior. En forma semtjante, una onda que viaje hacia la izquierda en 
la línea coaxial, produce una tensión V, en la salida dei conductor auxiliar su¬ 
perior. Las terminaciones acopladas a los conductores auxiliares evitan que las 
tensiones de la onda que va hacia la derecha aparezcan en la terminal superior o 
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Salida para v ; 

(onda a la izquierda) Líneas de campo eléctrico 



Figura 10-28 Vistas en sección longitudinal y transversal de línea de transmisión coaxial mostrando 
conductores auxiliares que actúan como acopladores direccionales. La curvatura de las líneas de 
campo eléctrico está exagerada. 


de Ia onda que va hacia la izquierda aparezcan en la terminal inferior. Si los 
conductores auxiliares son simétricos, la razón de V t a V r da el coeficiente de 
reflexión de la carga y la ROET. Entonces 



y 


_ * + WK) _ i + \pA 

i - (v t /v r ) i - | Pv \ 


Con un acoplador direccional, \p v \ y la ROET pueden monitorearse con¬ 
tinuamente mientras se hacen los ajustes en la impedancia de carga Z L .f 


10-9 TRANSFORMADORES DE A/4 Y ANCHO DE BANDA 

Existen muchas situaciones en donde una sección A/4 de línea de transmisión de 
impedancia apropiada puede ser útil. Supóngase que se desea conectar una linea 
de transmisión de 100-0 de impedancia característica a una carga de 400 + j0 Q 
como en la figura 10-29. Esto puede lograrse con un transformador de A/4 
de impedancia característica Z t apropiada. De (10-6-20) se observa que paia 
x = A/4 (/?X‘= k/2) (se supone línea sin pérdidas), 

z* = ~~ °r Zi = sJZlZ* d) 

t Con acopladores direccionales y un generador de barrido de frecuencia, puede exhibirse una 
curva de la ROET o impedancia contra frecuencia en tiempo real en una pantalla de tubo de rayos 
catódicos ya sea en la forma dei diagrama de Smith (como la línea puntead^ en la Fig. 10-30) o en 
forma rectangular (como en la Fig. 10-31). 
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Aqui Zj es la media geométrica de Z L y Z' x . En el presente ejemplo Z, = 400 
+ y0 Q, mientras que Z x debe ser igual a 100 -1- y0 Q. Se deduce que 


,y400(100) = 200Q 


z 


Por lo tanto, una sección A/4 de linea de impedancia característica Zj = - 

200 Q proporciona la transformación deseada, eliminando una onda reflejada 
en la línea de 100-Q a la frecuencia de diseno (o longitud de onda de diseno). 
Sin embargo, existirá reflexión entre frecuencias adyacentes. En otras palabras, 
el transformador es un dispositivo sensor de frecuencia. En la figura 10-29, se 
tiene Z L = 400 4- y0 Q, Z x = 200 Q, y Z 0 = 100 Q. 

Supóngase que este sistema funciona a ultraalta frecuencia (UHF, ultrahigh 
frecuency), con 300 MHz como frecuencia de diseno para la cual la refle¬ 
xión es cero (se supone línea sin pérdidas). A 300 MHz, A = 1 m y una sec¬ 
ción de A/4 es de 250 mm de longitud. Al usar un diagrama de Smith como el de 
la figura 10-30, se inicia con la impedancia normalizada de la carga (esto es, 
normalizada respecto a la impedancia característica de la sección A/4) que es 
igual a 2 + /0 [= (400 + /O)/200]. Este es el punto P en el diagrama. A 300 
MHz, la sección A/4 es 0.25 A de longitud, de manera que para encontrar la im¬ 
pedancia en la entrada (extremo de la izquierda) de la sección de transformador, 
se mueve en el sentido dei movimiento de las manecillas dei reloj desde P a lo 
largo dei circulo con una ROET = 2, una distancia de A/4, que es la mitad de la 
vuelta. Este punto, marcado con 300 MHz en la figura 10-30, da la impedancia 
normalizada a la entrada, que es 0.5 + y*0. La impedancia real es este valor 
multiplicando por la impedancia característica de la sección de transformador 
(= 200 Q) o 100 + yO ÍL En el diagrama de Smith la impedancia normalizada res¬ 
pecto a la línea de 100-Q es entonces 1 + y'0, que está en el centro dei diagrama. 
En consecuencia, el sistema está acoplado (equilibrado) y la ROET = 1 en la 
línea de 100-Q 

Supóngase que se desea encontrar la ROET de este transformador A/4 a 
frecuencias adyacentes en el intervalo entre 200 y 400 MHz. Considérese pri- 
mero la situación a 200 MHz. A esta frecuencia, la longitud de onda es mayor y 
la sección dei transformador es ahora menor que A/4 de longitud. Su longitud a 
200 MHz es 0.167A [= 0.25/(300/200)], de manera que al iniciar de nuevo en el 
diagrama de Smith en P, sólo se recorre 0.167A a lo largo dei círculo de la 
ROET = 2 hasta el punto marcado como 200 en la gráfica de la figura 10-30. 
Para referir esta impedancia normalizada a la línea de 100-Q se multiplica por 2 
(como antes), lo cual se llega hasta el punto P. La ROET resultante en la linea 


4 


z 0 = ioon 


z 



Figura 10-29 Transformador de ; /4 
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Figura 10-30 Análisis de rendimiento con un diagrama o carta de Smith de un transformador de à/ 4 
en una banda de frecuencias. 


de 100-0 es entonces alrededor de 2.1. Al calcular la ROET a otras frecuencias 
en el intervalo de 200 a 400 MHz, como se muestra en el diagrama de Smith de 
la figura 10-30, puede trazarse una curva de la ROET contra la frecuencia como 
en la figura 10-31 (línea continua). Obsérvese que la ROET = 1 (reflexión cero) 
a 300 MHz, pero que la ROET se eleva a más de 2 a 200 y 400 MHz. Como se 
indica en la figura, el ancho de banda para el cual la ROET < 1.2 es de 50 MHz 
325 275). Esto da un ancho de banda respecto a la frecuencia de diseho de 

^ x 100 = 16.7 % 

Un método para aumentar el ancho de banda dei transformador es conec¬ 
tar dos transformadores de A/4 en serie, como en la figura 10-32a.. Las im- 
pedancias escogidas satisfacen el requisito dc la media geométrica. Entonces, 
\/400(100) = 200íí. que debe ser la impedancia vista hacia cualquier lado en el 
punto medio A. Entonces, 141.4 Q [= N HM) (300)) y 283 íi [= v 2ÕÕ(4Õ0)] son 
las impedancias requeridas para las dos secciones. La ROET para este transfor¬ 
mador doble de A/4 (o de doble sección) se muestra con la línea punteada en la 
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figura 10-3l.t Es evidente que esta combinación posee un ancho de banda con- 
siderablemente mayor. El ancho de banda para el que la ROET < 1.2 es de 
alrededor de 150 MHz (375 — 225), o sea 

x 100 = 50% 


comparando con 16.7% para la sección sola. En el intervalo de 200 a 400 MHz, 
la ROET no excede de alrededor dei 1.5 para el tipo de dos secciones. Con una 
línea de transmisión de dos conductores, mostrada esquemáticamente en la 
figura 10-32 a, las diferentes impedancias que pueden obtenerse en la práctica, 
con un espaciamiento constante pero con diâmetro diferente de conductor, 
como en la figura 10-326, o con un diâmetro constante de conductor y diferente 
espaciamiento, como en la figura 10-32c, o usando dieléctricos de permitividad 
diferente entre los conductores, o alguna combinación de estos métodos. 



Figura 10-31 Comparación de la ROET con transformadores À'4 simple y doble en un ancho de 
banda de 2 a 1. El transformador de /j4 doble tiene un ancho de banda mucho más amplio. 


t La ROET puede encontrarse de un diagrama de Smith iniciando en 1.41 + j0 [= (400 + 
yÜ)/283] t moviéndose en el sentido dei movimienlo de las manecillas dei reloj la longitud dei trans¬ 
formador sobre un círculo de ROET constante para obtener la impedancia en A (Fig. 10-32 íí), como 
antes para la sección sola de Â/4. Luego se repite el proceso para la segunda sección Â/4 para ob¬ 
tener la impedancia a la entrada. 
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X/4-•+«-X/4 



Figura 10-32 (a) Transformador de Â 4 doble, dimensiones e impedancias, ( b ) espaciamiento cons¬ 
tante de conductor pero diferente diâmetro de conductor y (c) diâmetro constante de conductor pero 
diferente espaciamiento. 


Con un transformador consistente en tres secciones A/4 conectadas en serie, 
el ancho de banda aumentaria todavia más.t Conforme se aumenten más sec¬ 
ciones, la discontinuidad (escalón de impedancia) entre secciones se hace menor, 
hasta que en el limite se aproxime a una linea de transmisión infinitamente larga 
y que se iria abriendo suave y gradualmente, sin reflexión en un ancho de banda 
infinito. (Se está suponiendo, por supuesto, que la impedancia de carga per¬ 
manece constante con la frecuencia.) En la práctica se tiene que tratar con lineas 
de longitud finita y en consecuencia con anchos de banda finitos. Sin embargo, 



Figura 10-33 Transformadores con abocinamiento gradual para ancho de banda amplio. 

f Para justificar el requisito de la media geométrica, las impedancias Z,. Z ; , y Z, de las tres 
secciones serían 119, 200 y 336 Í2: esto es, los lagaritmos de las razones de las impedancias se re- 
lacionan como los coeficientes de la serie binomial (1,2, 1 para dos secciones; 1, 3, 3, 1 para tres 
secciones; 1,4, 6, 4, 1 para cuatro secciones, etc.). Entonces, se tiene el requisito que 

, , z, , Z. Z, 400 

3log idò = log z" = log zi* J log z; 

de la cual, Z, - J19, Z, — 200. y Z^ = 336 Q. Véase J.C. Slater, “MicrowaveTransmission/’ pp. 
57-61, McGraw-Hill Book Company, Nueva York. 











































468 Electroinagnetismo 


Cap. 10 


Figura 10-34 Línea de transmisión de resistência caracterís¬ 
tica R 0 y longitud I con resistência de carga /?,, resistência 
interna de generador (batería) R G y tensión dei generador en 
circuito abierto V G . 


si la transición se hace suave y gradual cambiando el diâmetro dei conductor o 
el espaciamiento, como se indica en las figuras 10-33fl y 10-33Ò es posible lograr 
en la práctica un ancho de banda muy amplio. La impedancia característica de 
la línea puede construirse siguiendo un ensanchamiento o ahusamiento expo¬ 
nencial. Es necesario, sin embargo, que la transición sea de al menos IA de lon¬ 
gitud a la frecuencia más baja de operación (véase Prob. 10-2-22). Se concluye 
que extendiendo una discontinuidad en una transición gradual larga, puede 
lograrse un acoplamiento o equilibramiento de banda ancha. 


Rai 

v 




h 


10-10.1 PUTSOS Y TRANSITÓRIOS 

Si se envia un pulso (o impulso) de ondas electromagnéticas a lo largo de una 
línea de transmisión, las discontinuidades de la línea reflejarán ondas (ecos) que 
dan información acerca de sus localizaciones (por el tiempo de retraso) y de su 
magnitud (por la intensidad dei eco). El principio es el mismo que para el radar. 

Como introducción al estúdio de los pulsos (o impulsos) y transitórios en 
líneas de transmisión, considérese lo que sucede cuando un impulso de cc se 
aplica a una línea de dos conductores de resistência característica R 0 con ge¬ 
nerador de cc (batería) y carga como en la figura 10-34.1 La resistência de carga 
es R l , la resistência interna dei generador (batería) esK c .y la tensión en circuito 
abierto dei generador (batería) es V G . Si el interruptor (sw) se cierre cuando t = 0, 
a la línea se aplica una tensión. 


Vo = 


Ro 


R-G + *0 


Ki 


(V) 


(D 


La carga no tiene efecto hasta que el pulso de tensión V 0 llega después de un 
tiempo 


t x 


l 


v 


(S) 


( 2 ) 


+ R.K. Moore, “Traveling Wave Engineering”, p. 99, McGraw-Hill Book Company, Nueva 
York, 1960. 
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donde / = longitud de la línea, m 

v = velocidad de propagación en la línea, ms -1 

En t x la tensión en la carga es la suma de las tensiones incidente y reflejada, 
o sea 


V tl = V 0 + p L V 0 = (i + PÔK (3) 

donde p L = coeficiente de reflexión de tensión de carga = ( R L — R 0 )/(R L + R 0 ) 
La tensión reflejada p L V 0 “rebota” de la carga hacia el generador y se 
suma a la tensión que ya hay en la línea. 

En t = 2f, el impulso llega de regreso al generador, produciendo una ten¬ 
sión total 


Vin = K + Pl K + PlPg K 

= (1 + Pl + PlPgWo ( 4 ) 

donde p G = coeficiente de reflexión de tensión dei generador = ( R G — R 0 )/{R G 

+ R 0 ) 

LJn impulso de magnitud PlPg K viaja ahora dei generador hacia la carga y 
el ciclo se repite con un periodo 2t x , 

La línea en zig zag de la figura 10-35tf, indica la posición dei escalón dei 
pulso de tensión respecto a la distancia dei generador (en la parte superior de la 
página) y dei tiempo (hacia la derecha). Con cada reflexión la tensión cambia en 
escalones como sigue: 


Estado 


Tensión 


Sin reflexión V 0 

Después de la primera reflexión desde la carga K 0 (l 
Después de la primera reflexión dei generador V 0 (\ 

Después de Ia segunda reflexión desde la carga Vi>0 
Después de la segunda reflexión dei generador V 0 (\ 
etc. 


+ Pl) 

+ Pl + PlPg) 

+ Pl + PlPg + PlPg) (5) 

+ Pl + PlPg + PÍPg + PlPg) 


Si los parâmetros de la línea de transmisión son 

Longitud = 300 m 
Resistência característica R 0 — 100 Q 
Resistência de carga R L = 200 Q 
Resistência interna dei generador R G — 20 Q 
Tensión en circuito abierto dei generador V G = 10 V 



Carga 

Rr 


Posición dei impulso de la tensión en el tiempo t 



Figura 10-35 (a) Línea de transmisión de cc mostrando la posición dei £scalón de tensión respecto a 
la distancia (arriba) y el tiempo (a la derecha), después de que se cierra el interruptor en / = 0. La 
variación de tensión se muestra por la linea continua en (ó). (c) La misma línea de transmisión mos¬ 
trando la posición dei pulso de tensión de 1/3 de /.s respecto a la distancia (arriba) y el tiempo (a la 
derecha). La variación de tensión se muestra con la curva punteada en (6). 
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se tiene de (1) que la tensión incidente 


V 0 = 


Ro 


100 x 10 


= 8.333 V 


( 6 ) 


Rq + Rq 20 + 100 
Suponiendo que la velocidad de onda en la línea es igual a la velocidad de la luz, 

300 


fi = 


3 x 10 8 


= 10 6 s = 1 /is 


Para los coeficientes de reflexión se tiene 

R l - R 0 200 - 100 1 


Pl = 

Pg — 


R l + R 0 200 + 100 3 

R a - R 0 20 - 100 2 


R c + R o 20 + 100 3 

Entonces, después de la primera reflexión en la carga se tiene según (5) 

V = K>0 + Pl) = V 0 (l + i) = 8.33(t) = 11.1 V 

y después de la primera reflexión dei generador se tiene 


(7) 

( 8 ) 

(9) 

( 10 ) 


v = v 0 (l + p L + p L p G ) = 8.33(^) = 9.26 V (11) 

En forma semejante, la tensión en tiempos posteriores, después de más 
reflexiones puede determinarse con valores contra el tiempo, como se muestra 
con la linea sólida eii la figura 10-35Ó. Luego de 6 o 7 ps (6 o 7 rebotes) la ten¬ 
sión se establece a un valor de 9.091 V, que es prácticamente el mismo que la 
tensión después de un tiempo infinito y es el valor obtenido por la teoria de cir¬ 
cuitos como 


V 


—±-Vc 
Rl + Rg G 


200 

200 + 2Õ 


10 = 9.091 V 


( 12 ) 


Esta tensión es independiente de la resistência característica R 0 de la línea de 
transmisión. Sin embargo, durante el intervalo de unos cuantos microsegundos, 
mientras las tensiones transitórias rebotan hacia uno y otro lado, la resistência 
característica es un factor de consideración. Aunque (idealmente) puede decirse 
que los transitórios continúan indefinidamente, los mismos decrecen a valores 
tan pequenos, después de cierto número de rebotes, que la tensión se aproxima 
muchísimo a su valor final (cc). 

Considérese en seguida la misma línea con el interruptor cerrado cuando 
/ = 0, pero abierto de nuevo cuando / = \ us, de manera que se envie un pulso 
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de \-fiS a lo largo de la línea. Las líneas en doble zig zag en la figura 10-35c in- 
dican la posición dei pulso respecto a la distancia (arriba) y el tiempo (hacia la 
derecha). En cada reflexión la tensión cambia en escalones como sigue: 


Estado 


Tensión 


Sin reflexión Vo 

Después de la primera reflexión desde la carga V 0 p L 

Después de la primera reflexión dei generador V 0 p L p G 

Después de la segunda reflexión desde la carga V Q pip G 

Después de la segunda reflexión dei generador VoPlPc 

etc. 


(13) 


Evaluando (13), las tensiones dei pulso contra el tiempo son como se mues- 
tra con la línea discontinua en la figura 10-35Ò. La tensión dei pulso es el mismo 
que para el primer caso hasta después de la primera reflexión desde la carga, 
después de la cual la tensión decrece rápidamente, estableciéndose finalmente en 
cero como seria de esperarse con el interruptor abierto. Nótese que para ^ fis 
luego de cada reflexión, las tensiones incidente y reflejada se suman, producien- 
do el escalón de ^-jts antes dei escalón de |-/ís antes de la siguiente reflexión. 

Los transitórios o pulsos ocurren en líneas de transmisión cuando-una línea 
es energizada subitamente. Entre más larga sea la línea (si no tiene pérdidas), 
más tiempo persistirán los transitórios. Si la línea está terminada en una carga, 
el transitório o pulso desaparece después de llegar a la carga. 


10-10.2 REFLEXIONES DE ONDA EN UN 
TRANSFORMADOR DE A/4 

En la sección anterior el generador era dei tipo de cc. Considéreqse ahora ge- 
neradores de ca o de RF y la forma en que se eliminan las reflexiones con un trans¬ 
formador de A/4 La propiedad de no tener reflexión dei transformador de A/4 
se logra ajustando las reflexiones desde dos puntos (uno en cada extremo dei 
transformador), de manera que se equilibran en la frecuencia de diseno. Se in¬ 
vestigará esto con más detalle usando el método de reflexión de ondas. 

Considérese el transformador de A/4 de la figura 10-29, pero con una sec¬ 
ción corta de línea de 400-Q insertada entre el transformador de A/4 y la carga, 
como se muestra en la figura 10-36. Es necesario considerar tres ondas: A, que 
se aproxima a la unión 1 por la izquierda, B que se aproxima a la unión 1 por la 
derecha y C que se aproxima a la unión 2 por la izquierda. En una situación 
general se necesitaría considerar también una onda D que se aproximase a la 
unión 2 por la derecha, pero en este caso esa onda está ausente porque la carga 
y la línea están acopladas (no hay reflexión en la carga). Los coeficientes de 
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Figura 10-36 Reflexiones de una onda continua en un transformador de A/4 Nótese que con el paso 
dei tiempo la tensión se acerca a 1.0 volt en la Línea de 100 íí y a 2.0 V en la línea de 400 Q con una 
transición de 1 a 2 V en el transformador de A/4 (ROET = 2). 


reflexión y de transmisión (p y t) para cada onda son los indicados en la figura 
10-36. 

Supóngase que la onda inicial que llega por la izquierda es igual a 1 V y que 
la linea no tiene pérdidas. Entonces, en, la unión 1, se transmitirãn |-V y se 
reflejarà ^-V . Cuando la onda de ^-V llega a la unión 2, $ de ella serán trans¬ 
mitidos y j de ella será reflejado,dando un aumento de ^ de V en la onda que 
avanza hacia la carga y § de V en la onda que viaja de regreso hacia la izquierda 
de la unión 2, como en la figura 10-36. Cuando esta onda de f de V llega de 
nuevo a la unión 1, se invertirá en fase (habiendo viajado À/2, o 180°)t y dos 
tercios de ella serán transmitidos y un tercio será reflejado (con cambio de sig¬ 
no), produciendo una onda de —^ de V que viaja hacia la izquierda de la unión 
1 y una onda de +^7 de V que viaja hacia la derecha, como se indica en la fi¬ 
gura 10-36. Esta onda de yj de V, viajará hacia la unión 2 y será parcialmente 
transmitida y parcialmente reflejada, yel proceso continuará de manera inde¬ 
finida. 

t En situaciones de ca o RF se debe considerar el cambio de fase. En el caso de cc de la sección 
anterior, el cambio de fase a lo largo de la linea es cero. 
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Los valores de las tensiones transmitida y reflejada en cada unión durante 
varias reflexiones se muestran en la figura 10-36 (procediendo de arriba hacia 
abajo). La columna de la izquierda indica la tensión total a la izquierda de la 
unión 1. Es evidente que, en principio al menos, debe esperarse un tiempo infi¬ 
nitamente largo antes de que la onda reflejada en la línea de 100-Q se reduzca 
exactamente a cero y la tensión total a la unidad. A 300 MHz (A = 1 m) el 
transformador de A/4 es de 250 mm de longitud y para una línea aislada en el 
aire y sin pérdidas (t■ = c = 300 Mm s“') el tiempo para un viaje redondo es 
16.7 x 10“ 10 s (= 0.5/3 x IO 8 ), o 1.67 ns; y para tres viajes redondos es de 5 ns. 
Después de un tiempo suficiente se supone que se logran condiciones estables y 
que la reflexión es sustancialmente cero.* 

La acción dei transformador de A/4 es como la de un resonador (véase la 
Seçc. 13-17). Las ondas son reflejadas hacia atrás y hacia adelante entre las 
uniones, siendo la onda que viaja hacia la derecha igual a 1.5 V y láxmda que 
viaja hacia la izquierda igual a 0.5 V. El estudiante puede confirmar estos 
valores sumando las fracciones de onda de la figura 10-36. La ROET resultante 
= 2 en la sección A/4 

Como se indica en la figura 10-36, la onda a la derecha de la unión 2 (que 
viaja hacia adentro de la carga) llegará hasta 2 V después de un número sufi¬ 
ciente de reflexiones en el transformador. Así pues, el transformador de A/4 
transforma la onda de entrada de 1 V en una onda de 2 V dentro de la carga. 
También puede decirse que el transformador hace aparecer la carga de 400-Q 
como de 100 O en su entrada (unión 1) 

Considérese en seguida que se aplica un pulso cuadrado de duración t , y 
magnitud de 1 V.1 Procediendo de arriba hacia abajo en la figura 10-37, puede 
seguirse el progreso de este pulso en instantes sucesivos de tiempo hasta que 
desaparezca. Es evidente que el transformador no cumple su función de dis¬ 
positivo sin reflexión para un pulso tan corto como se indica en la figura 10-37 
U j i/i\ donde / es la longitud dei transformador y v es la velocidad de la on¬ 
da). No hay forma de que el pulso reflejado de la unión 2 se combine con el 
reflejadò de la unión 1 y reduzca su magnitud.§ Solamente para la condición de 
estado constante o para un pulso muy largo l/v) pueden las reflexiones 
múltiples reducir la onda reflejada a la izquierda de la unión 1 a su bajo valor 
deseado. Para evitar reflexiones con pulsos cortos se deben construir líneas sin 
discontinuidades en las líneas de transmisión. A la inversa, se pueden usar pul¬ 
sos cortos para localizar y medir la magnitud de las discontinuidades en líneas 


t El tiempo para dos viajes redondos es el mismo que para un ciclo. Entonces, la situación de es¬ 
tado constante se logra sustancialmente dentro de unos cuantos ciclos, 
í El pulso está dado por 


V(t) 


I para 0 < / < /, 

0 para t < 0 y / > t x 


$ En consecuencia, un anàlisis con diagrama de Smith de una línea no es de valor si la línea se va 
a usar con pulsos muy cortos. 
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de transmisión, Para obtener pulsos suficientemente cortos para tales medi- 
ciones de diagnóstico, puede resultar deseable usar frecuencias que son mucho 
mayores que la frecuencia de diseno. 

Para un solo y corto pulso incidente, los pulsos reflejados en un transfor¬ 
mador A/4 se muestran graficados contra el tiempo en la figura 10-37c, Los pul¬ 
sos están espaciados la longitud de tiempo que le toma al pulso viajar la sección 
A/4 hacia adelante y hacia atrás (= 2 l/v). Aunque los pulsos reflejados con- 
tinúan indefinidamente, su magnitud se hace muy pequena después de unos 
cuantos periodos de viaje redondo. 


100 0 


Unión 11 
-o-- 


Unión 2 


200 0 


400 

0 


} 


Unión 1 

-- 


Unión 2 
- 0 “ 


;400Ü 100 0 


200 0 


400 

Q 


400 O 



Figura 10-37 Progreso de un pulso corto a lo largo de una línea de transmisión con pulsos resul¬ 
tantes reflejados y transmitidos en las uniones. ( a ) Situación en instantes sucesivos. ( b ) Proceso con¬ 
tinuo. Nótese que un pulso incidente en pulso reflejado y pulso transmitido en cada unión. Una 
pantalla de tubo de rayos catódicos conectada a la línea a la izquierda mostraria una serie de pulsos 
eco de magnitud decreciente como en (c). La magnitud de los pulsos después de cada encuentro con 
una unión es la que se indica en (a) por los valores t. y (>. Por ejemplo, el pulso que viaja hacia la 
unión 1, reflejado por la unión 2 y luego reflejado por 1 tiene una magnitud r pp'V donde r es 
coeficiente de transmisión a través de la unión (de izquierda a derecha), p es el coeficiente de re- 
flexión en la unión 2 y //' es el coeficiente de reflexión en la unión 1 (de derecha a izquierda) i Véase 
la parte inferior de (a) y (b) ]. En (c) el espaciamiento dei pulso = 2/ r s. 
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10-10.3 PARÂMETROS DEDISPERSIÒN 051 

Considérese la unión de dos entradas o puntos de acceso de la figura 10-38. La 
razón de la tensión V l0 de la onda viajera que sale en la entrada 1 a la tensión V Xi 
de la onda viajera incidente en la entrada 1, con la salida o acceso 2 conectado a 
una impedancia de acoplamiento, es un coeficiente de reflexión o parâmetro de 
dispersión 


y 

s x ! = (Acceso 2 acoplado, V 2i = 0) 

^ 1 i 


( 1 ) 


Intercambiando la carga y el generador, la razón de la tensión V 2o de la onda 
viajera saliente en el acceso 2 a la tensión V 2i de la onda viajera incidente en el 
acceso 2, con la entrada o acceso 1 conectado a una impedancia de acoplamien¬ 
to, es 



(Acceso 1 acoplado, V u = 0) 


( 2 ) 


Más aún, con el acceso 2 conectado a una impedancia acoplada, la tensión 
V 2o de la onda viajera saliente en el acceso 2 o salida a la tensión V u de la onda 
viajera incidente en el acceso 1 es un coeficiente de transmisión o parâmetro de 
dispersión 

s 21 = ^ (Acceso 2 acoplado, V 2i = 0) (3) 

M i 


Finalmente, con el acceso 1 conectado a una impedancia acoplada, la ten¬ 
sión V lo de la onda viajera saliente en el acceso 1 a la tensión V 2i de la onda 
viajera incidente en el acceso 2 es 


Si2 



(Acceso 1 acoplado, V u = 0) 


(4) 



Figura 10-38 Unión de 
dos accesos o red. 


t C. G. Montgomery, R. H, Dicke y E. M. Purcell, “Principies of Microwave Circuits”, p. 146, 
McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1948. 
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Si hay reciprocidad, los cuatro parâmetros de dispersión constituyen una 
matriz simétrica de dispersión 



con s 2 1 — ^12 * 

Extendiendo el concepto de arriba a nodos (uniones) o redes de cualquier 
número de accesos, n, se obtiene una matriz de n x n en la que los elementos 
diagonales son coeficientes de reflexión (s n , s 22 , s 33 ,...) y los elementos con- 
tradiagonales son coeficientes de transmisión (s 12 ,s 21 ,s 13 ,s 31 ,...). Conectando 
un genêràdor acoplado sucesivamente a cada acceso de un nodo de n accesos, 
todos los otros accesos estando conectados a cargas acopladas, los parâmetros 
de dispersión se miden como los coeficientes de reflexión y de transmisión en los 
diferentes accesos. 

El siguiente ejemplo resuelto ilustra la aplicación de parâmetros de disper¬ 
sión al cálculo de un amplificador de un transmisor de efecto de campo (FET, 
Field-Effect Transistor). 

Ejemplo. Calcúlese la ganancia en tensión de un amplificador de transistor 
de efecto de campo de arseniuro de galio (GaAsFET) a 2 GHz si los pa¬ 
râmetros de dispersión dei GaAsFET son s n = 0.9 /—45° , Si, = 0.03/45°, 
s 21 = 3.9 /l35 0 y s 22 = 0.7 /—30° . El amplificador está conectado como en la 
figura 10-39. Las conexiones para las tensiones de compuerta y de drenaje 
son de alta impedancia y no se.muestran. 

SoLUCióN En general, con acceso no necesariamente acoplados se tiene 
(véase Fig. 10-38) 


Vio = s n V u + s l2 V 2i (5) 

^2 o = S 22 Vii + 5 21 Vii (6) 

También el coeficiente de reflexión en la carga conectada al acceso 2 es 



(7) 



Figura 10-39 Dispositivo de dos accesos con un 
GaAsFET como red activa para el cálculo de la 
ganancia dei ejemplo resuelto. 
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mientras el coeficiente de reflexión dei generador conectado al acceso 1 es 


Voo = Vu 

V Ci Vi 


De las ecuaciones de arriba el coeficiente de reflexión en el acceso 1 es 



Sn 


■h 


S í2 S 2iPl 
1 — S 2 2Pl 


= s 1 


Para una carga acoplada p L = 0 y s' u = s n . 

El coeficiente de transmisión entre el puerto 2 y el puerto 1 es 


^2 o _ S 21 

Vii ~ 21 1 - S22PL 


(9) 


( 10 ) 


Para una carga acoplada p L = 0 y t 21 = s 2V 
El coeficiente de reflexión en el acceso 2 es 


T 7 ^ — P 22 “ S 22 + 
*2 1 


s l2 S 2l Ptí 
1 Sj iPc 


5 22 


dl) 


Para un generador acoplado p G = 0 s 22 = s 22 . 

Finalmente, el coeficiente de transmisión entre el acceso 1 y el acceso 2 es 


v u = T s 12 

P 2I 12 1-SuPg 


( 12 ) 


Para un generador acoplado Pc = 0y T i2 = s i 2 

La ganancia de tensión dei amplificador G y está dada por la razón de 
la tensión total de salida a la tensión total de entrada, o 


Gy 


Vi L ±Vio = VJ±±PÔ =T 1 + Pl 
V u +V lo Pud+s',,) 21 1 + s 11 


(13) 


Un caso extremo es cuando la carga se acopla al acceso 2, de manera que 
p L = o. La ganancia de tensión 


Gy 


*21 

1 + 5 U 


3.9/135° 

1 4- 0.9 /-45° 


y 


G v = 2.22 or 6.9 dB (respuesta) 
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Otro caso extremo es cuando la carga es una resistência muy alta, de 
manera que p L & l/(F. Entonces 

G v = 9.68 or 19.7 dB (respuesta) 

Nótese que para amplificadores la red no es recíproca (el amplificador es 
un dispositivo activo), de modo que s 21 / s J2 - 


10-11 VELOCIDAD RELATIVA DE FASE E ÍNDICE 
DE REFRACCIÔN 

La velocidad de fase en relación con la velocidad de la luz, o velocidad relativa 
de fase , es 


P = _ = __ 1 

c \4<í 


(adimensional) 


d) 


donde / 1 , = permeabilidad relativa dei medio 
e r — permitividad relativa dei medio 

La velocidad de fase de una onda plana en un medio sin pérdidas no li¬ 
mitado es igual a o menor que la velocidad de la luz (p < 1). En general, sin em¬ 
bargo, la velocidad de fase puede tener valores mayores o menores que la ve¬ 
locidad de la luz. Por ejemplo, en una guia de onda metálica hueca v es siem- 
pre igual o mayor que c (véase Cap. 13). En óptica, el índice de refracción tj se 
define como el recíproco de la velocidad relativa de fase p. Esto es. 


1 _ 1 
P v/c 



( 2 ) 


Para médios no ferrosos p r está muy cerca de la unidad de modo que 


n = 



(3) 


Ejemplo 1 . La parafina tiene una permitividad relativa e r = 2.1. Encuén- 
trese el índice de refracción para la parafina y también lq velocidad de fase 
de una onda en un medio de parafina no limitado. 
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SoLUCiõN. El índice de refracción 

r t = s /2 .T = 1-45 


La velocidad de fase 


13 


—=- = 207 Mm s 1 

72.1 


Ejemplo 2. El agua destilada tiene las constantes a * 0, « r - 81, /i r - 1 
Encuéntrense rj y v. 


Soluciôn., 

r, = TsT = 9 

V = —7 = 0.11 \c = 33.3 Mm s 

781 


El índice de refracción dado para ei agua en el ejemplo anterior es el valor 
que tiene a bajas frecuencias ( / -0). A frecuencias de luz por ejemplo luz de 
sodio (A = 589 nm), se observa que el índice de refracción es de alrededor e 
1 33 en lugar de 9, como se calculo sobre la base de la permitividad relativa. Es a 
diferencia fue mencionada alguna vez como invalidación de la teoria de Maxwell. 
La explicación de la diferencia es que la permitividad £ no es una constan¬ 
te sino una función de la frecuencia. A frecuencia cero e r = 81, pero a la tre- 
cuencia de la luz e r = 1.33 2 = 1.77. El índice de refracción y la permitividad de 
muchas otras sustancias varían también en función de la frecuencia. 


10-12 VELOCIDAD DE GRUPOt 


Considérese una onda plana que viaja en la dirección x positiva como en la 
figura 10-3. Sea el campo eléctrico total 

E y = E 0 cos (ror — fix) 0) 

Supóngase ahora que la onda no tiene sino dos frecuencias de igual amplitud 
expresadas por 

+ A(0 OJ 0 - Aco 


+ Leon Brillouin, “Wave Propagation in Periodic Structures,” Cap. 5, McGrawJHill Book Com- 
pany, Nueva York, 1941; J.A. Stratton, “Electromagnetic Theorz,” p. 330, McGraw-Hill Book 
Company, Nueva York, 1941. 
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Se deduce que los valores P que corresponden a estas dos frecuencias son 

Po + A p que corresponde a cu 0 + Acu 

y Po — Ap que corresponde a cu 0 — Acu 

Para la frecuencia 1 

Ey = E 0 COS [(cu 0 + Acu)c - (Po + A/?)x] (2) 

y para la frecuencia 2 

Ey = E 0 cos [(cu 0 - Acu)r - (p 0 - A/?)x] (3) 

La adición de ambas da el campo total 

E y = E' y + e; (4) 

o bien 

E r = E 0 {cos [(cu 0 + Acu)r - (P 0 + A/?)x] + cos [(cu 0 — Acu)r - ( p o - A/J)x]} 

(5) 

Al efectuar las multiplicaciones de (5) y por transformación trigonométrica, se 
consigue 

E y = 2E 0 cos (cu 0 f — p o x) cos (Acuf — A^x) (6) 


Los dos factores coseno indican la presencia de pequenos impulsos o batidos, 
esto es, una ligera variación sobrepuesta a una más rápida. 

Para un punto de fase constante 


y 


oj 0 t — P 0 x = constante 


dx cu 0 

r,~h~ v ' /o “ 


(7) 


donde v es la velocidad de fase. Si el argumento dei segundo factor coseno se 
hace igual a una constante, se obtiene 

Acu t — A/? x = constante 


dx A(ú Ar ai 

= " =A/âj 


( 8 ) 


donde u es la velocidad de fase de la envolvente de onda, que normalmente es 
llamada velocidad de grupo. En el desarrollo anterior se puede considerar 
cu 0 + Acu y cu 0 — Acu como las frecuencias de banda lateraLprovenientes de la 
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modulación de una frecuencia portadora oj 0 por una frecuencia Aco, siendo 
suprimida la frecuencia portadora. 

En médios no dispersores, la velocidad de grupo es la misma que la ve- 
locidad de fase. El espacio libre es un ejemplo de un medio no dispersor sin pérdi- 
das y en el espacio libre u — v = c, Sin embargo, en médios dispersores, las velo¬ 
cidades de fase y de grupo difieren. 

Un medio dispersor es aquel en que la velocidad de fase es una función de 
la frecuencia (y en consecuencia de la longitud de onda en el espacio libre). Los 
médios dispersores son de dos tipos: 

1. Normalmente dispersor . En estos médios el cambio de velocidad de fase 
con longitud de onda es negativo; esto es, dvjdk > 0. Para estos médios 
w < v. I 

2. Anormaimente dispersor . En estos médios el cambio de velocidad de fase 
con respecto a la longitud de onda es negativo; esto es, dv/dk < 0. Para es¬ 
tos médios u > v. 

Los términos normal y anormal (o anómalo) son arbitrários, siendo el sig¬ 
nificado simplemente que la dispersión anormal o anómala es diferente dei tipo 
de dispersión descrito como normal. 

Para una frecuencia particular (ancho de banda mucho muy pequeno) 


. Acu d co 
u = hm — = — 
am->o A/J dp 


Pero (o = 2nf = 2nfk/k = jSr; de modo que 

d(o d(^v) 




o bien 


dfi dp 
u = t; + P 


dv 

■'V" 

dv 


(9) 


( 10 ) 

(H) 


También puede demostrarse que 


u = v 



( 12 ) 


Las ecuaciones (11) y (12) son útiles para encontrar la velocidad de grupo 
para una función dada de velocidad de fase. 

Ejemplo. Una onda plana de 1 MHz (longitud de onda de 300 m) que viaja 
en un medio normalmente dispersor, sin perdidas, tiene una velocidad de 
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fase a esta frecuencia de 300 Mn s *. La velocidad de fase como función de 
la longitud de onda está dada por 

V = ky/k 


donde k es una constante. Encuéntrese la velocidad de grupo. 
Solución. De (12) la velocidad de grupó es 


. dv k f— 


obien „ = r (i _ 

En consecuencia, 


u = - = 150 Mm s 1 

Para ilustrar gráficamente ia diferencia entre velocidad de fase y velocidad 
de grupo, considérese una onda de las mismas características de velocidad de fase 
que en el ejemplo anterior y supóngase, además, que la onda tiene dos frecuen- 
cias, l„ + Al y / 0 - A/, de igual amplitud, donde f 0 = 1 MHz y Af = 100 
kHz. Esta es equivalente a una onda portadora de 1 MHz modulada a 100 kHz 
con Ia portadora suprimida. De acuerdo con (6) se grafica en la figura 10-40 la 
magnitud instantânea de E v en función de la distancia (graficada en metros) 
para tres instantes de tiempo, t = 0, t = T/4 y t = T/2. E! punto P es un pun- 
to de tase constante de la onda y se mueve con la velocidad de fase v. El punto 
P' es un punto de fase constante de Ia envolvente de la onda y se mueve con la 
velocidad de grupo u. Es evidente que en la mitad de un periodo (T/2) el punto 
P ha recorrido una distancia d\ que es la mitad de la distancia d que se ha 
movido el punto P. Es decir, la velocidad de grupo u es la mitad de la velocidad 
de fase r La intormación portada por la modulación se mueve con la velocidad 
de la envolvente, esto es, a la velocidad de grupo.t 

La diferencia entre las velocidades de grupo y de fase se ilustra también con 
una oruga que se mueve arrastrándose. Las ondas en su lomo se mueven hacia 
adelante con la velocidad de fase, mientras que la oruga avanza como un todo 
con velocidad de grupo. 

Para una onda de amplitud constante de una sola frecuencia, (o sea de es¬ 
tado estacionário) la velocidad de grupo no es evidente. Sin embargo, si la onda 
consta de dos o más frecuencias, o una frecuencia de grupo, como en una onda 
modulada, puede observarse la velocidad de grupo porque la amplitud de onda 

+ En un medio sin pérdidas la energia se transporta a también a velocidad de grupo. 
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Figura 10-40 El punto Fde fase constante de la onda se mueve con una velocidad de fase v mientras 
el punto F en la envolvente se mueve con velocidad de grupo u. En este ejemplo la velocidad de 
grupo es la mitad de la velocidad de fase. 


no es uniforme y las ondas individuales parecen formar grupos que pueden ser 
encerrados por una envolvente, como en la figura 10-40. 


10-13 ONDAS V1AJERAS Y ONDAS ESTACIONARIAS 

Los valores instantâneos de E v y H z para una onda viajera plana se ilustran en 
la figura 10-41 con la onda avanzando en la dirección x positiva. La figura 10- 
41 a muestra la situación en el tiempo t = 0, mientras que la figura 10-41Ô 
muestra la situación un cuarto de periodo después (/ = 74). Los valores má¬ 
ximos de E y y H z ( E 0 y H 0 ) se muestran iguales. En consecuencia, si el medio es 
el espacio libre, la escala en volts por metro a lo largo dei eje y debe ser 377 
veces la escala en amperes por metro a lo largo dei eje z. Las escalas deben ser 
iguales, sin embargo, si el medio tuviese una impedancia intrínseca de 1 íí.. En 
la figura 10-41 se muestran las magnitudes y las direcciones de E y y H z para 
puntos a lo largo dei ejex. Puesto que se está considerando una onda plana que 
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figura 10-41 Valores instantâneos de E y y H. a lo largo dei eje x (ff) en / = 0 y ( b ) después de 1/4 
de periodo. En este intervalo el punto P ha avanzado À/4 hacia la derecha. 


viaja en la dirección dei eje x, las relaciones de E y y H z a lo largo de todas las 
líneas paralelas al eje x son las mismas que las mostradas. 

Hasta aqui, se ha considerado sólo una sola onda viajera, como una onda 
que se mueve en la dirección positiva o negativa en el eje x . Ahora se examinará 
la situación que existe cuando hay dos ondas que viajan en direcciones opuestas, 
como en las direcciones positiva y negativa en el eje x. Supóngase que ambas 
ondas son de la misma frecuencia y de forma senoidal. La condición de que las 
ondas sean de la misma frecuencia y forma se satisface automáticamente si una 
onda es la reflexión de la otra puesto que ambas se originan entonces en la mis¬ 
ma fuente. 

En relación con la figura 10-42, supóngase que el espacio se divide en dos 
médios, 1 y 2, con una frontera plana entre ellos, como se muestra. Una onda 


Medio 2 

Medio 1 

Onda transmitida ' 

Onda incidente 


Onda reflejada 


Frontera 
entre los médios 


.t-G +3 - 


Figura 10-42 Relación de ondas inçjdente, reflejada y 
transmitida. 
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que se origine en el medio 1 e incida en la frontera se dice que es la onda in¬ 
cidente. La onda reflejada en la frontera hacia el medio 1 se llama onda re- 
flejada. Si la reflexión de la onda incidente en la frontera no es completa, parte 
de la onda continua hacia el medio 2 y a esta onda se le denomina onda trans¬ 
mitida. 

En la solución de la ecuación de onda para E y dada por (10-2-20) hay dos 
términos, representando el primero una onda en la dirección negativa de x 
(hacia la izquierda) y el segundo una onda en la dirección positiva de x (hacia la 
derecha). Tomando ahora (10-2-34), sea la onda incidente (que viaja hacia la iz¬ 
quierda) dada por 


E y0 = £ 0 e** + « (1) 

y la onda reflejada (que viaja hacia la derecha) por 

E yí = E l e j(üíl ~ fix+S) (2) 

donde ô = adelanto de fase en el tiempo de E yí respecto a E y0 en x = 0, o sea, 
ô = corrimiento de fase en el punto de reflexión 
E 0 = amplitud de la onda incidente 
E t = amplitud de la onda reflejada 

El campo eléctrico total E v es 

E y = E y0 + E yí (3) 

La magnitud instantânea de los campos se obtiene tomando ya sea la parte 
real (Re) o las partes imaginarias (Im) de (1) y (2). Entonces, tomando las partes 
imaginarias, el campo eléctrico instantâneo total es 

E y = E 0 sen (cot + fix) + E t sen (cot — fix + <5) (4) 

4 

Si ò = 0 o 180°, (4) puede desarrollarse como sigue .t 

E y = E 0 sin cot cos /?x + E 0 cos cot sin fix + E x sin cot cos cos cot sen fix 

(5) 

Agrupando términos se tiene 

E y = ( E 0 + Ex) sin cot cos fix -I- (E 0 — £ x ) cos cot sin fix (6) 

Si el medio 2 es un conductor perfecto, la onda reflejada es igual en magnitud a 
la onda incidente. Si x = 0 se toma en la frontera entre los médios 1 y 2, la 


t sen (a ± b) = sen a cos b ± cos a sen b 
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iclación en la frontera para la componente tangencial de E requiere que E y = 0, 
de manera que E í = — E 0 en la frontera (<5 = 180°). Así es como (6) se convier- 

te en 


E y = 2E 0 cos cor sen fix (7) 

Esta representa una onda que es estacionaria en el espacio. Los valores de 
E y en un instante particular son una función senoidal de x. Los valores instan¬ 
tâneos en un punto particular son una función cosenoidal de t. El valor de cres¬ 
ta de la onda es la suma de los valores de cresta incidente y reflejado o sea 2 E 0 . 
Una onda estacionaria de este tipo para la que | | = »|£ 0 | es una onda esta¬ 

cionaria pura. Este tipo de onda se asocia con los resonadores. 

Las variaciones en el espacio y el tiempo de E y para una onda estacionaria 
pura se muestran en las curvas de la figura 10-43. Hay que hacer notar que un 
punto de fase constante, como P, no se mueve en la dirección de x sino que per¬ 
manece en una posición fija conforme transcurre el tiempo. 

Ahora se estudiarán las condiciones cuando la onda reflejada es más pe¬ 
quena que la onda incidente, por ejemplo la mitad. Entonces, E j = —0.5£ o . 
(En el caso de línea de transmisión análoga. Z L = 3Z 0 y p v = ^.) Al evaluar (6) 
para este caso en cuatro instantes de tiempo se obtienen las curvas de la figura 
10-44. Las curvas muestran los valores de E y en función de fíx en tiempos 
iguales a 0, y | de período. Los valores de E y varían de 1.5E 0 en / = 0 a 0.5E o 
en f = i de periodo. Los valores de cresta en función de x, como se observa 
en un intervalo de tiempo mayor de un ciclo corresponden a la envolvente como 
se muestra. Esta envolvente permanece estacionaria, pero se centra la atención 
en un punto P de fase constante de la onda, se nota que la onda instantânea 



Figura 10-43 Onda estacionaria pura mostrando t. en diversos instantes. 
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Figura 10-44 Envolvente de onda estacionaria para A', = - 0.5 A' (: con onda asociada (viajera) en 
cuatro instantes de tiempo: t - 0, / = 778, t - T/4 y t = 3778. 


total viaja hacia la izquierda. También hay que observar que la velocidad con la 
que se mueve P no es constante. Entre el tiempo 0 y £ de periodo, P se mueve 
alrededor de 0.052 (O.Itt), mientras que en el siguiente £ de periodo, P se mueve 
alrededor de 4 veces más, o sea, alrededor de 0.22 (0.4 tt). Aunque la velocidad 
promedio dei punto de fase constante es la misma que para la onda viajera 
pura, su magnitud instantânea varia entre valores que son mayores y menores. 

Para resumir, existen dos ondas E v , una que viaja en la dirección negativa 
de x y otra de la mitad de amplitud que viaja en la dirección positiva de x. Las 
ondas se refuerzan una con otra en algunos puntos y se contrarrestan entre sí en 
otros puntos. La onda resultante viaja en la dirección negativa de x. 

La envolvente de las curvas instantâneas de la figura 10-44 puede llamarse 
curva o envolvente de la onda estacionaria . En cualquier posición fix el valor 
máximodel campo en algún momento durante el ciclo es igual al valor de la or¬ 
denada de la envolvente. 

Para calcular el valor de la envolvente de la onda estacionaria, se p'uede 
proceder como sigue. En (6) se pone 

A = (E 0 + Ei) cos fix ( 8 ) 

B = (E 0 - £,) sen fix (9) 

Desarrollando sen cot y cos m en términos de exponenciales, puede demostrarse 
que 

A sen o)t + B cos ajt = JA 1 4- B 2 sen (ot ■+■ 7 ) ( 10 ) 

La ecuación (6) puede describirse entonces 


E y = x /,4 2 + 6- sen (<»t + ,/ix) 


(II) 
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Desarrollando (11) por medio de (8) y (9) queda 

E y = sj(E 0 + E,) 2 COS 2 fix + (£ 0 - £ 1 ) 2 sen 2 fix sen (ror + fix) (12) 

El valor máximo de E y en alguna posición fix observado en un intervalo de al 
menos un periodo, ocurre cuando sen (ror + fix) = 1. Entonces, para la forma 
de la envolvente de la onda estacionaria de E y se tiene 

E y = y/(E 0 + £j) 2 cos 2 fix + (£ 0 -E^sen 2 )íx (13) 

Ordinariamente no se tiene mucho interés en la forma de la envolvente de la 
onda estacionaria como la dada por (13), como en la razón de los valores máximo al 
mínimo para la envolvente, a la que se le llama razón de onda estacionaria (ROE). 
El potencial o tensión a cualquier distancia x será proporcional al campo,*1' y en este 
caso la ROE puede manejarse como la razón de onda estacionaria de tensión 
(ROET). El valor máximo de la envolvente corresponde a la suma de las 
amplitudes de las ondas incidente y reflejada (£ 0 + £j), mientras que el mínimo 
corresponde a la diferencia entre las dos (£ 0 — £ x ). Con esta información puede 
determinarse la fracción de la onda incidente de £,, que es reflejada, formando la 
onda reflejada, y también la que es transmitida (véase Fig. 10-42). Como se notará 
más adelante, este conocimiento es importante para determinar la naturaleza de las 
condiciones en el punto de reflexión. 

En consecuencia, para la ROET puede escribirse 


ROET = 



£°_+_£j_ 

Eq — E { 


(14) 


Cuando la onda reflejada es cero (E t = 0), la ROET es la unidad. Cuando la 
onda reflejada es igual a la onda incidente ( E x = £ 0 ), la ROET es infinita. En 
consecuencia, para todos los valores intermédios de la onda reflejada, la ROET 
cae entre 1 e infinito. 

La razón de la onda reflejada a la onda incidente es el coeficiente de re¬ 
flexión. Entonces, en el punto de reflexión (x = 0) y en el tiempo f = 0, la 
razón de (2) a (1) es 


9 = 


Ey± = E x e 
Ey 0 E 0 


Jà 


E ^ 

E 0 


= pló 


(15) 


t Siempre que E se integre en trayectorias iguales t {V =‘ j E • d\ = El). 
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La mágnitud de p puede variar entre 0 y 1 con ângulos de fase entre 0 y ± 180°. 
Al volver a escribir (14) y sustituyendo (15) se tiene 


1 + (£,/£„) __ 1 + |p| 

1-iEJEo) 1 - |p| 


(16) 


Al despejar \p\ se obtiene una expresión para la mágnitud dei coeficiente de 
reflexión en términos de la ROET: 


\P\ 


ROET - I 
"ROET + í 


(17) 


En la figura 10-45, se presentan las envolventes de la onda estacionaria 
para tres magnitudes de la onda reflejada dadas por los coeficientes de reflexión 
p = 0,0.5, y 1. La amplitud de la onda incidente se toma como la unidad. Las 
curvas muéstran E y como una función de la posición en términos tanto de fix 
como de longitud de onda. Para una reflexión completa (p = 1) se tiene una 
onda estacionaria pura con una ROET infinita. Para reflexión cero (p = 0), la 
ROET es la unidad y £,. es constante en función de la posición. Para un coe¬ 
ficiente de reflexión de 0.5, la curva varia entre 1.5 y 0.5 de manera que la 
ROET = 3. En general, la envolvente de la onda estacionaria no es una curva 
senoidal. Esto se ilustra por medio de la curva para p = 0.5. 

Sin embargo, en la condición limite de p = 1 la curva no tiene la forma de una 
función senoidal rectificada (\senfix\). Además, conforme se tiende a la con¬ 
dición p = 0 la curva se aproxima más a una variación senoidal. 

Toda esta sección se aplica no sólo a ondas sino también a ondas en líneas 
de transmisión, requiriendo sólo que el campo E sea remplazado por la tensión 



Figura 10-45 Envolventes de onda estacionaria para tres magnitudes de coeficiente de reflexión, 
q = 0, 0.5 y I. 
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de la linea de transmisión V. Nótese que la ROET y el coeficiente de reflexión 
tienen ecuaciones idênticas a las de la sección 10-6 para líneas de transmisión 
puesto que p = p,.. 

10-14 CONDUCTORES Y DIELÈCTRICOS 

De acuerdo con la ecuación dei rotacional de Maxwell a partir de la ley de Ampere, 

VxH = J + ^ (1) 

puesto que J = <tE, (1) se convierte en 

V x H = <tE + ~ (2) 

üt 

Para una onda plana polarizada linealmente que viaja en la dirección jc con 
E en la dirección y, la ecuación vectorial (2) se reduce a la ecuación fasorial escalar 


“ = aE > + jaxEy (3) 

Los términos de (3) tiene cada uno las dimensiones de la densidad de corriente, 
que se expresa en amperes por metro cuadrado. El término <?E V representa Ia den¬ 
sidad de corriente de conducción, mientras que el término jm£ y representa la 
densidad de corriente de despí azam ien to, Entonces, de acuerdo con (3) la razôn 
espacial de cambio de H z es igual a la suma de las densidades de corriente de 
conducción y de desplazamiento. Si la conductividad es cero, el término de 
corriente de conducción se hace cero y se tiene la condición considerada en las 
secciones previas. Si a no es igual a cero, se pueden definir arbitrariamente las 
tres condiciones como sigue:f 


(1) coe > a 

(2) coe ~~ a 

(3) coe o 


Cuando la corriente de desplazamiento es mucho mayor que la corriente de 
conducción, como en la situación (1), el medio se comporta como un dieléc- 
trico. Si o = 0, el medio es un dieléctrico perfecto, o sea sin pérdidas. Sin em- 

t En la sección 8-14, la condición (1) se modificaria en el caso de un dieléctrico con muchas pér¬ 
didas <•>( <r y la condición (2) con wt — a' pero para la condición (3) se tienç ox ' ^ ox y o' = 
a, y consecuentemente puede escribirse <o( rr como se indica. 
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bargo, si u)c > a, se comporta más como dieléctrico que cualquier otra cosa y 
puede, para propósitos prácticos, clasificarse como dieléctrico. Para otro lado, 
cuando la corriente de conducción es mucho mayor que la corriente de des- 
plazamiento, como en la situación (3), el medio puede clasificarse como con- 
ductor. En condiciones intermedias entre estas dos, cuando la corriente de con¬ 
ducción es dei mismo orden de magnitud que la corriente de desplazamiento, el 
medio se puede clasificar como cuasiconductor . 

Es posible ser aún más específicos y clasificar arbitrariamente los médios 
como pertenecientes a uno de los tres tipos de acuerdo con el valor de la razón 
o/coe como sigue: 

^ ,, . o \ 

Dielectncos: — < 77 -r 

coe 100 


Cuasiconductores: < — < 100 

100 coe 


. o 

Conductores: 100 < — 

coe 


donde o = conductividad dei medio, Um -1 
e = permitividad dei medio, Fm -1 

a) = frecuenciaen radianes = 2 nf, donde / = frecuencia, Hz 



Frecuencía =10^ Hz 


Figura 10-46 Relación a fox como una función de la frecuencia para algunos médios comunes 
(gráfica log-log). 
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Tabla 10-5 Tabla de constantes para algunos médios comunes 


Medio 

Permitividad c r , 
adimensional 

Conductividad a , 
Dm' 1 

Cobre 

1 

5.8 x 10 7 

Agua de mar 

80 

4 

Terreno rural (Ohio) 14 

IO’ 2 

Suelo urbano 

3 

10' 4 

Agua dulce 

80 

10“ 3 


La razón ojox es adimensional. 

Hay que hacer notar que la frecuencia es un factor importante para deter¬ 
minar si un medio actúa como dieléctrico o como conductor. Por ejemplo, 
tómese el caso dei terreno rural promedio (Ohio) para el que c r 14 (a bajas fre- 
cuencias) y o = 10“ 2 13 m" 1 . Suponiendo que no hay cambio en estos valores en 
función de la frecuencia, la razón <r/(oe en las tres diferentes frecuencias es como 
se tabula. 


Frecuencias, Hz 

Razón <r/a>€ 

10 3 

1.3 x 10 4 

IO 7 

1.3 

3 x 10 lo (A = 10 mm) 

4.3 x 10' 4 


A 1 kHz el terreno rural se comporta como un conductor, mientras que a 
frecuencias en la región de microondas de 30 GHz, actúa como un dieléctrico. A 
10 MHz su comportamiento es el de un cuasiconductor. 

En la figura 10-46 se grafica la razón a/we en función de la frecuencia para 
cierto número de médios comunes. Al preparar 10-46 se supuso que las constan¬ 
tes conservan su valor de bajas frecuencias para todas las frecuencias. Las cur¬ 
vas de la figura 10-46 no deben considerarse entonces como precisas por arriba 
de la región de las microondas puesto que las constantes de los médios pueden 
variar con la frecuencia, particularmente a frecuencias dei orden de 1 GHz o. 
más. En la tabla 10-5 se presenta una lista de las constantes a baja frecuencia 
para los médios de la figura 10-46. 

En la figura 10-46 se advierte que el cobre se comporta como un conductor 
a frecuencias bastante arriba de la región de microondas. Por otro lado, el agua 
dulce actúa como dieléctrico a frecuencias superiores a los 10 MHz. Las razones 
<r/(úe para agua de mar, terreno rural y suelo urbano quedan entre los extremos 
dei cobre y dei agua dulce. 
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10-15 MÉDIOS CONDUCTORES Y LlNEAS CON PERDIDAS 


En la figura 10-47, considérese una onda que es transmitida dentro de dos 
médios conductores. Sea x = 0 en la frontera dei medio conductor con x au¬ 
mentando positivamente dentro dei medio conductor. 

Conforme a lo expresado por (10-2-47), la ecuación de onda para un medio 
conductor es 



y% = o 


O) 


donde 


y 2 = joifur — co 2 /i£ 


( 2 ) 


Una solución de (1) para una onda que viaja en la dirección positiva de x es 

E y = E 0 e~ yx 

Para conductores, a P cue, de manera que (2) se reduce a 

y 2 x jüifia 

y t y ~ s/Jcõ/iã = (1 -I- j) 



(3) 

(4) 

(5) 


u 



Onda incidente 



Onda reflejada 


^ Onda transmitida 
, ' y ■. ■ en ei medio conductor 



Frontera dei 
medio conductor 


-v = 0 


Figura 10-47 Onda plana entrando a un 
medio conductor con incidência perpen¬ 
dicular. 



+ 2j- 1 


1 + / 
sÍ2 


= 1/4T 


I- 


V +iY 


t Nota: 


2 


2 
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Entonces, y tiene una parte real y una parte imaginaria. Haciendo y = oc 4- 
se ve que a, la parte real, está asociada con la atenuación y 0, la parte imagi¬ 
naria, está asociada con la fase. En consecuencia, 


E y = E 0 e-* x e- jftx 


donde oe 

p 

CD 

V 

a 

x 

j 


Re y 
Im y 



constante de atenuación, Np m 
constante de fase, radm“ 1 


frecuencia en radianes = 2 nf, rad s“ 1 
permeabilidad dei medio, Hm -1 
conductividad dei medio, Um -1 
distancia, m 

operador complejo = 1, adimensional 


( 6 ; 


La ecuación (6) es una solución de la ecuación de onda para una onda plana que 
se desplaza en la dirección positiva de jcen un medio conductor. Da la variación 
de E y tanto en magnitud como en fase en función de x. El campo se atenua ex¬ 
ponencialmente y se retarda en forma lineal en fase al aumentar x . 

Obténgase ahora una medida cuantitativa de la penetración de una onda en 
un medio conductor. En la figura 10-47,'' se escribe (6) en la forma 


E y = E Q e~ xi6 e- i{xlò) (7) 

donde 6 = ^/2/co^a. En x = 0, E v = E 0 . Esta es la amplitud dei campo en la 
superfície dei medio conductor. Ahora, ô en (7) tiene las dimensiones de la dis¬ 
tancia. A una distancia x = ô la amplitud dei campo es 

|E y | = E 0 e~ 1 

= E 0 - (8) 

e 

Entonces, £ v disminuye a l/e (36.8 %) de su valor inicial, mientras que la onda 
penetra una distancia ò. Por ello Ô se llama la profundidad de penetración \/e. 
Véase la figura 10-48. 

A manera de ejemplo, considérese la profundidad de penetración de una on¬ 
da electromagnética plana que incide perpendicularmente sobre un buen con¬ 
ductor, como el cobre. Puesto que to = 2n1\ la profundidad l/e viene a ser 


Jtw n 


(9) 
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Figura 10-48 Magnitud relativa dei campo eléctrico E o densidad de comente J < =<tE) en función 
de la profundidad de penetración ó para una onda plana que viaja en la dirección x en un medio 
conductor. La abscisa da la distancia de penetración x y se expresa en profundidades l/e (<5). La 
longitud de onda en el conductor es igual a 2nó. 


Para el cobre /< r = 1- de modo que // = 1.26 /iH m y la conductividad a = 
58 MO irT 1 . Al sustituir estos valores en (9), se obtiene para el cobre 


ô = 


6.6 x 10' 2 

~7T~ 


( 10 ) 


donde S = \ /e profundidad de penetración, m 
I = frecuencia en Hz 

Evaluando (10) a frecuencias especificas, se encuentra que 

A 60 Hz: <5 = 8.5 x 10"'m 

A 1 MHz: S = 6.6 x 10' 5 m 

A 30 GHz: S = 3.8 x 10' 2 m 

Entonces, mientras que a 60 Hz la profundidad de penetración l/e es 8.5 mm, 

la penetración disminuye en proporción inversa a la raiz cuadrada de la frecuen¬ 
cia. Con la longitud de onda de 10 mm (30 GHz) la penetración es de solamente 
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0.00038 mm, o sea menos que \ pm. Este fenómeno a menudo se denomina 
effecto superficial o pelicular (skin effect) 

Entonces, un campo de alta frecuencia se amortigua al penetrar a un con- 
ductor en una distancia más corta que un campo de baja frecuencia.t 

Además de la profundidad de penetración 1/e, también se habla de otras 
profundidades para las que el ejemplo eléctrico disminuye a una fracción arbi¬ 
traria de su valor inicial. Por ejemplo, considérese la profundidad a la que el 
campo es 0.01 (1 %) de su valor inicial. Esta profundidad se obtiene multiplicando 
la profundidad \/e por 4.6 y puede denominarse como profundidad de penetra¬ 
ción de! 1 / e. 

La velocidad de fase está dada por la razón cj/fi . En este caso f$ = l/ô 
de manera que la velocidad de fase en el conductor es 



Puesto que la profundidad l/e es pequena, la velocidad de fase en conductores 
es pequena. De (11) es claro que la velocidad es una función de la frecuencia y 
en consecuencia de la longitud de onda. En este caso, dv/tlk es negativa, donde 
À es la longitud de onda en el espado libre. Consecuentemente, los conductores 
son médios dispersores anómalos (Sec. 10-12). 

La razón de la velocidad de una onda en el espacio libre a la que tiene en 
un medio conductor es el indice de refracción para el medio conductor. A baja 
frecuencia, el índice para conductores es muy grande. 

Para encontrar la longitud de onda À c en el conductor, de (11) se tiene que 
fX c = má, o 


k c = 2nÒ 


( 12 ) 


En (12), tanto Ã c como ô están en las mismas unidades de longitud. En con¬ 
secuencia, la longitud de onda en el conductor es 2 n veces mayor que la pro¬ 
fundidad \je. Puesto que la profundidad \je es pequena en conductores, la lon¬ 
gitud de onda en conductores es pequena. 

Los valores de la profundidad l/e, profundidad dei 1 %, la longitud de on¬ 
da, la velocidad y el índice de refracción para un medio de cobre están dados 
en la tabla 10-6 para tres frecuencias. 

Es interesante notar que el campo eléctrico se amortigua al 1 % de su am- 
plitud inicial en aproximadamente | de À en el metal. 

Puesto que la profundidad de penetración es inversamente proporcional a la 
raiz cuadrada de la frecuencia, una lâmina delgada de un material conductor 
puede actuar como un filtro de pasa bajas para ondas electromagnéticas. 

+ Esto es análogo a la forma en que una variación rápida de temperatura" en la superfície de un 
conductor térmico penetra una corta distancia menor que en una variación lenta de temperatura. 
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Tabla 10-6 Profundidades de penetración, longitud de onda, velocidad e 
índice de refracción para el cobre. 




Frecuencia 




60 Hz 

1 MHz 

30 GHz 

Longitud de onda en el espado libre A 
Profundidad 1 /ê; m 

Profundidad dei 1 %,m 

Longitud de onda en el conductor A t , m 
Velocidad en el conductor r r , m s' 1 
Índice de refracción, adimensional 

5 Mm 

8.5 x IO’ 3 
3.9 x 10' 2 
5.3 x I0“ 2 
3.2 

9.5 x 10 1 

300 m 

6.6 x I0" 5 

3 x 10’* 

4.1 x IO' 4 

4.1 x I0 2 

7.3 x IO 5 

10 mm 

3.8 x 10* 
1.7 x IO' 1 
2.4 x 10' 

7.1 x I0 4 

4.2 x 10 3 


Para el caso de un medio conductor en el que a > o se tiene de (10-5-7) 
que la impedancia característica es 

(« 


Ejemplo 1. Calcúlese la profundidad oceânica a la que se obtiene un campo de 
1/iVm -1 con una E en la superfície igual a 1 V m ' a frecuencias de 
1 , 10, 100 y 1000 kHz. iCuál es la frecuencia más apropiada para co- 
municación con submarinos sumergidos? 


SoLUCiõN De la tabla 10-5, <r = 4 ü m" 1 y c r = 80 para el agua de mar. A 
la frecuencia más alta (1000) kHz), a í> cx, de modo que a = JvjuoU 
puede usarse para las cuatro frecuencias. A 1 kHz 


/27rl0 3 47t x 10" 7 4 


0.13 Np m“ 1 


Puesto que 


E 

ÊO 


10 


C 


- XX 



13.8 


y a 1 kHz, x = 13.8/0.13 = 106 m. A 10 kHz, x = 35 m; a 100 kHz, x = 
11 m; y a 1 000 kHz, x = 3.5 m, donde x = profundidad. 

Aunque parecería que 1 kHz es la mejor de las cuatro frecuencias an¬ 
teriores, puede ser deseable una frecuencia aún más baja que depende de 
otros factores, incluso las antenas que se vayan a usar para transmisión y 
recepción. Este problema se explicará en el capítulo 14, 
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Figura 10-49 Línea de transmisión con pérdidas con carga a la izquierda. Dos tercios de la tensión 
incidente se reflejan en la carga (con el signo invertido). Cerca de la carga la ROET es grande (onda 
estacionaria casi pura). Lejos de la carga la ROET es pequefta (onda viajera casi pura). Los câmbios 
de fase en forma escalonada son cerca de la carga pero la fase cambia linealmente con distancias 
remotas de la carga. 
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DIMENSION V(500)* X(500), P (500) 

)arraus for plot-point data 
OPEN 12* 'PLOTFILE', ATT='SOL' 

fila for plot Information to be 
uscd by the printer. 
tuo timas pi (valua of bata htra) 
x-position 

calculate the 500 points 
b a ta t ima a x-positiun 
coefficiant for V incidant 
real part of exp ( j bata x ) 
imaginary part of exp ( j bata x) 
for sin of ininus bata x 
coafficiant for V raflactad 
real part of Vi+Vr 
imaginary part ot Vi+Vr 

14?99^61* of V * n «rray for plot 

phase angle in degrees batwaan 
plus 160 and minus ISO* in array 
x position for this plot point 
next x position 
intializa plotting routine 
x —axis in inches 
set cursor at < 5# 5) 

u-axis in inches 
íobiest x-value 
user x-units per inch 
sma 11es t y-va i ue 
-vaiues per inch 


BETA-2. *3 
XP=0 0 

DO 10 1=1*500 
BX=BETA*XP 
A=10. *EXP(. 3*XP> 
B-COS(BX) 

C=SIN(BX) 

D=—C 

E=-20. /3. *EXP(-0 3*XP) 

RE=A*B+E*B 

RI=A*C+E*D 

V<I> = (RE**2. +RI**2 )** 5 
P<I>*ATAN2(RI, RE>*10O /3 


X(I>»XP 
XP=XP+. 01 
CALL PLOTS(O*0*1) 
XAX=10. 0 

CALL PLOT (0.5,0 5,-3) 
VAX»4. O 
FX=0 O 
DX=0. 5 
FV=0 O 
DV =40. /4 


CALL AXIS(0 0, 0 0, 


DISTANí! 


2E, METER5',-16, XAX, 0 O,FX,DX) 
i drauts and labeis the x-axis 

CALL AXISdO 0-0 O, 'MAGNITUDE, VOLTS ', -16, YAX, 90 0, FY,DYi 

• drauis and labeis the right u-axis 
CALL ALINE (X, V, 500, 1,0, 0, FX, DX, FY, DY) 


, arranqas the pnntfile to plot the 
;magnitude function 

FY 1 =—100. i louiest y-axis valua 

DY1=360. /YAX , numbar of u-units per inch 

CALL AXIS<0. , 4 , 'PHASE ANGLE, DEGREES20, YAX, 90 ,FY1,DY1) 

> drauis and labeis the left y-axis 
FYl=-540 ,to put the phase graph abova 

CALL ALINE(X,P, 500, 1, O, 1,FX,DX,FY1, DY 1> 

i arranges pnntfile to plot the 

Ç hase’angle function 
o 

CALL PLOTtIO. ,8. ,2) ; complete 

CALL PLOT(10. ,4. ,2) ; the margin 

CALL PLOKO ,4. ,3) ; around the 

CALL PLOTíO ,0,2) ; four sides 

CALL SYMBOL (0 ,8.5, 25, 

'UNIFORH TRANSMISSION LINE AT 300 MEGAHERTZ', 0 ,42) 

• to print the labei at the top 
CALL PLOT(0 .0. .999) ,to termina te the plot routine 
CALL EXIT ifortran housekeeping 

END 


PROGRAM BY PAUL HERMAN 
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Ejemplo 2. Una línea de transmisión uniforme con pérdidas se conecta a 
una carga. La carga está en x = 0 y la linea se extiende a valores positivos 
de jc. Una onda incidente tiene una tensión de V { y la onda reflejada de la 
carga tiene una tensión V r . Úsese una computadora para calcular y graficar 
la magnitud y la fase de la tensión total V = V { + V r a intervalos de 100 mm 
a una distancia de 5 m de la carga (50 puntos) para 

y. = V 0 e 2X e Jt,í,+px> 

v r = 

V 0 = 10 V 

f= 300 MHz (A = 1 m) 

y. = 0.3 Np m“ 1 

Solución Los resultados se muestran en la figura 10-49. En virtud de la 
atenuación, o capacidad de pérdida de la línea, el efecto de la onda re¬ 
flejada se hace pequeno rápidamente en comparación con la onda incidente 
a medida que aumenta la distancia jc. Así pues, a una distancia de 5 m de la 
carga, la ROET es pequena y se tiene una onda viajera casi pura. Sin em¬ 
bargo, cerca de la carga, la ROET es grande y se tiene una onda esta¬ 
cionaria casi pura. Cerca de la carga la fase cambia escalonadamente, pero 
lejos de la carga cambia con suavidad en una forma lineal con la distancia. 


10-16 ONDAS PLANAS EN ENTREGARAS 

Considérese una onda polarizada linealmente que viaja en la dirección positiva 
de x con E en la dirección y y H en la dirección z. La onda incide perpendicular- 
mente en la frontera entre dos médios, como en la figura 10-50a. Supóngase que 
la onda viajera incidente tiene componentes de campo £, y /f, en la frontera. 
Parte de la onda incidente es, en general, reflejada, mientras otra parte es trans¬ 
mitida al segundo medio. La onda reflejada tiene componentes de campo £,. y H r 
en la frontera. La onda transmitida tiene componentes de campo E ( y H t en la 
frontera. 

La situación aqui es análoga a la de una línea de transmisión terminada 
como la que se analizó en la sección 10-6 usando la teoria de circuitos. Ahora, 
analizando la interacción de ondas en la entrecara o interfase entre dos médios 
con la teoria de campos, se demostrará que se llega a expresiones idênticas para 
los coeficientes de transmisión y de reflexión. 

Por la continuidad de las componentes tangenciales de campo en la fron¬ 
tera 


y 


Ei + E r = E, 
H, + //, = //, 


(D 

( 2 ) 
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Los campos eléctrico y magnético de una onda plana están relacionados por Ia 
impedancia intrínseca dei medio. Entonces 


£. £_ E, 

-- = Z, — = —Zi — = Z, 

H, 1 H, 1 H, 2 


(3) 


La impedancia de la onda reflejada (que viaja en la dirección negativa x) se 
toma como negativa Z, y de la onda incidente, positiva Z,. De (2) y (3) 


H = — = — — — 

' Z 2 Zi z, 
E , = Y Ei ~Y E r 


Al multiplicar (1) por Z 2 /Z, se obtiene 


Z 2 Z 2 Z 2 

= ~ E, + ^ E, 

Z, Z, 1 Z, 


Sumando (5) y (6), se tiene 


o bien 




>HíH; 


r ^Z 2 r r 


(4) 

(5) 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 


donde t es el coeficiente de transmisión. Se sigue que 

2 Z 2 


= E, = 

T Ei Z 2 + Z x 


Al sustraer (5) de (6) se tiene 




Si se sustituye £, de (8) en (10) y se despeja £,, se obtiene 

Er = 7 7 E t = pEi 

Z, 2 + ^ 1 

donde se llama el coeficiente de reflexión . Se sigue que 

_ £ r _ Z 2 — Zi 
p = ê, = z 7 ^z; 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 


(12) 
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Medio 1 

** Ê 

Incidente 




&ri 


fteflejada 


H r 


x 

Frontera 


Medio 2 

Z 2 

« 2 '^ 2«°2 




Transmitida 


H, 


(a) 



2 * 


Figura 10-90 (a) Onda plana que in- 
(6) cide perpendicuíarmente en la fron¬ 
tera entre dos médios y {b) línea de 
transmisión análoga. 


T = p + 1 


(12a) 


La situación (Fig. 10-10) de una onda plana que incide perpendicularmen- 
te sobre una frontera entre dos médios diferentes de extensión infinita, con im- 
pedancias intrínsecas Z, y Z 2 , es análoga a la situación de una onda en una 
línea de transmisión infinita que tuviese un cambio súbito de impedancia de Z l 
a Z 2 (Fig. 10-506). Los coeficientes de transmisión y de reflexión para la ten- 
sión a través de la línea de transmisión son idênticos a los dados en (9) y (12) si 
la impedancia intrínseca dei medio 1, Z x se toma como la impedancia carac¬ 
terística de la línea a la izquierda de la unión (Fig. 10-506) y la impedancia in- 
trínsêca Z 2 dei medio 2 se toma como la impedancia característica de la línea a 
la derecha de la unión. 

Regresando ahora al caso de una onda plana que incide perpendicularmen¬ 
te en la frontera entre dos médios de extensión infinita como en la figura 10 - 
50a, considérense vários casos especiales. 
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Caso 1. Supóngase que el medio 1 es el aire y el medio 2 es un conductor, de 
manera que Z, > Z 2 . Entonces, de (8) se tiene la relación aproximada 


r 2Z 2 

(13), 

Pero de (3) se convierte en 

2 Z 2 

HtZiK—íHiZi 

(14) 

de la cual 

H t x 2 Hf 

05) 


Entonces, para una onda plana en el aire, que incide perpendicularmente en un 
medio conductor, el campo magnético es, con buena aproximación, duplicado 
en intensidad en la frontera. Se concluye también que H r % H it de manera que 
existe una onda estacionaria casi pura a la izquierda de la frontera (en el medio 1). 

Caso 2. Considérese ahora la situación opuesta, en donde el medio 1 es un con¬ 
ductor y el medio 2 es el aire de manera que Z i < Z 2 . Entonces, de (8) se ob- 
tiene de manera aproximada 


E t * 2E X (16) 

Así pues, para una onda que deja un medio conductor, el campo eléctrico casi 
se duplica en la frontera. Se sigue que E r % E f , de manera que existe una onda 
estacionaria casi pura (ROET = oc) inmediatamente a la izquierda de la fron¬ 
tera (en el medio 1). Sin embargo, a causa de la atenuación de ondas en el medio 1, 
la ROET disminuye rápidamente al alejarse de la frontera (bacia la izquierda). 


Caso 3. En el caso 1 se supone que Z x > Z 2 . Considérese ahora que Z 2 = 0 
(el medio 2 seria un conductor perfecto). Luego, por (12) el coeficiente de re- 
flexión p = — 1, y por (12a) el coeficiente de transmisión t —0. Entonces, la 
onda es completamente reflejada y no se transmite campo al medio 2. Más aún 
E r = y H r = tf,,:de manera que la intensidad de campo magnético se 
duplica exactamente en la frontera. Esta situación es análoga a una línea de 
transmisión en cortocircuito. 

Caso 4. En el caso 2 se supone que Z, Z 2 . Considérese ahora la situación 
hipotética en que Z 2 es infinita, t Entonces, de(12)p = +1 y de (12a) x = 2. 

t Hay que hacer notar que para el espado libre la impedanda intrínseca es de sólo 376.7 O. Para 
obtener una impedancia mayor se necesitaría que fi r > 1 como ocurre en médios ferromagnéticos. 
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Por lo tanto la onda se refleja completamente, pero £ r = + £,-, de manera que 
la intensidad de campo eléctrico se duplica exactamente en la frontera. La si- 
tuación es análoga a una línea de transmisión en circuito abierto. 

Caso 5. Supóngase que tanto el medio 2 como el medio 1 son dieléctricos fe¬ 
rromagnéticos sin pérdidas (p í = \i 2 = p 0 ). De acuerdo con (12) se deduce en- 
tonces que 


P “ 



nAi/éj + 1 


(17) 


y por (9) que 


2 

1 + v/fi/f) 


(18) 


Caso 6. Tómese ahora el caso en que Z 2 = Z x . Entonces, p = 0 y x = L de 
manera que la onda se propaga en el medio 2 sin reflejarse. Esta situación es 
semejante a la de una línea de transmisión continua de impedancia característica 
uniforme. 


Placa A/4 

Un transformador de A/4 para acoplamiento de impedancia se analizó en la sec- 
ción 10-9. Una aplicación importante dei principio dei transformador de A/4 es 
en la placa A/4 usada para eliminar reflejos en muchos dispositivos ópticos en 
los que se depositan capas A/4 en las superfícies de lentes y prismas en câmaras, 
binoculares, y telescópios para mejorar su eficiência. 

Entonces, por ejemplo, una onda plana en el aire que incide perpendicular- 
mente en un espacio semilleno con un medio dieléctrico sin pérdidas, de per- 
mitividad relativa e r = 4 se reflejarâ y transmitirá parcialmente. La reflexión 
puede eliminarse, como se muestra en la figura 10-5 la colocando una placa A/4 
entre el aire y el medio dieléctrico puesto que la placa tiene una impedancia in¬ 
trínseca 


Zi — v^ 0 z 2 

donde Z 0 = impedancia intrínseca dei aire 

Z 2 = impedancia intrínseca dei medio dieléctrico. 


En el presente ejemplo, 


Z 0 = ^ = 376.7 n 

V £ o 



376/7. 


188 fi 
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Por lo tanto, la impedancia intrínseca de la placa debe ser 

Z, = ^JZ G Z 2 = 266 0 
y su permitividad relativa debe ser 

El equivalente análogo en línea de transmisión se muestra también en la figura 
10-Sla. Se supone que no hay material ferromagnético presente y asi u = /i 0 


Aire 

«,.=i 


/ 


Placa \/A 


t r = 2 




i : ! . íi'/ • 1} [ y V 

...• r;-..,; mm 

■■ : V:'í ■ : 

i 

I Medio dieléctríco . I 


: í, = * 

ti 

: W. 


<*> 


' • 


Unea de transmisión análoga 


Z D = 37670 Zj = 
2660 


Z 2 = 1880 


- Placas A/4- 


Aire 

«r = 1 

*r=2 

: . :: : ■■ 

Medio dieléctríco 

: 

e r = 4 

■ . 

\ 1 : " , 

:: : : / 

/ ' : =! 

: '• ' ' 

] 

i ii . 

M 

Aire 

í r = 1 

I 


X/4 

tb) 

I 


1 

r*-— 


Unea de transmisión análoga 

Z 0 = 376.70 

z,= 

Z 2 = 188Í1 

Z ] = 

Z 0 = 376.70 


266 n 


266 Q 



Figura 10-51 (a) Placa de A/4 en la entrecara dei aire y ei medio dieléctríco y (b) dos placas de >. 4 
para transmisión a través de un medio dieléctríco. 
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(«) ( b ) 

Figura 10-52 La lâmina resistiva tiene una resistência de 376.7 Cl por cuadro. 


Hay que notar que la placa tiene kj 4 de espesor medido en términos de longitud 
de onda en la placa. 

Para transmisión sin reflexión de una onda plana a través de un medio 
dieléctrico de espesor finito, se requiere una placa k/4 a ambos lados para evitar 
la reflexión en cada entrecara o interfase aire-dieléctrico. El arreglo se indica en 
la figura 10-516, en la que se muestra también el equivalente análogo de línea de 
transmisión. 


Absoráón de una onda 
con una lâmina resistiva 

Considérese ahora la situación en que una onda se absorbe por completo y no 
hay onda reflejada. 

La impedancia intrínseca dei espacio libre es 376.7 Q. Este concepto de una 
impedancia para el espacio libre toma ahora mayor significado físico si se con- 
SHÍeran las propiedades de una lâmina resistiva que tenga una resistência de 
376.7 £1 por cuadro . El material tratado así es llamado comúnmente papel espacial 
o tela espacial (también llamada lâmina resistiva). Se debe notar que la resistên¬ 
cia no es por centímetro cuadrado o por metro cuadrado, sino simplemente por 
cuadro . Esto es equivalente a decir que la resistência entre los bordes de cual- 
quier sección cuadrada dei material es la misma. En consecuencia, la resistência 
entre los bordes dei cuadrado pequeno de la tela espacial de la figura 10-52a es 
376.7 fi, al igual que la resistência entre ilos bordes dei cuadrado grande de la 
figura 10-526. En esta ilustración se supone que los bordes están sujetos con 
barras de resistência cero y que la impedancia de las puntas es despreciable. 
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Figura 10-53 Cuadro de lâmina resisti va de espesor h. 


La conductividad dei material requerido para una hoja de tela espacial 
depende dei espesor de la hoja. Entonces, la resistência R de la sección cuadrada 
como en la figura 10-53 se expresa por medio de 


±_J__ 1 

a a a hl ah 


(O) 


(19) 


donde / = longitud de un lado, m 
a = área dei borde, m 2 
h = espesor de la lâmina u hoja, 
a = conductividad de la hoja, U m 


Se deduce que la conductividad requerida es 


1 _ 1 
Rh ” 376.1h 


(üm- 1 ) 


( 20 ) 


Considérese ahora el comportamiento de una lâmina u hoja de tela especial 
(resistiva) colocada en el camino de una onda plana. Supóngase, como se mues- 


- Lâmina resistiva infinita 

* 


Ei -1 



(a) 


Onda 

incidente 


Onda 

reflejada 


Onda 

transmitida 



Figura 10-54 (a) Onda plana què viaja 
hacia la derecha incide perpendicular- 
' 0 ' mente en una hoja de tela espacial y ( b ) 
arreglo de línea de transmisión análoga. 
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tra en la figura 10-54a, que una onda plana en el espado libre que viaja hada la 
derecha indde perpendicularmente sobre una hoja de tela especial de extensión 
infinita. 

Si la amplitud de la onda incidente se toma como lVm" 1 , entonces de 
acuerdo con (9) que existe una onda transmitida que continua hacia la derecha 
de la lâmina de amplitud 


E, = xEi = 


2 x 188.3 
188.3 + 376.7 



- 1 


y de acuerdo con (12) existe una onda reflejada hacia la izquierda de la lâmina 
con una amplitud 


188.3 - 376.7 1 ,, 

E '~ P 188.3 + 376.7 ” “ 3 V m 


Hay que notar que la impedancia presentada a la onda incidente en la 
lâmina es la resultante de la tela espacial en paralelo con la impedancia dei es- 
pacio detrás de ella. Esta es la mitad de 376.7, o sea 188.3 Q. 

Se vuelve evidente que una lâmina resistiva (o tela espacial) por sí misma es 
insuficiente para terminar una onda. Esto también puede verse considerando el 
arreglo análogo de transmisión mostrado en la figura 10-54Ó. 

Para absorber o terminar completamente la onda incidente sin reflexión ni 
transmisión colóquese una lâmina perfectamente conductora, infinita paralela a 
la tela espacial y a una distancia X/4 detrás de ella, como se ilustra en la figura 
10-55a. Ahora la impedancia presentada a la onda incidente en la lâmina de tela 
espacial es 376.7 Q, estando la impedancia de la lâmina en paralelo con una im¬ 
pedancia infinita. En consecuencia, este arreglo produce la absorción total de la 
onda por la tela espacial, sin reflexión hacia la izquierda de la tela espacial. 
Existe, sin embargo, una onda estacionaria y circulación de energia entre la tela 
y la lâmina conductora. El arreglo análogo de la línea de transmisión se ilustra 
en la figura 10-55Ó. 

En el caso de la onda plana, la lâmina perfectamente conductora aísla de 
manera efectiva la región de espacio detrás de ella de los efectos de ia onda. En 
una forma aproximadamente análoga, la barra con que se pone en corto una 
línea de transmisión reduce la onda detrás de ella a un valor pequeno. 

Una linea de transmisión también puede terminarse colocando una im¬ 
pedancia a través de la línea que sea igual a la impedancia característica de la 
misma, como en la figura 10-54Ó, y desconectando la línea tras ella. Aunque es¬ 
to proporciona un método práctico de terminar una línea de transmisión, no 
hay contraparte análoga en el caso de una onda en el espacio ya que no es posible 
“desconectar” el espacio a la derecha de la terminación. Una región de espacio sólo 
puede aislarse o blindarse, con una lâmina perfectamente conductora. 
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Onda incidente 



*-Lâmina infinita 

Lâmina resistiva perfectamente conductora 

infinita 

Onda incidente 




Barra para_^. 
sortoci rç urtos | 


L_i. 

^ 4 


Lines de uansmisión 
infinita 


o» 


Figura 10-55 (a) La onda plana que viaja hacia la derecha incide perpendicularmente en la lâmina 
resistiva respaldada con lâmina conductora es absorbida sin reflexión. (b) La onda que viaja hacia la 
derecha en una línea de transmisión es absorbida sin reflexión por el arreglo análogo. 


Absorciófi de onda con un medio de Ferrita-tit anato 

Se puede usar con efectividad una mezcla de material de /i alta (ferrita) y un 
material de alta ( (titanato de bario) para absorber una onda siendo complejos 
pi y c y la razón n/( igual a la dei espacio libre (// r ,V r = 1). Aunque la mezcla 
constituye una discontinuidad física, una onda la penetra sin reflexión. La 
velocidad de la onda se reduce y ocurre una gran atenuación en una distancia 
corta. 

Ejemplo: Medio con pérdidas con la misma impedancia que el espacio. Sea 

una onda plana de 100 MHz que incide perpendicularmente sobre una 
lâmina de ferrita-titanato de 10 mm de espesor, para la que /t r = < r = 
60(2 — /H.Véase la figura 10-56. El medio está respaldado por una lâmina 
conductora plana. ^Cuàl es el nivel de la onda reflejada (en decibeles) por 
debajo de la onda incidente? El medio es no conductor (<r = 0). 


Solución. La onda entra a la lâmina de ferrita-titanato sin reflejarse pues- 
to que su impedancia intrínseca Z 0 es la misma que la dei espacio. Enton- 
ces, 


Z 0 


k k = k /6Õ(2 k 

VíüVír \j t 0 


impedancia intrínseca dei 
espacio 
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Medio de femta-titanato 

f 


Onda incidente 


Onda reflejada 


Lâmina conductora plana 


■ 10 mm 


Figura 10-56 El medio de ferrita-titanato con y r 
complejos adapta la impedancia intrínseca dei espacio 
pero tiene atenuación elevada. 


Según (10-15-2) la constante de atenuación, en general, está dada por 


a = Re yjjajuo — a> 2 /i£ 

Si y f son complejos, de manera que p = /<' - jn" y c = - /<■ .enton- 

ces, en general 

a = Re v / (oj^" -f /«'o/í')[ct + joj(c' - j("X\ 

Para a = 0. se tiene 

a = Re /y v' (^r - hC)(('r ~ jõ = Re j ~ x /pi r e r 
A 0 A 0 v 

2n 

= Re j — 60(2 -;1) = Re407t(l + j2) 

= 126 Np m “ 1 = 1092 dB m“ 1 

Al viajar 10 mm la atenuación es de 11 dB. Después de la reflexión en la lâmina 
conductora plana ocurre una atenuación igual. Esta onda alcanza de nuevo el 
espacio sin reflexión (impedancias intrínsecas acopladas) y está a 22 dB pordebajo 
de la onda incidente. Entonces, la potência de la onda reflejada es menor que ^ de 
la potência-de la onda incidente. La onda reflejada no se elimina completamènte 
pero se reduce lo suficiente para ser satisfactoria en muchas aplicaciones prácticas, 
como en vehícutos en movimiento, barcos y aviones para reducir la probabilidad de 
detección por radar 

Si bien la terminación con lâmina resistiva o tela espacial se acopla sólo a 
frecuencias para las que el espaciamiento es A/4 (entre ésta y la lâmina conduc¬ 
tora), el acoplamiento en un medio de ferrita-titanato es independiente de la 
frecuencia, aunque la cantidad de atenuación es proporcional a la frecuencia. 
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Para el estudiante: nótese que la expresión para oe se simplificó alge- 
braicamente antes de que introdujesen valores numéricos, para simplificar el 
cálculo. EL An x 10 _7 Hm _1 para y 8.85 x 10” 12 Fm -1 para e 0 no se 
necesitaban introducir. Si los valores completos de /t, £, y a> hubiesen sido sus- 
tituidos en la ecuación original para oí (con 8 cifras), se hubiese requerido un 
cálculo numérico mucho más largo con la posible introducción de errores en 
muchos de los pasos. Moraleja: guárdese la calculadora hasta que realmente se 
necesite. 


10-17 RELACIONES DE POTÊNCIA Y ENERGIA 

Considérese una región de espado representada por un arreglo de líneas de 
transmisión de celdas de campo de ancho total w y altura total h, como en la 
figura 10-57, con una onda plana que viaja de izquierda a derecha. El campo 
eléctrico E es vertical y el campo magnético H es horizontal. La tensión V = Eh 
y la corriente / = Hw. Por analogia con los circuitos, la potência entregada es 

P = VI = EhHw = EHhw = EHA (W) (1) 


donde A = hw = área dei arreglo de celdas de campo 



Figura 10-57 El Aujo de potência de onda que viaja de izquierda a derecha a través dei área de ±2 
cho w y altura h es igual a EhHw. 
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La densidad (superficial) de potência es entonces 


S 



(WirT 2 ) 


( 2 ) 


La ecuación (2) relaciona las magnitudes escalares. El flujo de potência es per¬ 
pendicular a E y H y puede demostrarse que en notación vectorial 


S = E x H (Wm -2 ) 


(3) 


Girando E hacia H procediendo como con un tornillo de rosca derecha, se tiene 
la dirección de S perpendicular tanto a E como a H. S es una densidad super¬ 
ficial de potência denominada vector de Poynting. t Su valor en (3) es el vector 
instantâneo de Poynting. El vector promedio de poynting se obtiene integrando 
el vector instantâneo de Poynting durante un período y dividiendo entre un 
periodo. También se puede obtener fàcilmente en notación compleja según 

S av = iReE x H* (Wm -2 ) (4)J 

donde S av = £S = vector promedio de Poynting, W m -2 
E = $E y = $\E y \e J<0 ‘, V m -1 
H* = £Hf = i\H z \e~ J<0>, ~ 4> , A m“ 1 
£ = ângulo de fase en el tiempo entre E y y H z , radianes o grados 

H* es el conjugado complejo de H, donde 


H = iH z = á|/í z |e J(w,_í) (Am" 1 ) 

Las cantidades H y su conjugado complejo H* tienen la misma dirección espacial 
pero difieren de signo en sus factores de fase. Nótese que si E r y H z en (4) son los 
valores eficaces o rms en lugar de las amplitudes (de cresta), el factor j de (4) se 
omite. 

La magnitud dei vector promedio de Poynting es 

S av = i Re E y H* = \\E y \\H Z \ cos £ (W m -2 ) ( 5 ) 

La relación correspondiente a (5) para la potência promedio de una onda 
que viaja en una línea de transmisión es 

P av = iRe VI* = i|F||/|cos0 (W) (6) 


t J.H. Poynting, On the Transfer of Energy in the Electromagnetic Field, Phil. Trans., 174:343 
(1883) Oliver Heaviside, “Electromagnetic Theory”, vol. 1, p. 78, Erns Benn, Ltd. Londres, 1983. 

+ Nótese que si E y H no son perpendiculares, sino que hay un ângulo espaCTal </> entre ellos, 
se necesitaría incluir en (4) un factor sen é 
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donde V = tensión entre conductores en la línea de transmisión, V 
I = corriente en un conductor, A 
I* = conjugado complejo de / 

6 = ângulo de fase en el tiempo entre V e /, radianes o grados 
Puesto que la impedancia intrínseca dei medio es 

= {zí = |Zo| /í ( 6a > 

la magnitud dei vector promedio de Poynting también puede escribirse 


(7) 


(8)t 

La ecuación (7) es muy útil porque si la impedancia intrínseca Z 0 de un 
medio conductor y también el campo magnético H 0 en la superfície son co- 
nocidos, se obtiene el vector promedio de Poynting (o potência promedio por 
unidad de área) dentro dei medio conductor. 

Ejemplo. Una onda plana de 1 GHz que se desplaza en el aire con inten- 
sidad de campo eléctrico de cresta de 1 V m“ 1 incide perpendicularmente 
sobre una lâmina de cobre grande. Encuéntrese la potência promedio ab- 
sorbida por la lâmina por metro cuadrado de área. 

Solución. Primero se calcula la impedancia intrínseca dei cobre a 1 GHz. 
De acuerdo con (10-15-13) 


S prom = i Re H z HfZ 0 = i|«.| 2 Re Z 0 (W m~ 2 ) 
* P rom= I Re = i | E y | 2 Re -- (W m‘ 2 ) 


Para el cobre u r = ( f = 1 y o = 58 M 13 m \ En consecuencia, la parte real 
de Z 0 es 


Re Z 0 = cos 45 3 / 
V 


'2n x 10 9 x 4n x 10 

578 >TTõ“ 7 ' 


= 8.2 mQ 


Ke 


I 

z 




I 

ReZ 0 


En general nótese que 
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Encuéntrese en seguida el valor de H c en la lâmina (tangente a la 
superfície). Este es muy cercano al doble de H para la onda incidente. En- 
tonces 


ir , E 2x1 . 

H » = 2 Z-3T6J Am 


De acuerdo con (7) la potência promedio por metro cuadrado en la lâmina 
es 


S — = H^7) 28 ' 2>< 10-3 = 116 nWm_2 

Las relaciones correspondi entes a (7) y (8) para la potência promedio de 
una onda que viaja en una linea de transmisión son ui 



P p ro n,= í Re// * z o = ll/| 2 ReZ 0 

(W) 

(9 a) 


o 1 ^ VV* 

< , 1 



y 

P — y Re- 

prom z 7 

= j\y\ 2 Re — 

(W) 

(9b) 


Cuando Z 0 es real (ç — 0) y E y H son valores eficaces o rms, se tiene para 
la onda que viaja en el espado 

S pro = EH = H 2 Z 0 = %- (W itT 2 ) (10) 

y para la onda que viaja en una linea de transmisión (0 = 0 y V e / rms) 

Çron r Vl = l Z Z»=y- (W) (11) 

De (3-10-12) la densidad de energia \\\ en un punto en un campo eléctrico es 

U V = ií£ 2 (Jm" 3 ) (12) - 

donde ( = permitividad dei medio, I m 1 

E = intensidad dei campo eléctrico, V m 1 

De (3-10-12) la densidad de energia u\. en un punto en un campo eléctrico es 

= iliH 2 (J m ‘ 3 ) 


(13) 
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donde (A = permeabilidad dei medio, H m 1 
H = campo magnético, Am' 1 

En una onda que viaja en un medio sin perdidas y sin limites 



Sustituyendo para H de (14) en (13), se tiene 

w m = yH 2 = \eE 2 = w e (15) 

Entonces las densidades de energia eléctrica y magnética en una onda viajera 
plana son iguales y la densidad de energia total w es la suma de las energias eléc¬ 
trica y magnética. Asi pues 


o bien 


w = \\' e + w m — j(E 2 + \f^El 2 


iv = cE 2 — fiH 2 (J m 3 ) 


(16) 

(17) 


Considérense en seguida las relaciones de energia y de potência para dos ondas 
planas que se desplazan en direcciones opuestas. Supóngase que ambas ondas 
están polarizadas con E en la dirección y . Supóngase además que una onda 
viaja en la dirección x negativa y tiene una amplitud E 0 . mientras que la otra 
onda viaja en la dirección x positiva y tiene una amplitud E v En este caso, el 
valor instantâneo de E y , resultante de las dos ondas está dado por 

E y = E 0 sen (cot + jSx) + E t sen(wf — fix) (18) 

Puede encontrarse una relación correspondiente para E y como sigue. Se co- 
mienza con (10-2-8), o sea, 


ÕE X ÒH Z 


(19) 


Al sustituir E y de (18) en (19) derivando respecto ax.e integrando respecto a t, 
se obtiene 


H z = 



E 0 sen ( o)t + fíx) + 



sen (ojt — fíx) 


La magnitud dei vector de Poynting es 

$x = E y H z 


( 20 ) 


( 21 ) 
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Sustituyendo (18) y (20) en (21) se llega a 



De acuerdo con (22), el vector neto de Poynting es en la dirección negativa de x 
puesto que E 0 > E x . Más aún, el vector neto de Poynting es igual a la diferencia 
de los vectores de Poynting para las dos ondas viajeras, Supóngase que la onda 
hacia la izquierda incide sobre una frontera plana en jc = 0 (como en la Fig. 
10-42). La onda hacia la derecha viene a ser entonces una onda reflejada. Si el 
medio a la izquierda de la frontera es un conductor perfecto, se tiene la con- 
dición en la frontera que E t = —E 0 , resultando una onda estacionaria pura a la 
derecha de la frontera. Adviértase que para esta condición el vector neto de 
Poynting es cero y, consecuentemente, no se transmite potência. 

Es interesante examinar la condición de una onda estacionaria pura (E ] = 
— E 0 ) con más detalle, particularmente desde el punto de vista de concen- 
traciones de energia. Según esto, se quieren encontrar los valores de las den¬ 
sidades de energia eléctrica y magnética por separado. Al sustituir (10-13-7) 
(12), se obtiene para la densidad de energia eléctrica de una onda estacionaria 
pura. 


w, = 2cE\ cos 2 euf sen 2 


(23) 


Tomando (20), expandiendo, agrupando términos y poniendo E lv /e//t = f/ 0 , 
entonces 


H z — —2H 0 sen cot cos fix 


(24) 


Al sustituir esta en (13) da el valor de la densidad de energia magnética de una 
onda estacionaria pura, 


w m = 2/t/fo sen 2 cot cos 2 /Jx 


(25) 


Al comparar (23) y (25), se observa que la densidad de energia eléctrica es má¬ 
xima cuando la energia magnética es cero y viceversa. Más aún, los puntos 
en que las dos son un máximo difieren en A/4 de separación. En otras palabras, 
las densidades de energia eléctrica y magnética de una onda estacionaria pura 
están en cuadratura en el tiempo y en el espacio. Esta condición es común de un 
resonador puro (véase Secc. 13-17). La energia oscila entre la forma eléctrica y la 
forma magnética. La energia en esta situación se dice que es energia almacenada. 
No se transmite pero circula de una forma a otra. Simultáneamente con el cambio 
de la forma eléctrica a la forma magnética de la energia existe un movimiento es¬ 
pacial de la energia de uno a otro lado en una distancia A/4. Esas relaciones se 
muestran gráficamente en la figura 10-58. Aqui las densidades dç energia se 
muestran en tres instantes de tiempo, / =, 778 y 74. Las curvas punteadas mues- 
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tran la densidad instantânea de energia eléctrica w e evaluada según (23) y las 
curvas sólidas muestran la densidad instantânea de energia matemática w m eva¬ 
luada según (25). 

Finalmente, se encontrará una expresión para la magnitud dei vector de 
Poynting de una onda estacionaria pura. Para hacerlo, sustitúyase (24) y (10-13-7) 
en (21), obteniendo 


S x = —4 E 0 H 0 cos cot sen cot cos fíx sen Px 
Poniendo H 0 en términos de E 0 se obtiene 


(26) 


S x = —4 E o cos cot sen cot cos fix sen px 


(27) 


y el valor de cresta dei vector de Poynting es 


Pico S x = I- Eq 


(28) 


Tiempo cero 


.S 

* I 2 

!2 i 

o a 

o.> 


.S 

£ 0 


/ \ 

/ \w- 


/ \ 




Energia toda eléctrica 


X 

2 


IX 

2 


2F 




Figura 10-58 Densidades totales de energia eléctrica y magnética en tres instantes de tiempo para 
una onda estacionaria pura. Se muestran las condiciones en una distancia U(0.v = 2 tt). No hay 
transmisión neta de energia en una onda estacionaria pura. La situación aqui (onda estacionaria 
pura) es idêntica a la de un resonador (Cap. 13). 
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De acuerdo con (27) es claro que S x es máxima a cot = n/4 ($ de período). En 
este instante, la posición de un máximo está a [ix = n/4 (A/8) y está dirigido 
hacia la izquierda como se muestra con la flecha en la figura 10-58. Las otras 
flechas indican otros máximos de vector de Poynting e ilustran que en t = T/8 
la energia fluye de las regiones de densidad de energia eléctrica a las de densidad 
de energia magnética. 

La situación aqui, con una onda estacionaria pura, es idêntica a la de un 
resonador, como se explicará en el capítulo 13. 


10-18 FLUJO DE POTÊNCIA EN UNA LlNEA DE 
TRANSMISION 

Los campos eléctrico y magnético alrededor de una línea de transmisión de dos 
conductores se muestran en la figura 10-59a (véase también Fig. 3-16). En cual- 
quier punto, la potência fluye en forma paralela a la línea (perpendicular a la pá¬ 
gina) está dado porei vector de Poynting. Pero E/H = Z Q (= JhJíq = 376.7 fi 
para el aire o el vacio), de manera que el vector de Poynting (= E 2 /Z 0 ) es pro- 



Figura 10-59 (a) Mapa dei campo eléctrico para una línea de transmisión sin pérdlSas, infinita, de dos 
conductores. 
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Figura 10-59 (fc) Mapa de flujo de potência; los contornos dan La densidad de potência (vector de 
Poynting) en watts por metro cuadrado. Se transmite la misma potência a través de cada cuadrado 
curvilíneo en (a). Los dos conductores son de 25.4 mm de diâmetro y sus centros estân separados 
76.2 mm. La densidad máxima de potência está entre los conductores y cerca de cada uno de ellos 
como se muestra por medio de los contornos en ( b ) y por el hecho de que los cuadrados curvilíneos 
más pequçfios estân así localizados en (a). 

porcional al cuadrado dei campo eléctrico E. Si se calcula el vector de Poynting 
para la línea de transmisión de la figura 10-59a, es posible obtener el mapa 
de flujo de potência de la figura 10-59Ò. Los contornos indican flujo de potên¬ 
cia en watts por metro cuadrado para el caso en que cada conductor es de 25.4 mm 
de diâmetro con espaciamiento entre centros de 76.2 mm y una difrencia 
de potencial entre condiciones de 10 V rms. Es interesante notar que el flujo 
máximo de potência se concentra entre los dos conductores y cerca de cada 
uno. Integrando el vector de Poynting en un plano infinito perpendicular a los 
condutores da la potência total transmitida. La potência total también puede 
obtenerse a partir de la tensión V entre conductores y la impedancia caracterís¬ 
tica Z de la línea, o en este caso, 465 mW ( =V 2 /Z C = 10 2 /215). 

El mapa de campo de la figura 10-59a con cuadrados curvilíneos reales 
(véase la Secc. 3-19). Una propiedad importante de este mapa es que es trans¬ 
mitida la misma potência a través de cada cuadrado curvilíneo . Entonces, si se 
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conoce la potência a través de cualquier cuadrado y el número de cuadros, 
puede obtenerse la potência total transmitida. O, a la inversa, de un conoci- 
miento de la potência total y el número de cuadros es posible obtener la potên¬ 
cia por cuadro. En el presente caso existen 3 x 5i = 15f cuadros en cada 
cuadrante, o sea un total de 63 cuadros. (Nótese que todos los cuadros, in- 
cluyendo los que se extienden al infinito, aparecen por lo menos parcialmente en 
la Fig. 10-59a.) La potência total es 465 mW, y la potência por cuadro es 7 4 mW 
(= 465/63). 


10-19 APLICACIÒN A CIRCUITOS DEL VECTOR DE 
POYNTING 

En la teoria de campos se trata con funciones puntuales como E, H y S. Enton- 
ces, E y H dan los campos eléctrico y magnético en un punto y S la densidad de 
potência en un punto. Al tratar con ondas en el espacio es conveniente usar tales 
funciones puntuales. Por otro lado, al tratar con circuitos normalmente es más 
conveniente emplear cantidades integradas como V, ly P. Es decir, V es la ten- 
sión entre dos puntos y es igual a la integral de linea de E entre los puntos, o sea 



(D 


La cantidad / es la corriente a través de un conductor, que es igual a la integral 
de H en torno al conductor, o 



( 2 ) 


La cantidad P es, por ejemplo, la potência disipada en una carga y es igúal a la 
integral dei vector de Poynting en una superfície que encierra a la carga, o sea 



S • ds 


( 3 ) 


Considérese, a manera de ejemplo, el circuito simple de !a figura 10-60c, 
que consiste en una bateria de tensión V conectada a un conductor de corriente 
I a una carga de resistência R. Todas las fem dei circuito estàn confinadas en Ia 
bateria y toda la resistência en la carga (la conductividad dei conductor es in¬ 
finita). 

Hay un campo eléctrico E que seextiende entre losconductores (f E ■ dl = V. 
donde E la integración es entre el conductor superior y el inferior) y un campo 
magnético H alrededor de los conductores {<£ H ■ í/l — /), como se muestra en la 
figura 10-6Gfl. En cualquier punto de vector de Poynting S (en watts por metro 
cuadrado) está dado por el producto cruz de Ey H(S = E x H), La dirección 
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dei vector de Poynting se indica en vários puntos de la figura 10-60a. Alrededor 
de la batería (fuente de poder) el vector de Poynting es haCia afuera (positiva). 
Alrededor de la resistência (carga) el vector de Poynting es hacia adentro 
(negativo). En un plano imaginário que pase por la mitad dei circuito el vector 
de Poynting es hacia la derecha (de la batería a la carga). La potência total que 
deja la batería o entra a la carga está dada por la integral dei vector Poynting en 
la superfície que encierra a la batería (potência positiva), en una superfície que 
encierra a la carga (potência negativa), o en un plano infinito que divida el cir¬ 
cuito como se muestra. 

La potência total en la carga está dada por 

P = (j)(E x H) • í/s (4) 

en donde la integración se realiza sobre una superfície que encierra a la carga, 
como la superfície cilíndrica mostrada en la figura 10-60a. Los campos Ey H 




Figura 10-60 Circuito simplc mostrando el vector de Poynting o líneas de flujo de potência de la 
batería (fuente) hacia el resistor (carga) (<z) sin y {b) con intervención de una lâmina conductora. 
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son, en cualquier punto, perpendiculares entre sí. También son tangentes a la 
superfície cilíndrica que encierra el resistor o la carga. Así pues, de la geometria, 
en este caso, (4) se reduce a 



(5) 


P = - VI 


o 


( 6 ) 


donde V = J E • dl = tensión entre los extremos dei cilindro (o carga), V 
/ = | H • d\ = corriente a través de la carga, A 

Entonces, integrando el vector de Poynting a lo largo dei resistor + da la misma 
potência VI que se obtiene por medio de la teoria de circuitos. Sin embargo, 
desde el punto de vista dei campo, la potência que entra a la carga es negativa 
puesto que S es hacia adentro, o negativa a través de la superfície que encierra a 
la carga. 

En la figura 10-60 í 7 se muestran las líneas de ftujo dei vector de Poynting 
(líneas de flujo de potência). Es evidente que el flujo de potência es a través dei 
espacio vacío que rodea el circuito, actuando los conductores dei circuito como 
elementos guiadores. Desde el punto de vista de los circuitos, normalmente se 
piensa en la potência como si fluyese por los alambres pero ello es una sim- 
plificación excesiva y no representa la situación real. 

Supóngase ahora que una lâmina infinita perfectamente conductora se colo- 
case perpendicular a la mitad dei circuito, como en la figura 10-606. La lâmina es 
continua excepto en dos pequenas aberturas a través de las cuales pasan los con¬ 
ductores dei circuito. El flujo de potência a través de la lâmina es cero (E en la 
lâmina es cero), y todo el flujo de potência que va de la batería hacia la carga a 
través de los orifícios que contienen los conductores dei circuito. Sin embargo, 
E es muy grande en esas aberturas y S también es grande. La integral de S en 
esas aberturas es de nuevo igual a la potência total que fluye de la batería hacia 
la carga. Las líneas de flujo dei vector de Poynting (líneas de flujo de potência) 
para este caso son como se sugiere en la figura 10-606. 

Considérese ahora que la batería de la figura 10-60a y 6 se remplaza por un 
alternador cuya fem varia armónicamente con el tiempo. La potência promedio 
(o total) está dada ahora por 



(7) 


Se ha despreciado la contribución de la potência que fluye a través de las superfícies planas de 
los extremos. Sin embargo, ésta puede hacerse sumamente pequefia (despreciarla)-íi el diâmetro dei 
cilindro es muy pequeflo en comparación con su longitud. 
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Integrando sobre el alternador da 

P av = i Re VI* = il y 0 I 0 Re e« = \V 0 I 0 cos £ 


( 8 ) 


donde K = Ko^ 0 ' 

/* = I 0 e- ji(,u ~^ 

Vo = amplitud o valor de cresta de V = | V \ 

/ 0 = amplitud o valor de cresta de / = | /1 
Ç = ângulo de fase en el tiempo entre la corriente y la tensión 
cos ç = factor de potência 

Al integrar (7) sobre la carga, se consigue 

P av = -iV 0 I 0 COSÇ ( 9 ) 

que es igual en magnitud pero de signo opuesto a (8). Entonces, por la teoria de 
campos y el vector de Poynting se llega a las conocidas relaciones de circuitos. 

Puesto que la impedancia de la carga es Z = V/l , también se tiene 
(omitiendo el signo negativo) que 

P a , = \ll Re Z = i/g* (10) 

donde R es la resisencia de la carga (parte real de Z) en ohms. 

Aunque E x H generalmente indican flujo de potência, es posible encon¬ 
trar se con una situación en la que no lo sea, como por ejemplo, con una E debida 
a la carga eléctrica estática y una H proveniente de un imán permanente cer- 
cano. Sin embargo, cuando E y H se relacionan una con otra como con una co¬ 
rriente eléctrica o en una onda, E x H.representan flujo de potência y,en todos los 
casos, sin excepción, la integral de E x H en una superfície cerrada es siempre 
igual al flujo total de potência a través de la superfície. 


10-20 AXÜN; LÍNEA DE TRANSMISIÒN ACTIVA SIN 
PERDIDAS Y SIN RUIDO 

Los sistemas nerviosos de los animales consisten en muchas neuronas (células 
nerviosas), cada una de las cuales tiene una línea de transmisión activa, o axón, 
con terminales de entrada y salida. En el lado de entrada, estructuras llamadas 
dendrltas se acoplan con trasductores especializados sensibles al calor, a la 
presión o, a otros estímulos. Las dendritas están conectadas a un cuerpo celular 
central (soma) y cuando la suma algebraica de las excitaciones que este cuerpo 
recibe de las dendritas rebasa un cierto valor de umbral, envia una senal a través 
dei axón a la región terminal, activando una unidad motora (músculo) u otro axón. 
En la figura 10-61 se muestra una neurona con un axón de 1 m de largo. 
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figura 10-61 Diagrama idealizado de una neurona típica, como puede encontrarse en el nervio 
ciático (pierna) de un mamífero grande, mostrando la conexión con una neurona adyacente. El axón 
actúa como el conductor interno, la funda de mielina es su aislamiento y el medio circundante como 
d conductor externo de una línea de transmisión coaxial. Un haz (cable) de miles de tales axones de 
fibras nerviosas constituye el nervio ciático. 


El axón es una línea de transmisión activa con entradas de fuerza elec- 
tromotriz a lo largo de ella y con ello se logra una atenuación cero de la senal. 
Las otras líneas de transmisión que se han considerado son pasivas, sin tener en- 
. u-adas de energia excepto en las terminales de entrada. 

^■'^Algunas neuronas pueden estar conectadas en serie por medio de estruc- 
. tQfas Hamadas sinapsis, en las que las dendritas de salida de una neurona conec¬ 
ta con las dendritas de entrada de la neurona siguiente. La velocidad de 
propagación de la senal a lo largo de una línea de transmisión de un axón par¬ 
ticular es constante, pero axones diferentes pueden tener velocidades diferentes. 
Los axones de diâmetro más grande (20 /un) pueden tener velocidades de senal 
de 100 m s ~ l . 

El axón está encerrado en una funda de mielina, que es eléctricamente pasiva y 
actúa como aislante. A intervalos de milímetros a lo largo dei axón, la funda puede 
estar interrumpida en nodos que exponen el axón al medio que lo rodea. Por 
difusión de los iones dei medio circundante a través de la membrana exterior dei 
axón, se aplican fuerzas electromotrices entre el axón interno (como un conductor) 
y el medio que lo rodea (como segundo conductor) como en el caso de la tensión a 
través de una línea de transmisión de dos conductores. Esta tensión produce una 
comente por el axón y el medio circundante hasta el siguiente nodo, disparando 
fuerzas electromotrices aqui y allí a lo largo de la línea. 

En 1952, A.L. Hodgkin y A.F. Huxley publicaron la primera teoria definitiva 
dei comportamiento dei axón. Su trabajo, consistió en la investigación de las pro- 
piedades de un axón gigante dei calamar, lo que les valió el Prémio Nobel. 

El circuito equivalente de una línea de transmisión de axón, de acuerdo con la 

teoria de Hodgkin y Huxley, se muestra en la figura 10-62. La línea tiene una 

resistência en serie y una conductancia y capacitancia en paralelo. No hay induc- 

tancia en serie, pero en algunos modelos se incluye una inductancia en paralelo 

v 




WStt 
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Figura 10-62 Circuito equivalente de una línea de transmisión de axón, dividida en regiones de nodo 
y funda. El axón tiene sólo una membrana que lo separa dei medio circundante en la región dei 
nodo, pero tiene una protección de mielina en la región de la funda. 


Además, las fuerzas electromotrices en paralelo se aplican a través de conduo 
tancias variables que actúan como elementos interruptores o de conmutación. 
Normalmente, la difusión de iones de potasio (K) y iones de fugas diversas (L) 
mantienen negativo el axón externo en alrededorde 100 mV. Peroenexcitación,la 
difusión de iones de sodio (Na) da impulso al potencial positivo durante el periodo 
dei impulso, que tipicamente es de unas décimas de milisegundos (ms). La recu- 
peración dei axón a su potencial negativo normal después de pasado el impulso s& 
logra en menos de 1 ms. Puesto que la tensión total dei impulso es recibidó l ejiJás 
terminales, la línea de transmisión dei axón tiene atenuación cero. Es tambi^jjji|* 
línea “sin ruido” en la que se transmite el impulso completo o ninguno. Nonày 
condición intermedia. 

Aunque este breve análisis está muy simplificado, proporciona cierta com- 
prensión de algunas propiedades notables de las líneas de transmisión coaxiales 
activas de dos conductores, presentes en grandes números en todos los animales. 


10-21 BL1NDAJE DE LÍNEAS DE TRANSMISIÓN 

El propósito de una línea de transmisión es llevar energia (o información) de un 
punto a otro tan eficientemente como sea posible. Con corriente continua las 
únicas pérdidas son la resistência en serie y la conductancia en paralelo. Con 
corriente alterna (ca), y especialmente con corriente alterna ca de alta frecuencia 
(frecuencia de radio), la línea de transmisión puede tener acoplamiento mutuo 
(a través de la impedancia mutua) con líneas o estructuras adyacentes y además 
puede actuar en cierta medida como antena, de manera que la potência puede 
ser radiada o recibida desde el espado. Si la línea de transmisión lleva infor¬ 
mación (voces, imágenes, datos, música), tal acoplamiento o acción de antena 
puede introducir ruido indeseado e interferencia en la línea, disminuyendo el 
rendimiento de la misma y haciendo que la línea sea activa en el sentido que_Ia 
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Figura 10-63 Diferentes tipos de linea de transmisión blindadas y sin blindar (abiertas). 


energia entra en ella en otros lugares y no en sus terminales de entrada. El ais- 
la mie n to de los campos de una línea de transmisión de los elementos circun¬ 
dantes se conoce como blindaje. 

Con una línea de transmisión coaxial (Fig. a 10-63^ que tenga un tubo sólido 
perfectamente conductor como conductor externo, sus campos eléctrico y 
magnético están dei todo confinados internamente de manera que en el ideal la 
linea está perfectamente blindada. Pero, a no ser que operen como superconduc- 
tores, los conductores tendrán una conductividad menor que infinita y el blindaje 
será imperfecto.t En cables coaxiales flexibles, con una malla de alambre en lugar 
de un conductor externo sólido, a veces se coloca un segundo conductor externo de 
malla de alambre sobre el conductor externo para mejorar el blindaje. 

Con una línea de transmisión bifilar, o de dos conductores (Fig. 10-636 ), los 
campos eléctrico y magnético no están confinados y se extienden teoricamente 
hasta el infinito. Para corriente continua puede no existir problema, pero con 
corriente alterna puede ser problemática la situación. Para mejorar el blindaje los 
dos conductores se encierran en un tubo metálico, como en la figura 10-63c. Otra 
técnica para mejorar el blindaje es usar cuatro conductores con pares en paralelo 
como en la figura 10-63 d. Esta configuración cuadripolar tiende a reducir los 
campos externos. 

t Aun el cable coaxial mejor blindado introducirá ruido (térmico) a un sistema a no ser que su 
Mpri itura se reduzea al cero absoluto (o hasta que el cable se vuelva superconductor). Esta con- 
■ribodòn de ruido al sistema por temperatura se explica en la sección 14-24 sobre radiotelescopios y 
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Figura 10-64 Sección de terminación de una línea trifásica enductada construída en la Ohio State 
University, con capacidad de disefio para manejar potências que sobrepasan los 10000 millones de 
watts. 


Si una línea de dos conductores se encierra en un dieléctrico, como en la 
figura 10-63a, los campos se extienden un poco más que sin el dieléctrico, apor¬ 
tando una ligera mejoría en el blindaje. 

En la figura 10-64 se muestra la sección de terminación de una línea trifásica 
de tres conductores en dueto metálico, disenada en la Ohio State University para 
transmitir grandes cantidades de potência. Los contornos equipotenciales en el 
dueto en dos instantes de tiempo se muestran en la figura 10-65. El dueto 
metálico confina los campos casi completamente a su interior. El dueto puede 
instalarse elevado, sobre la superfície o por debajo dei terreno. Con un dueto de 
2.5 m de diâmetro, como en la figura 10-64, la línea tiene una capacidad de 
disefio para soportar más de 10000 millones de watts. 

Si el espacio s entre los conductores de una línea de dos conductores abierta 
(Fig. 10-636) se vuelve una fracción apreciable de la longitud de onda, la línea 
actuará como una antena ya sea para recepción o para transmisión y la resistên¬ 
cia en serie de la línea será aumentada por lo que se llama resistência de ra- 
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diación (siendo la potência disipada en ella igual a la potência radiada) (véase 
Cap. 14). Si una linea de transmisión es superconductora, la resistência en serie 
(conducción) puede reducirse a cero. Sin embargo, si el blindaje es inadecuado 
(conductor externo de una linea coaxial ranurada o no completamente cerrado), 
una pequena cantidad de resistência en serie (radiación) podría presentarse. 


10-22 LINEA DE TRANSMISIÜN DE RADIO ENLACE 

Un radio enlace puede considerarse como una linea de transmisión en el sentido 
de que es un circuito con terminales de entrada y de salida. Considérese un 
radio enlace con dos antenas separadas una distancia r (Fig. 10-66). De acuerdo 
con el desarrollo dei capítulo 14, la atenuación está dada por 

r 2 x 2 

Atenuación = 101og-—— (dB) (1) 

^el ^er 



donde r — distancia entre antenas, m 
X = longitud de onda, m 

A ex - abertura efectiva dc la antena de transmisión m 2 
A ct = abertura efectiva de la antena de recepción, m 2 

La ecuación (1) es la fórmula de Friis para la razón de la potência deJBtttr 
la antena de transmisión respecto a la potência de salida de la anteng*cceptor, 
suponiendo que en las antenas las perdidas sean cero (véase Cap. La ate¬ 
nuación proviene de la dispersión esférica dei frente de onda, disminuyendo E 
en proporción l/r y el vector de Poynting en proporción l/r 2 . En consecuencia, 
la onda no es una onda p'ana, aunque en pequenas regiones de espado a gran¬ 
des distancias de su frente es esencialmente una onda plana. 

Para el espacio libre, la velocidad de propagación es l/ v //*o f o = c = 
velocidad de la luz = 3 x 10 8 m s" L Aunque la impedancia dei espacio Z 0 = 


yjPo/t-o = 376.7 Q, las impedancias terminales de las antenas pueden ser de cual- 
quier valor conveniente de acuerdo con su diseflo y arreglos de adaptación. 

Excepto por la separación de frecuencias y la orientación dei haz con an¬ 
tenas direccionales, el radio enlace es un sistema completamente abierto (sin 
blindaje). El receptor es altamente susceptible a la interferencia y el transmisor 
puede fàcilmente interferir con otros sistemas de radio. 


Fjemplo. Radio enlace sobre la Tierra > el satelite en orbita de Clarke. Cal- 
cúlese la atenuación en la trayectoria y el retraso en el tiempo para un radio 
enlace entre un satélite en órbita de Clarke+ y la Tierra directamente abajo 


t - En 1945, cuando era un oficial de la Royal Air Force, Arthur C. Clarke propuso que una 
solución al problema de la comunicación mundial podría ser por medio de satélites colocados en ór¬ 
bita sincrónica o geoestacionaria. Esto íuc 12 anos antes dcl Sputnik y aunque cntonccs la idea 
parecia descabellada, la órbita de Clarke eslà poblada abundantemente con satélites que manejan 
una parte importante y creciente de las comunicaciones terrestres. 
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Amena Antena 1 

transmisora receptora 


Figura 10-66 Linea de transmisión de radioenlace. 


dei satélite de 4 CHz. Las antenas son de disco parabólico de 50 % de 
eficiência de abertura siendo el diâmetro dc la antena dei satélite de 3 m y el 
de la estación terrestre de 5 m. La órbita de Clarke está 36000 km arriba 
dei ecuador y un satélite en esta órbita gira en sincronia con la Tierra. de 
manera que el satélite permanece fijo en el cielo sobre un punto particular 
sobre el ecuador de la Tierra. Tener una antena de TV en un satélite en ór¬ 
bita de Clarke es como tenerla sobre una torre invisible de 36 000 km de altura, 
altura. 


L 


Soluciôn Dc (1) 

(36 x I0 6 ) 2 (0.075) 2 

Atenuación = 10 log-— , c2 

n2.5 z ni.5 £ 


= 10 log (2.1 x 10 11 ) = 113 dB 


El tiempo es 36 x IO" <m)/3 x 10* (m *'') = 0.12 s. La atenuación de 
trayectoria hacia arriba y hacia abajo es 226 dB y el reiraso de la serial 
hacia arriba y hacia abajo es 0.24 s. Si una atenuación de 113 dB es apenas 
acepiable para la milad de la trayectoria, entonces se necesitará en el sa¬ 
télite un amplificador relevador (repetidor) para introducir una ganancia de 
113 dB en un circuito hacia arriba y hacia abajo. A pesar de atenuaciones 



Distancia, x or r (km) 


Figura 10-67 Atenuación de una linea de 
transmisión unidimensional y radio enlace 
tridimensional. Las atenuaciones se ajustan 
para igualarse en el mismo valor a una dis¬ 
tancia de 1 km. Para distancias grandes, la 
transmisión de ondas espaciales implica 
una atenuación menor. 
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tan grandes, pueden lograrse razones serial a ruido adecuadas (véase Prob. 

10 - 6 - 1 ). 

Un radioenlace espacial es iridimensional. con ondas que se expanden esfé- 
ricamente y la atenuadónde potencial es proporcional a 1 Ir*, donde res la distan¬ 
cia. Las oiras iineas de transmisión que se han considerado son unidimensionales. 
con alcnuación proporcional a e _2 “ donde .v = distancia a lo largo de lalínea. Así 
pues, como se indica en la figura 10-67, la atenuación a lo largo de la línea unidi¬ 
mensional en decibeles es lineal con la distancia, mientras que la dei radioenlace 
tridimensional llega a 6 dB por cada duplicación de distancia. Lo que resulte más 
económico entre una línea unidimensional y un enlace tridimensional en una situa- 
ción determinada depende de muchos factores, pero hay que hacer notar que el 
costo de una línea unidimensional involucra tres componentes: la terminal trans- 
misora, ia terminal receptora y la línea entreelias. Porei otrolado.el enlace tridi¬ 
mensional sólo contiene dos componentes: las dos terminales. El medio de 
conexión entre las terminales es proporcionado por la naturaleza. 


10-23 DESARROLLO GENERAL 
DE LA ECUACIÒN DE ONDA 

En este capítulo se han estudiado ondas planas (que viajan en la dirección x). La 
ecuación de onda fue desarrollada para este caso especial y se obtuvieron so¬ 
luciones apropiadas. Un desarrollo más general de la ecuación de onda se da a 
continuación y se mostrará que para una onda plana se reduce a las expresiones 
obtenidas anteriormente. 

Las ecuaciones dei rotacional de Maxwell son 



dD „ dE 

V x H = J + — = <tE + í — 
dt dt 

0) 

y 

,'B ÍH 

V x E = —— = — p -r- 
Õt df 

(2) 


Tomando el rotacional de (2) e introduciendo el valor de V x H de (1) da 


V x (V x E) = 


-P 


d(V x H) 

Tr" 



^o-E + 



( 3 ) 


Pero en virtud de una identidad vectorial, que tiene significado sólo en coor¬ 
denadas rectangulares, el miembro de la izquierda de (3) puede expresarse como 

V x (V x E) = V(V • E) - V 2 E 


( 4 ) 
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,0.24 TABLA DE RELACIONES DE CIRCUITO Y PE CAMPO 


Relación de circuito para línea de 
iransmisión 

Unidades 

dei 51 

Re lación de campo par 

Inductancia en serie = L 

H m* 1 

Permeabilidad = // 

Capacitancia en paralelo = C 

Fm ’ 1 

Permitividad = í 

Conductancia en paralelo = G 

U m ' 1 

Conductividad = a 

Impedancia en serie = Z = R + j«>L 

Qm 1 

/'«v 

Admitancia en paralelo = Y = G + jv>C t5 m 

a + jox 

V) . 

Velocidad = - = / Á 

m s" 1 

w . , 

Velocidad = - = f Á 

Vi 

Velocidad = > 7 -. v* 

lm v (K + ivtLXG +jtvC) 

m s 1 

Velocidad = _ r - 

lnv('"P 

1 

Velocidad = >--• 

y/LC 

ms' 

1 

Velocidad = , 

v V 

o = 0 


R = G = 0 



H & ( reales 


Landa 

:teristica = - 


ÍR + jo>L 

I c + /v7c 


Impedancia 

q intrínseca = Z 0 = 


I vn*" + 

I a + - /<") 


'impedancia característica = Z„ = ti Impedancia intrínseca - Z u = J? 

K = 0 “ 0 ^ & ( reales 


Vollage _ V 
distancia x 

Corriente_ / 
distancia x 


V m” 1 Campo eléctrico = £ 
Am' 1 Campo magnético = H 


Potência promedio P a 




= í?ins 2o 


W W m 2 


Vector de Poynting promedio S„ 

= Prms ^rms COS *» 

2o 




= £?m, Re -y 

L O 


; Reacomodando .\ mf, -*•' I»™ "" «• + + "* « h “' '■ ’* "• 

lación de circuito O + h’>C más obvia. 


Al Iguala, ( 4 ) y ( 3 ) y advertir que en el espacio ao hay carga V • E - 0 se ob- 
tiene 

, (5 2 E CE 

V 2 E = /ie ?f r + ^^ 


(5) 





































p ar a convertir r m nepers por metro a decibetes por metro.mul.ipitqueae por 8.69. Por k> tanto, 8 69 a (Np m ') = a (dB m 
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Coo la suposición de variación armónica dei campo con el tiempo, (5) se reduce 


V*E = (-a 2 fie + joitic r)E = y 2 E 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 


obien V 2 E - y 2 E = 0 

De acuerdo con (4) también es posible escribir 

V x V x E + y 2 E = 0 

Las ecuaciones dei (5) al (8) son ecuaciones vectoriales de: onda eri E. ]En (5) el 
tiempo está explicito, mientras que en las otras tres esta implícito (en forma 
fasorial). Estas ecuaciones de onda incorporan las cuatro ecuac.ones de Maxwell. 


PROBLEMASt 

Gmpo 10-1: Secciones 10-1 . 10-5. Ondas en el esp.cio y «n üneas de transmisiòn e imped.nci. de 
líneas y médios 

10-1-1 Uneas coaxiales. Una Unea de transmisiòn coaxial tiene un conductor exterior «te 1 I mm de 

2Ü “i ,l =—»=, imerior d, p.,=d dd,.d, k.i-*.i—' 

~ l ia inductanda por metro, (b) la capadtancta por metro y (c) la «mpedan 

n-í-1 Linea de mlcrocinta. Una linea de transmisiòn consiste en una cima conduclora delgada de 

pi mm de ancho separada de un plano de como por 

pcsor de 0.5 mui. Cncuémrese (u) la impedaiiciu caraUciisticd y (OJ ^ vciuc 
centaje de la velocidad de la luz, t r = 2.6 para el sustiato. 

10-1-3. Une. sin pérdidas. Demuéstrese que una ünea de transmisiòn que no tenga atenuac.on debe 
tcner también una impedancia característica no reactiva. 

10-1-4. Vacio perfeclo. ilmplica el término vacío perfecto (o espado libre) la ausenc.a de todo. 
*10-1-5. Linea de microcinU. Para un substrato de poliestireno (r r = 2.7) ,qué razón w/h da como re¬ 
sultado una linea de transmisiòn de microcinta de 50-íl? 

10-1-6 Unea coaxial. Conductor interno helicoidal, Unea de retardo. St el conductor mterno de la 
„ ea rõblema 10-1-1 se rempiaza por un alambre delgado dcvanado en forma de héb e 
dê 3 mm de diâmdro externo y tiene 500 vueltas mm ' encuèntrese (o) la '«ductancta po m uo (ò 
te Lacitancia por metro y (c) la impedanoa característica. Los condecores hei .cot dal es tmernos 
aumentan la impedancia de la linea y reducen la velocidad de propagactòn. La uluma prop.edad 
en linea de retardo . 

10 1 7 Impedancia de Unea y atenuación. Una ünea de transmisiòn uniforme tiene constantes 
lO-l.-L ,-1.3 PH. y C = 0.7 nF. todos por metro. AS kHz encuentrese M la 

impedancia característica, ( b ) la razón de velocidades v/c y (c) la atenuacton en dB 

Grupo 10-2: Secciones 10-6,10-9. Une. terminada, coeficiente de refiexiòn. Une. ranurada, diagra¬ 
ma o carta de Smilh, acopladores, transformadores y ancho de banda 
*10-2-1 Une. terminada. Una ünea de transmisiòn de 50-0 sin pérdidas está terminada en 25 + /501L 
E^inu cotf.cioRe d, refleiüón d,U, ,» I. ROET. ,0 1» .mp«d.dc,. . OJÍ * 1, 

t Las respuestas a los problemas marcados con asterisco se dan en el Apéndice.C. 
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carga, (d) la longitud de línea màs corta para la que la in.ped.nd. es puramente resistiva y W el valor 
de esta resistência. Resuélvase usando el diagrama o carta de Smit . 

10-2-2. Línea terminada. Resuélvase el problema 10-2-1 por métodos analíticos y comparense los re- 
sultados. . fl /, . o 

10-2-3 Línea terminada. Una linea de transmisión de 100-0 sin pèrdidas se termina en -W+POOÍL 

de esa resistência. Resuélvase usando el diagrama o carta de Smith. 

10-2-4. Linea terminada. Resuélvase el problema 10-2-3 por métodos analíticos y comparense los 
resultados. 

*10-2-5. Sección de acoplamiento en serie. Una linea de transmisión de: 150^2 e * l * c ° n ' ct * 

de una sección de longitud d eimpedancia característica Z, a una carga de 250 + ,100 0. Encuentren 

se d y Zt la carga se acopla a la linea de 150-íi 

m 7 A Imoedancia de entrada. Una línea de iransníisión uniforme tiene constantes R = 15 mil. 
10 - 2 - 6 . Impedancia de ." f=|| ^ ^ ^ me(r0 u linea es de , km de longitud. A 8 kHz en- 

cuèntrcnse (u) la impedancia de línea. (b) la impedancia de entrada y (c) la a.enuacion en dB. La linea 

está terminada en 80 + /OQ 

10-2-7. ROET de un solo acoplador de impedancias (linea auxiliar cortai. Una linea^de tran *™ s '° n 
uniforme dc 50-0 sin perdidas está terminada en una impedancia de: cargaide' ' ° íi lJ j P 

10 2 H Acoplamiento con un solo adaptador (« una sola línea auxiliar corta). Una linea uniforme dc. 

1 2 - 9 , A a niia caraa de 200 - /I 5U £i Se conecta ou adaptador (linea uuxi- 

I0U-£Í Mn pèrdtdas está conectada a una carga ue -ia / nunn 

liar corta) en cortocircuilo de la misma impedancia característica en paralelo con la linea a una dis 

ÍL"de la carga. W Encuènlrense los valores màs cor.os de A S la longúud * dei adaptador, (b) En- 

Client rense los siguicnics valores más cortos. 

*HH-9 Acoplamiento con un solo adaptador (una sola linea auxiliar cortai. Una linea uniforme de 
idsí, perdidas está conectada a una carga de 200 + ,300 (2 Una linea dc en cortocrcu, o 

(adaptador o linea auxiliar corta) se conecta en paralelo con la linea a una distancia </, Je la varga L - 
cuentrense los valores más cortos de d, y la longitud dei adaptador d ; para que haya acoplamiento de 
impedancias. 

10-2-10. Voplamiento con un solo adaptador (una sola linea auxiliar corta) Una linea de transmi- 
sión uniforme de 50-Q sin pèrdidas termina en una impedancia de carga de XO + ,40 O Un adaptador 
(línea auxiliar corta) en cortocircuilo de longitud d, se conecta en paralelo a una distancia d ; de la car¬ 
ga. Encuéntrense d, y d, para un acoplamiento de impedancia (ROET - 1). 

*10-2-11 Acoplamiento eon un solo adaptador. Una línea uniforme de 100-12 sin perdidas está conec¬ 
tada a una carga de 35 - ,35 (2 Un adaptador (línea auxiliar corta) de I00-Í2 en cortocircuilo se co¬ 
necta en paralelo con la linea a una distancia d, de la carga. Encuéntrense los valores mínimos de d, y 
la longitud d l dei adaptador para un acoplamiento de impedancias (</, + d 2 mínimo). 

10-2-12. Acoplamiento con transformador. Una linea de longitud d y resistência característica R, ac- 
túa como un transformador para acoplar una impedancia de carga de I Ml + ,0 fi a una 1,n «^ e -" 

300 MHz Encuéntrense (a) d , (b) R,y (c) la ROET en la sección dei transformador a 400 MHz. 

*10-2-13. Acoplamiento con doble adaptador. Para el sintonizador de doble adaptador (línea doble 
auxiliar corta) de la figura P10-2-I3, encuéntrense los valores más cortos de </, y ,l 2 para un acopla¬ 
miento de impedancias (ROET = 1) si Z, = 400 - ,200(2 y R„ - -00(2. 

10-2-14. Desacoplamienlo con doble adaplador. Para el sintonizador de doble adaptador de la figura 
P10-2-13, encuénlrese la ROET en la linea a la izquierda dei adaptador dc la izquicrda si d, -- (j IX/ y 
:/, = 0 16 /. 
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10-2-15. Acoplamiento con doble adaptador. Una línea uniforme de 100-0 sin pèrdidas está conecta¬ 
da a una carga de 100 - /100 O El adaptador A está conectado en paralelo con la línea a ^ de-/ de la 
carga y el adaptador B a x/4 de la carga. Encuéntrense las longitudes mínimas de los dos adaptadores 
(líneas auxiliares cortas) para un acoplamiento de impedancias. Los adaptadores son de 100-0 de re¬ 
sistência característica. 


*10-2-16. Acoplamiento con doble adaptador. Una línea de 100-0 está conectada a una carga de 
20 + /100O El adaptador A está conectado en paralelo con la linea a / 8 de la carga y el adaptador 
B a /,,4 de la carga. Encuéntrense las longitudes mínimas de los dos adaptadores (líneas auxiliares) 
para un acoplamiento. Los adaptadores son de 100-0 de resistência característica. 

10-2-17. Transformador de Ã/4 . Un transformador de Ã/4 de resistência característica R n se inserta 

t una línea de 300-0 a una distancia d de la carga Z { Encuéntrense d y R tl para el acoplamiento de 
ped andas, - 15U + /200 O. 

-MH. Acuplamienio con unsolo adaptador simple. Una línea uniforme de 200-0 sin pèrdidas está 
nectada a una carga de ino - I SO O Un adaptador de 200-0 de resistência característica se conec¬ 
ta en paralelo con la linea a una distancia d x de la carga. Encuéntrense los valores mínimos de í/, y la 
longitud d 2 dei adaptador para el acoplamiento de impedancias. 

10-2-19. Sintonizador de doble adaptador. Una línea uniforme de 100-0 sin pèrdidas está conectada 
a una carga de 40 + /80O. El adaptador^ está conectado en paralelo con la línea a 0 24/ de Ia carga 
y el adaptador b a 0.365/ de la carga. Encuéntrense las longitudes mínimas dei adaptador para el 
acoplamienlo de impedancias. Los adaptadores son de 100-0 de resistência característica. 

10-2-20. Divisor de potência. Una línea de transmisión de 150-0 está conectada a dos cargas como se 
muestra en la figura PJ0-2-20. Encuéntrense d lt d 1% y R 2 tales-que las cargas reciban potências 
iguales pero con tensiones de fasef opuesta. 



Figura P10-2-20 Línea con dos cargas. 


* ,0 - 2 - 21 - Resislores en serie en una línea. En la figura P10-2-21, encuéntrese (cr) la potência en ia carga 
y (/>) las tensiones máxima y mínima en la sección 2/ para los dos casos siguientes: (1) (ambas sec- 
ciones) = 300 0, y (2) R fí (ambas secciones) = 150 0, 
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10-2-25. La ROET en términos de Z, y Z ft . Si la irtSÇedancia de carga Z, y la impedancia de línea Z (> 
son rrafeVZ, > Z 0 . demuéstrese que la ROET = ZJZ a .ysiZ,. < Z 0 , demuestrese que la ROET 


10- 2-16. La ROET y onda r flejada. Si la tensión de onda incidente es la unidad, demuéstrese que (a) 
la magmtud de la tensión de la onda reflejada es (ROET — l)/(ROET + 1) y ( b) la potência relativa 
de la onda reflejada es esta cantidad al cuadrado. 

10-2-27. Diagrama de Smilh. El coenciente de reflexión-para la tensión en una línea de impedancia 
característica Z 0 es ^ 


_ z - Zq _ (2/Zp) - I Z. - I 

Z + Z» (ZfZo) +1 Z„ + 1 


donde Z = impedancia de carga 

Z n — impedancia normalizada = R m + jX„ t adimensional 

Se sigue que 



y _ í + Pv 

" I - 

Demuéstrese que si R„ y *„ se obtienen como funciones de las parles real e imaginaria de Pl , un mapa 
y a„ en el plano p v produce el diagrama de Smith para la impedancia. 


PO 10-3: Secciones 10-10.1 a 10-13. Pulsos , Iransilorios, reflexiones, parâmetros de dispersión 
índice de refracc.ón, velocidades de rase y de grupo, y ondas viajeras y estacionarias 

10-3-1. La ROET contra el indlce de rerracclón. (a) Para una onda en el aire que incide perpendicu- 
larmente en un semiespacio infinito de índice de refracción t,. verifiquese que la ROET resultante 
- n (b) Demuestrese que la potência relativa de la onda reflejada es [(,, - |),(, + i,^. 

10-3-2. Parâmetros S. Demuéstrese la ecuación (10-10.3-9). 

Ímíh/h Refl f exi0 " es d * “ nea - Una línea de transmisión coaxial de 50-D tiene una pequefla disconti- 

se Íenex^r , 05 Coe ?“ en ‘ e de reflexión = 0 01 '°° en cad » discontinuidad, encuèntre- 

e la reOexion neta para una seccion 3/. de línea (a) para un pulso que es corto comparado con el tiem- 

estàITnLTV/w 2 y (b) ^ °" da dC “ tad0 estadonario continuo. El extremo lejano de la línea 

línea noÍe n e pldid e as qUe ^ ™ ““ SUCeSÍÓn de puls0S ' Su P°"6 a * la 

10-3-4. Reflexiones de línea. Encuéntrense las reflexiones para la línea dei problema 10-3-3 tanto para 
pulso corto como para onda continua, si la separación entre las discontinuidades es de 2/4 en lugar 

10-3-5. Adición de ondas de diferentes rrecuencias. Dada una onda plana para la que E = E„ Re 
Demuestrese que la resultante de dos ondas de este tipo de igual amplitud pero de dos frecuencias 

,Iiu . y <IJl * y las d° s constantes de fase correspondientes dadas por ti u + B. v 8 - B ) se 
pueden expresar como E = 2 £„ cos («„, - fi„ x) C os - ,í,.y) P>) 

I™ 3 nn'n! e !T CÍdadeS ' f aS * y r P °- La VelOCÍdad de grup ° “ = Demuéstrese que la velocidad de 

Sonde , = v e Sad C dÍTar “ f ° rmaS: “ = '' + = " ~ 

ún"mLk> e !.?n ldad ri l#Se V gn ! P0 ' Encuéntrese la velocidad de grupo para una onda de 100 MHz en 
UI 1 medio sm perdidas, normalmente dispersor para el que la velocidad de fase r = 2 x 10 7 X 2 ' 3 m s“ 

10-3-8. Onda estacionaria. Demuéstrese que cuando la amplitud de la onda incidente E 0 es mucho 
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mayor que la ampUiud de la onda reflejada E ,, la expresiòn para ta envolveme dc la onda estacionaria 
se vuelve ap rt > * m en te f, - = cos 2 fix. 

10-3-9. Onda estacionaria. Demuèstrese que en una onda estacionaria la vdocidad de fase promedio 
dei campo resultante es igual a la media geométrica de las velocidades máxima y nnnma; esto es, 

fprom” \/*'máx 1 mín‘ 

Grupo 10-4: Secciones 10-14 a 10-16. Conductores y dieléctricos, líneas con pérdidas,ninam!*- 
sorción de ondas 

10-4-1. Medio. Conduclor o dieléclrico. Un medio tiene como constantes a = 0.1 Um V/i, = I y 
< r = 40. Si se supone que estos valores no cambian con la frecuencia, ;,se comportará el medio como 
un conduclor o como un dieléclrico a (tf) 50 kHz y (b) 10 GHz? 

10-4-2. Línea con R y G pequenas. Demuèstrese que cuando la resistência en serie R y la conductancia 
en paralelo G de una línea de transmisión son pequeflas pero no despreciables, la constante de ate- 
nuación puede escribirse como sigue 


R IC G ÍL 

2n/i + tVc 


y la constante de fase como fi « tOy/LC. 

*10-4-3. Desplazamiento de fase a través de un oriricio. Una onda plana de 3 GHz incide perpendiM 
larmcnie sobre una lâmina grande de poliestireno («, = 2 . 7 ) i,Cuán gruesa debe ser la lamina para (flB 
la onda experimente un retraso de íase de 180° respecto a una onda que viaje a través de un ortfiOT* 
grande en la lâmina? 

★10-4-4. Placa de acoplamiento. Una onda plana de I GHz incide perpendicularmente sobre la superfí¬ 
cie de un plano de material que tiene constantes \i r = I y ( r = 3.5. Encuentrese (a) el espesor en 
milímetros y ( b ) la permilividad relativa requerida para una placa de acoplamiento que elimine la 
reflexión de la onda incidente. 

10-4-5. Profundidades í/e. Un medio tiene como constantes n = 10 2 U m 1 . p, = 2 y < r = 3 Si las 
constantes no cambian con la frecuencia, encuéntrense las profundidades 1 /e y el 1 % de penetraciún a 
(a) 60 Hz, ( b) 2 MHz y (c) 3 GHz. 

10-4-6. Medio con perdidas. A 200 MHz un medio sólido de rerrita-tit anato tiene como constantes 
a _ 0^1 = 15(1 - p), y i r = 50(1 - /li. Encuéntrese (o) Z Zf,. (W Á (c)t v 0 .(.d) profundidad 
l/e, (e) átenuación en dB para 5 mm de espesor y (/) el coeficiente de renexión p para una onda en el 
aire y que incide perpendicularmente sobre la superfície plana dei medio. EL subíndice cero se refiere a 
parâmetros para el aire (o el vacío). 

10-4-7. Medio con pérdidas. Constantes complejas. Un medio tiene como constantes a = 3.34 Um ' 1 
y n r = £r = 5 + J2. Encuéntrese la profundidad l/e de penetración a 30 GHz. 

10 - 4-8 Átenuación por una placa con pérdidas. Una placa no conductora de 200 mm de espesor tiene 
como constantes p, = í, = 2- j2. Encuéntrese la átenuación en dB de la placa con una onda de 

600 MHz. 

* 10 - 4 - 0 . Átenuación en una lâmina con pérdidas. Una lâmina no conductora de 6 mm de espesor tiene 
como constantes p, = ( r = 5 - /5. Encuéntrese la átenuación en dB de la lamina con una onda de 

300 MHz. 

10-4-10. Átenuación en una lâmina con pérdidas. Una lâmina conductora no magnética dc 2 mm dc 
espesor tiene una conduclividad n = I0 J U m 1 . Encuéntrese la átenuación dB dc la lâmina con una 
onda de 800 MHz. 
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*10-4-11. Atenuación en medio con perdidas. Un medio tiene con constantes a = 1.112 x IO -2 Um -1 , 
Pr = 5 —74, y í r = 5 + /2. A 100 MHz encuéntrese (a) la impedancia dei medio y ( b ) la distancia 
requerida para atenuar una onda en 20 dB despuès de entrar al medio. 

10-4-12. Atenuación en una línea con perdidas. Gráficas. Usese una computadora para calcular y gra¬ 
ficar la magnitud y la fase de la tensión total en una linea de transmisión con pérdidas, como se hizo 
en el ejemplo 2 de la sección 10-15, para los parâmetros de línea 

Vf = |/ 0 e a V tw ' + #,x) 

V r = 

Vq — 10 V 

f = 250 MHz {X = 1.2 m) 
a = 0.2 Np m" 1 


10-4-13. Pérdida de potência en una unión. Demuèstrese que en la unión de dos líneas de transmisión 
infinitas la pérdida relativa de potência a causa dei desacoplamiento en la unión está dada por 



lOIog 


I - Pi 


lOIog-f) 

r,,z ( 


donde Z { = impedancia de linea de la onda incidente 
Z, = impedancia de línea de la onda transmitida 


10-4-14. Lâmina de absorción. Una lâmina plana grande de material no conductor licne un respaldo 
de lâmina delgada de aluminio. A 500 MHz las constantes dei medio dieléctrico ferroso son 
u f — ( T ~ 6 /ó <\Cuán gruesa debe ser la lâmina para una onda de 500 MHz (en airc) incidente 
sobre la lamina que se debe reducir por reflexión en 30 dB si la onda incide pcrpcndicularmenle? 


Grupo 10-5: Secciones 10-17 a 10-23. Relaciones de potência y energia. Vedor de Poynling, axón, 
blindaje, enlaces espaciales y desarrollo general de la ecuación de onda. 

*10-5-1. Reflexión de medio dieléctrico. Una onda plana de 3 GHz incide perpendicularmente desde el 
aire sobre un espacio de dieléctrico con constantes a = 0, /j r « I, y r r = 2 - /2. Encuéntrese el valor 
de dB de la potência reflejada. 

10-5-2. Potência por cuadro. Demuèstrese que la potência que pasa a través de cada cuadrado 
curvilíneo de la figura 10-59 j es la misma. 

*10-5-3. Línea de dos conductores. Radiación. (a) Encuéntrese la impedancia característica Z 0 para 
una línea de transmisión de dos conductores en aire con espaciamiento entre los centros de los conduc- 
tores de 50 mm y diâmetro de conductor de 6 mm. ( b ) ^Cuál es el limite superior de la frecuencia al 
que se debe usar esta linea si se quieren que las pérdidas por causa de la radiación sean mínimas? (Véa- 
se Cap. 14.) 

10-5-4. Velocidad de energia. Para una onda plana en un medio dieléctrico verifíquese que la veloci- 
dad de energia puede expresarse como 1/fZ o Z/n, donde Z es la impedancia intrínseca dei medio. 

10-5-5. Onda viajera. Vector de Poynling. Una onda viajera plana tiene un campo eléctrico de cresta 
= 4 V m ‘.Si el medio no tiene pérdidas con }t r - I y i r - 3.5, encuéntrese (a) la velocidad de 
onda, ( b ) el vector de Poynting de cresta, (c) el vector de Poynting promedio, (d) la impedancia dei 
medio y (e) el valor de cresta dei campo magnético H. 
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ilO-5-6 Owla .«#>• Vector de Poyntta*. Una onda viajera plana de 100 MHz tiene un veaor de 
Poynting promedi^de4Wm 2 . Si el medio no tiene perdidas con ^ = : y - 3. encu entrce * 
velocidad de la onda, (t) la longitud de onda, (c) la impedanoa dd nnko. «/> d aef*- ***- 

caz o rms, £ y (e) el campo magnético eficaz o rms, H. 

10-S-7 Onda viajera. Energias. Demuéstrese que para una onda viajera ta dMdad de ooza de 
energia almacenada en el campo eléctrico es igual a la alma cerrada en el campo mapretrco 
*,0-5-8 Potência solar. La Tierra recibe 2.0 gcal min 1 cm ' - de luz solar, (o) iÇuàl es d vtetor de 
Poynting en watts por metro cuadrado? (ir) iCtlâl es la salida de potência dei Sol en luz solar supo- 
niendo que e! Sol radia isotròpícamente? (e) ;Cuàl es el campo eléctrico eficaz o rms £ en la T.erra su- 
poniendo que la luz solar fuese toda de una sola frecuencia? (d) iCuânto tarda la luz solar en llegar a 
la Tierra? Tómese la distancia Tierra-Sol como l50Gm. (1 W = 14.3 gcal min .) 

10-5-9 Potência solar. La Tierra recibe alrededor de l .5 kW m ‘ 1 de potência proveniente dei Sol (in¬ 
tegrada en todas las frecuencias) pero la camidad que llega a la superfície de la Tierra depende de las 
condiciones atmosféricas, <«) iCuâl es la salida total de potência dei Sol supomendo que radia .so.ro- 
picameme? Tómese la distancia Tierra-Sol como 150 Gnf. <i» iCuàl es la potência total recrbida por la 

T^TÚmeseelradiodelaTierr a como6.4Mm(r)SilamasadelSoles2x 10 J -kg ysumasa se con¬ 
vier, c en energia radiante de acuerdo con la relación de Emstein (energia - nu I con el 1% de rendi- 
miento, ^durante cuânto tiempO pucde radiar d Sol al nível aclual? 

*10-5-10. Ondas solares/Ondas de radio de 3 GHz que vienen dei Sol tienen una densidad de flujo de 
10 2(1 W m 2 Hz‘ 1 (a) iCuâl es el vector de Poynting para un ancho de banda de 1 GHz si se supone 
que la densidad de Rujo sea constante en este ancho de banda? (« iCuàl es el campo eléctrico rms t s, 
se considera que la potência en el ancho de banda de 1 GHz sea de una sola frecuencia? (c) ,Cual es la 
salida de potência de radio dei Sol para el ancho de banda dc I GHz supomendo que el Sol rad.a 
isotròpícamente? Tómese la distancia Tierra-Sol como 150 Gm. 

10-5-11 Kuente de radio extragalActica. Una onda de radio de 1.4 GHz recibida desde una fucnle: de 
radio extragalàctica tiene un vector de Poynting promedio por ancho de banda un.tar.o(o densidad 
de fluio) de 10 2 " W m 2 Hz '. (o) iCuánta potência es interceptada por un area de 1.000 m en un 
ancho de banda de 1 MHz? El área es perpendicular a la dirección de la onda. (ó) Si la fuente de radio 
está a una distancia de 10" aitos-luz y radia isotròpicamenle, icuânta cs la potência radiada por la 
f U enie en un ancho de banda de 1 MHz? Un aho-luz es igual a la dislanc.a que viajan las ondas de luz. 
o de radio en un aflo. Supóngase que el medio es el espacio libre, (c) <,Como se compara esta polenua 
con Ias neces^dades ,o,ale .r de potência en la Tierra de eleclricidad. calefaccon. mduslna. .rans- 

porte, etc.? 

10 5 12 Lev de Planck. (a) En relación con el Problema 10-5-8, icuál es el vector de Poynting por 
Zío iínS unitário de la luz solar en .a Tierra? Tómese la banda de la luz de. Sol como de 400 a 
800 nm(4000 a 8 000 A) (í>) iCuàl es la razón de este vector de Poynting con el dado en el problema 
10-5-10 para ondas de radio de 3 GHz? (c) De acuerdo con la ley de radiación de Planck, la bnllantez 
de radiación véase modelo de un cuerpo negro está dada por 


.4 


2hJ 3 


I 


_ 1 


(W m 2 Hz 1 rad : t 


donde h = constante de Planck = 6 63 x 10 4 J s 

f = frecuencia, Hz 

t . = velocidad de la luz o de ondas de radio = 300 Mm s _ 
k = constante de Boltzmann = ^ 

T - temperatura de cuerpo negro, K = 1.38 x 10 J K 


Tomando T= 6 000 K para el Sol, ipodría decirse que el Sol se comporta como un radiador de cuer 
po negro (o de Planck) en el intervalo superior al radio óptico? 
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gotones. De acuerdo con la teoria de los cuantos, las ondas electromagnéticas se transmiten 
fes de energia hj , donde h = constante de Planck = 6.63 x 10" 34 J s yf = frecuencia en 
pmrese el número de fotones por segundo que son interceptados por un área de 1 m 2 para 
una órida con un vector de Poynting promedio de 10“ 20 W m “ 2 para los dos casos siguientes: (a) fre¬ 
cuencia = 2 GHz y (ó) longitud de onda = 600 nm. El área es perpendicular a la dirección de la onda. 
(c) iQué ventajas tienen las ondas de radio sobre las ondas ópticas para transmisión de información si 
la onda es tan débil que el número de fotones es pequeflo? 


10-5-14. Resistor y flujo de potência. Por un resistor cilíndrico de longitud /, radio a , y conductividad 
o fluye una corriente /, eficaz o rms. (a) Demuéstrese que el vector de Poynting está dirigido perpen¬ 
dicularmente hacia dentro respecto a la superfície dei resistor. ( b ) Demuéstrese que la integral dei vec¬ 
tor de Poynting sobre la superfície dei resistor es igual a Í 2 R , donde R es la resistência dei resistor. 


Grupo 10-6: Aplicaciones prácticas 

★10-6-1. Enlace con Tierra por medio de un satélite de TV. Como se explica en la sección 14-24, el cri¬ 
tério de detectabilidad de seftales es la razón serial a ruido (S/N). Para antenas isotrópicas (no direc- 
cionales) y una potência de transmisor de 1 W, el enlace con Tierra de un satélite de TV en órbita de 
Clarke con una estación terrestre tiene una razón sefial a ruido dada por (véase Prob. 14-5-14) 


gü 

d< 


■ 'V;* 

^donde 


7 \^ 

B 


S _ k 1 
N \6n z r 2 kT sys B 


longitud de onda, m 

distancia dei enlace hacia abajo, m 

constante de Boltzmann = 1.38 x 10 23 JK _1 

temperatura dei sistema, K 

ancho de banda. Hz 


Un repetidor común de TV de satélite de 4 GHz puede tener 5 W de salida y una ganancia de antena de 
29.4 dB, haciendo su Potência Radiada Efectiva (PRE) 

PRE = IU log 5 -I- 29.4 = 36.4 dBW (dB sobre 1 W isotrópico) 


en el eje de haz de la antena 


La figura Pi0-6 -\a muestra los satélites geoestacionarios en órbita de Clarke en relación con ia.Tierra. 
La figura P10-6 -\b muestra los contornos de Potência Efectiva Radiada (alcance de sefial) dei repeti¬ 
dor de arriba sobre América dei Norte, (a) Determinese la razón sefial a ruido S/N (dB) si el diâmetro 
de la antena de la estación terrestre es de 3 m, la temperatura de la antena, 25 K, la temperatura dei 
receptor, 75 K y el ancho de banda 30 MHz. La temperatura dei sistema es la suma de las temperaturas 
de la antena y el receptor. Tómese la distancia dei satélite como 36 000 km. La PER al lugar de la esta- 
dôn terrestre es 35 dBW. Supóngase que la antena es un reflector parabólico (tipo plato) dei 50% de 
eficiência con una ganancia G, dada por G = 2 n 2 {rjk) 2 donde r = radio dei plato, m. (b) Si una razón 
^ena) ã ruido S/N de 10 dB es aceptable, <,cuál es el diâmetro que se requiere para la antena de la esta- 
[flreüÍ| re ^ ^ CaicúIese el diám etro para la antena dei satélite con una ganancia = 29.4 dB. Nota : 

de video modulada en FM, como de hecho usan los satélites en órbita de Clarke, la razón 
ruido S/N , como se usa arriba, es realmente una razón de onda portadora a ruido ( C/N) sien- 
do la razón para video seflal a ruido para los satélites típicos dei sistema de Estados Unidos casi 40 dB 
nás alta. Esta es una ventaja de la modulación de FM. Si la C/N excede unos cuantos decibeles, en- 
lonces, en principio, da como resultado una imagen perfecta. Sin embargo, una razón de C/N > 10 
dB es deseable para permitir cierto desalineamiento de la antena de la estación terrestre, la atenuación a 
ousa dei agua o de la nieve dei reflector cónico, una disminución en la potencia^del transpondedor, etc. 
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Alcance 
de seftal 


O ^ 


Órbita de Clarke 


Satélites asiáticos 


Satélites dei norte Ecuador 
V sudamericanos 


Satélites 
africanos 
V europeos 


Figura P10-6-1 íü) Satélites geoes taci ona rios de TV y repetidores de comunicadòn en órbita de Clarke 
alrcdcdor de ta Tierra. (f>) Contornos de potência eíecliva radiada, o alcance de sefial, arriba de IW 
isolrópico para et retevador de TV cn enlace dei satélite. Nótese que las sefiales dan contornos de 
radiación sobre una superfície esférica (la de la Tierra) y. en la raayor parte de los casos, con un ân¬ 
gulo oblicuo. Sólo cuando el satélite está dirigido directamente hacia abajo en et ecuador terrestre 
con un patrón relativamente angosto, los contornos de alcance de seriai serán aproximados a los 
contornos reales dei patrón de la antena. 


10-Ó-2. Línea coaxial RG-59/U. Las espedfkaciones de un cable coaxial flexible RG-59/U de radio* 
freeuencia (6.1 mm de diâmetro externo) sou: = 73 0; rfc = 0 66; capacitancia = 69 pFm 1 . 

atenuadòn - 7.9 dB por 100 xn a 50 MHz, 11,2 dB a 100 MHz, 16.7 dB a 200 M Hz, 26.9 dB a 500 
MHz y 45,6 dB a 900 MHz. Para una loitgitud de 50 m a 300 MHz, hàllese (a) la atenuadòn, (6) el 
retardo, (c) la sefial reílejada a la entrada si la impedancia de carga es 85 -P f2Q Ü Exprèsesc en deci- 
beles relativos a la seftal de entrada. 


10-6-3. Blindaje de RF. (a) Una onda viajera de 1 G Hz en el aire tiene un campo eléctrico £ = 100 
MV m * Si la onda incide perpendicularmente sobre una lâmina plana de cobre, icuán oebe . 

ser la lâmina para reducir la onda que se transmite a través de ella al nivel no peligroso de 100 W 
Las frecuencias en el intervalo de I a 3 GHz se usan en los hornos de microondas domcsficòK 
rencia- considérese la lâmina de cobre como una sección corta de línea de transmisión con pérdi- 
das conectada entre dos lineas sin pérdidas de impedancia característica de Z„ =-- 376.7 Q. [En 
reiación con niveles pdigrosos de radiación, vèase W t W. Munford, Some Technical Aspects of Micro- 
wave Radiaticm Hazards, Proc. IRE. 49:427^447 (febrero, 1961).] (b) iQuè potência se disipa por 
metro cuadrado en la lâmina? (c) ^Será un problema la disipación de esta potência y, si es así, cómo 
puede conseguirse? 
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10-6-4. Capas de hielo. La Antártida y Groenlândia están cubiertas por capas de hielo de gran espe- 
sor. Para medir el espesor dei hielo se usan vehículos de superfície equipados con radio, los cuales 
envían ondas de radio hacia abajo que atraviesan el hielo y obtienen un reflejo de las ondas en el suelo 
que está bajo el hielo. Se supone que el hielo es homogéneo y de espesor uniforme sobre una tierra pla¬ 
na perfectamente conductora. Supóngase que las constantes para el hielo a 30 MHz son n r = 1 y 
£, = 3 - /LOl. (a) Encuéntrese la relación de la potência recibida por unidad de área entre la potên¬ 
cia radiada a 30 MHz para un espesor de 2 km de hielo. Exprésese en dB. ( b ) Compárese este valor con 
la razón en decibelessi el hielo se reemplazara con aire.La diferencia es la atenuación a causa de la pre¬ 
sencia dei hielo. Supóngase en (a) y ( b ) que el vehículo transmisor radia isotrópicamente y que no hay 
perdida (desadaptación) en la entrecara aire-hielo. (c) iCuál es el tiempo de viaje para la onda hacia 
abajo y hacia arriba a través dei hielo? (d) i Seria más preciso determinar el espesor dei hielo haciendo 
pulsar el transmisor y medir el tiempo de retraso dei pulso reflejado, como en los sistemas de radar, en 
lugar de medir la atenuación de la onda? (e) <,Cuál esquema seria más práctico? 

*10-6-5. Nave espacial cerca de la Luna. Una nave espaciala una distantancia lunar de la Tierra trans¬ 
mite ondas de 2GHz. Si se radia una potência de 10 W en forma isotrópica, hállese (a) el vector de 
Poynting promedio en la Tierra, (ó) el campo eléctrico E , eficaz o rms, en la Tierra y (c) el tiempo que 
le toma a las ondas de radio viajar de la nave espacial a la Tierra. (Tómese la distancia Tierra-Luna 
como 380 Mm.) ( d) ^Cuántos fotones por unidad de área por segundo caen sobre la Tierra provenien¬ 
tes dei transmisor de la nave espacial? 

10-6-6. Línea superconductora. Las líneas de transmisión elevadas de gran potência y en distancias 
muy largas radian interferencia electromagnética, generan ozono venenoso y otras alteraciones a la 
ecologia. Diséflese una línea de transmisión para manejar niveles de potência en terawatts en distan¬ 
cias de megametros que elimine los efectos anteriores. Supóngase que se puede conseguir un supercon- 
ductor de 25 K. Sugerencia : Considérese una línea de cc, enfriada por hidrógeno líquido, enterrada y 
aislada térmicamente, que opere a niveles de unos cuantos volts. En forma opcional considérese una 
guia de onda cilíndrica enfriada con hidrógeno líquido que opere a 100 GHz en un modo o modos de 
orden superior (véase el Cap. 13). 

10-6-7. Red mundial superconductora. Buckminster Fuller, diseflador dei domo geodésico, propuso 
una red de potência superconductora sobre el Polo Norte para unir América con Euroasia de*manera 
que las estaciones solares de potência en el lado soleado de la Tierra pudiesen obtener energia solar y 
transmitiria como electricidad al lado sombreado de la Tierra. Analícese la factibilidad, los costos, etc. 

10-6-8. Cable superconductor. Respuesta dei orden de nanosegundos. En el problema 10-6-6 se consi- 
deran los superconductores para transmisión de potência con bajas pérdidas. Otra ventaja es que los 
cables superconductores pueden proporcionar una respuesta más rápida (ancho de banda más amplio) 
para transmisión de información. Diséflese un cable de dos conductores superconductores con res¬ 
puesta dei orden de nanosegundos. Véase, por ejemplo, H. J. Jensen, Nuclear Test Instrumentation 
with Miniature Superconductive Cables, IEEE Spectrum, 5:91-99 (Septiembre, 1968). 








11 POLARIZACIÓN 
DE ONDA 


11-1 INTRODUCCIÓNt 

En este capitulo se analiza la polarización de ondas electromagnéticas. Se con- 
sideran las polarizaciones lineal, eliptica y circular y se explica su relación en la 
esfera de Poincaré. Primero se desarrollan estos conceptos para ondas coheren- 
tes, completamente polarizadas y luego se extienden al caso de radiación parcial 
o completamente no polarizada o incoherente. Finalmente se introducen los 
parâmetros de Stokes y las matrices de coherencia para el desarrollo de ondas de 
esta clase. 


11-2 POLARIZACIÓN LINEAL, ELÍPTICA Y CIRCULAR 

Considérese una onda plana que se desplaza hacia afuera de la página (dirección 
positiva zj, como en la figura 11-la, con el campo eléctrico invariablemente en la 
dirección w Se dice que esta onda está linealmente polarizada (en la dirección v). El 
campo eléctrico de una onda polarizada linealmente (como en la Fig. 1 \-\a) que 
viaja en la dirección z positiva (hacia afuera de la página), como función dei tiempo 
y de la posición, está dado por 

E y = E 2 scn{(»t — fiz) (1) 


+ Una explicación más detallada sobre polarización de ondas se proporciona en J.D. Kraus, 
“Radio Astronomy”, Cygnus-Quasar Books, Powell, Ohio, 1982. 
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En general, el campo eléctrico de una onda que viaja en la dirección z 
puede tener una componente y y también una componente en x , como se mues- 
tra en la figura 11*16. En esta situación más general se dice que la onda está 
elípticamente polarizada. A un valor fijo de z, el vector eléctrico E gira en fun- 
ción dei tiempo, describiendo la punta dei vector una elipse llamada elipse de 
polarización . La razón entre el eje mayor y el menor de la elipse de polarización 
se llama razón axial (RA). Entonces, para la onda de la figura 11-16, RA = 
E 2 jE v Dos casos extremos de polarización elíptica corresponden a polarización 
circular, como en la figura 11-lc y a polarización lineal, como en la figura 11-la. 
Para polarización circular E x = E 2 y RA = 1, mientras que para polarización 
lineal E t — 0 y RA = oc. 

En el caso más general de polarización elíptica, la elipse de polarización 
puede tener cualquier orientación, como se indica en la figura 11-2. La onda 
polarizada elípticamente puede expresarse en términos de dos componentes 
polarizadas linealmente, una en la dirección x y otra en la dirección y . Entonces, 
si la onda está viajando en la dirección z positiva (hacia afuera de la página) las 
componentes de campo eléctrico en las direcciones x y y son 


E x = £, sen (a>t — fiz ) 

(2) 

E y = E 2 sen (ojí - fiz + S) 

(3) 


donde E x = amplitud de onda linealmente polarizada en la dirección x 
E 2 = amplitud de onda linealmente polarizada en la dirección y 
ô = ângulo de fase en el tiempo con el que E y adelanta a E x 

Al combinar (2 y (3) se obtiene el campo vectorial total instantâneo E: 

E = ÜE Í sen(wr - fiz) + $E 2 sen (râr - pz + Ô) (4) 


Polarización Poíarizadón 


lineal elíptica 



(a) (b) 


* Polarización 
circular 



ic) 


Hfuni 11-1 Polarización lineal, 
elíptica y circular. 
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En z = 0, E x = £, sen cot y E f = £ 2 sen (fot + Ô). Al desarrollar £,, se obtiene 
£,, = £ 2 (sena)f cos <5 + cos cot sen<5) (5) 


De la relación de E x se tiene sen cot = EJE 2 y cos cor = ^/l — (EJE X ) 2 . La in- 
troducción de estos valores en (S) elimina a cor, reacomodando, se tiene 


o bien 
donde 


Ei 2£,£ v , cos ô Ei , . 

-4-—- h — t = sen 2 ô 

Ei E { E 2 Ei 

aEl — bE x E y + cE], = 1 


( 6 ) 

(7) 


1 


a = 


E\ sen 2 ò 


b = 


2 cos ô 
EiE 2 sen 2 ò 


1 


c = 


£? sen 2 ò 


La ecuación (7) describe una elipse (polarización), como en la figura 11-2. El 
segmento de linea O A es el semieje mayor y el segmento de linea OB es el se- 
mieje menor. El ângulo de inclinación de la elipse es t. La razón axial es 


AO 0A 

AR = — 
OB 


(1 < AR < oo) 


( 8 ) 



Figura 11-2 Elipse de polarización con ângulo de inclinación t que muestra las componentes instan¬ 
tâneas E x y E y y amplitudes (o valores de cresta) E x y E 2 . 
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v 


E 


Onda que se aproxima 

y 


u>t = 0 







(b) 


Figura 11-3 Orientación instantânea dei vector 
dei campo eléctrico E en dos instantes para una 
onda polarizada circularmente a la izquierda 
que se aproxima (bacia afuera de la página). 


Si E x = 0, la onda está linealmente polarizada en la dirección y. Si E 2 — 0, 
la onda está linealmente polarizada en la dirección jc. Si ô = 0 y E l = E 2 I a on¬ 
da está también linealmente polarizada pero en un plano con un ângulo de 45° 
respecto al eje x (t = 45°). 

Si E l = E 2 y S = ±90°, la onda está circularmente polarizada. Cuando 
õ = + 90°, la onda está circularmente polarizada a la izquierda y cuando ô = 
— 90°, la onda está circularmente polarizada a la derecha . Para el caso en que ò = 

+ 90° y para z = 0 y f = 0 se tiene de (2) y (3) que E = $E 2 , como en la figura 
11-3 a. Un cuarto de ciclo después (cor = 90°) E = £E l5 como en la figura 11-36. 
En consecuencia, en una posición fija (z = 0) el vector dei campo eléctrico gira 
en el sertido de movimiento de las manecillas dei reloj (viendo la onda que se 
aproxima). De acuerdo con la definición IEEE, esto corresponde a polarización 
circular izquierda.t La dirección opuesta de rotación (<5 = —90°) corresponde a 
polarización circular derecha. 

Si se observa que la onda se aleja (dei eje z negativo en la Fig. 11-3), el vec¬ 
tor eléctrico parece girar en la dirección opuesta. En consecuencia, la rotación 
de E en el sentido de movimiento de las manecillas dei reloj, con la onda 
aproximándose, es la misma que la rotación en el sentido contrario al movi¬ 
miento de las manecillas dei reloj con la onda alejándose. Por consiguiente, a 
menos que se especifique la dirección de la onda, existe una posibilidad de am- 
bigiiedad acerca de si la onda es de mano derecha o de mano izquierda. Esto 
puede eliminarse definiendo la polarización con la ayuda de antenas de haz 
helicoidal (véase Cap. 14). Entonces, una antena de haz helicoidal de sistema o „ 
juego derecho radia (o recibe) polarización circular derecha (IEEE).Í Una hélice 
de sistema derecho, como un tornillo de rosca derecha, lo es independientemen- 
te de la posición desde la que es vista. Aqui no hay posibilidad de ambigüedad. 


+ Esta definición dei IEEE es opuesta a la definición clásica de óptica. 

X Una antena de haz helicoidal de espiral izquierda radia (o recibe) polarización circular izquierda 
(IEEE). 


■ 
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11-3 VECTOR DE POYNTING PARA ONDAS POLARIZADAS 
ELÍPTICA O CIRCULARMENTE 


En notación compleja el vector de Poynting es 

s = ±E x H* ( 1 ) 

El vector de Poynting promedio es la parte real de (1), o 

Sprom = Re S = J Re E x H* (2) 

En la figura 11-2, sea la onda elípticamente polarizada con componentes jc y y 
con diferencia de fase ô conforme a las expresiones 

E x = E 1 e J<c, '~ ll ~ > (3) 

E y = E 2 e Jiu, ‘~ llz+i) (4) 

En z = 0, el campo eléctrico total (vector) es entonces 

E = StE x + $E y = A£ 1 e J '“' + $E 2 e> {m, + i) (5) 

donde ü = vector unitário en la dirección x 
$ = vector unitário en la dirección y 

Nótese que E tiene dos componentes, cada una contiene un vector espacial y un 
factor de fase (fasor, con ot explícito) 

La componente de campo H asociada con E x es 

H v = (6) 

donde c es el retraso de fase de H y respecto a E x . La componente dei campo H 
asociada con £,. es 

H x = -H 2 e i[m, - fz+s ~ i) (7) 

El campo total H (vector) en z = 0 para una onda que viaja en la dirección 
positiva z és entonces 

H = y H y - *H X = -ÍH 2 e J,w ‘ +a ~ « (8) 

El conjugado complejo de H es igual a (8) excepto por el signo de los exponen¬ 
tes. Esto es, 

H* = yH + 1 (9) 

Al sustituir (5) y (9) en (2) se obtiene el vector de Poynting promedio en z = 0 
como 

S prom = í Re [(* x S)E X H* -Qx «)£,/#*] 

= |z R c{E x H* + E y H* x ) 


(10) 
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donde í es el vector unitário en la dirección z (dirección de propagación de la 
onda). Se deduce que 


s av = WjE y H 1 Re + E 2 H 2 Re e K ) 

= \t{E,H x +E 2 H 2 ) cosí (11) 

Hay que notar que S prom es independiente de S. 

En un medio sin perdidas £ = 0 (campo eléctrico y magnético en fase en el 
tiempo) y E í /H í = E 2 /H 2 = Z 0 , donde Z 0 , la impedancia intrinseca dei medio 
es real; asi pues, 


S prom = iz {E X H X + E 2 H 2 ) 

= + H\)z 0 = &H 2 Z 0 ( 12 ) 

donde H = + H\ es la amplitud dei campo total H. Puede escribirse 

también 


Sprom 


E\ 


+ El 


Z o 



donde E = k /e 2 + fi¬ 


es la amplitud dei campo total E. 


(13) 


F.jemplo. Una onda polarizada elípticamente viaja en la dirección positiva z 
en el aire, tiene componentes x y y 

£* = 3 sen ( cot — fiz) (V m “ 1 ) 

£,. = 6 sen (wt - fiz -V 75°) (V m “ 1 ) 

Encuéntrese la potência promedio por unidad de área, transportada por la 
onda. 

Solución. La potência promedio por unidad de área es igual al vector de 
Poynting promedio, que de (13) tiene una magnitud 

_ 1 £ 2 1 £? + fil 


Por las condiciones establecidas la amplitud £, = 3Vm y la amplitud 
fi 2 = 6 V m _1 . También para el aire Z = 376.7 íí. En consecuencia, 


S 


prom 


1 3 2 + 6 2 1 45 

2 376.7 ~ 2 376?7 ~ 


60 mW m 2 - 
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11-4 ELIPSE DE POLARIZACIÓN Y LA ESFERA 
DE POINCARÉ 


En la representación de la esfera de Poincarét de la polarización de una onda, el 
estado de polarización estã descrito por un punto sobre una esfera en donde la 
latitud y la longitud dei punto están relacionadas con los parâmetros de la elipse 
de polarización (véase Fig. 11-4) como sigue: 

Longitud = 2r 
Latitud = 2e 

donde t = ângulo de inclinación, 0 o < t < 180° 
t = cot” RA), -45° < £ < +45° 

La razón axial (RA) es negativa para polarización dextrógira o de mano derecha 
y positiva para polarización levógira o de mano izquierda (IEEE). 

El estado de polarización descrito por un punto en una esfera también 
puede expresarse en términos dei ângulo subtendido por el circulo grande 
trazado desde un punto de referencia en el ecuador y el ângulo entre el circulo 
grande y el ecuador (véase Fig. 11-4) como sigue: 

Ângulo dei circulo grande = 2y 

Ângulo entre el ecuador y el circulo grande = ô ' ' 

donde y = tan _1 (£ 2 /^iX 0 o < y < 90° 

ò = diferencia de fase entre E y y E x , — 180° < ô < +180° 

La relación geométrica de t, e, y y con la elipse de polarización se ilustra en 
la figura 11-5. Las interrelaciones trigonométricas de t, e, y, y ô son como si¬ 
gue: í 


I- 

cos 2y = cos 2e cos 2r 

tan 2e 

tan d =-— 

sen2r 

tan 2 t = tan 2y cos S 
sen2e = sen2y senó 


(3) 


t H. Poincaré, “Théorie Mathématique de la lumière,” G. Carré, Paris, 1892; G.A. Deschamps, 
Geometrical Representation of the Polarization of a Plane Electromagnetic Wave, Proc. IRE, 39: 
540(mayo, 1951). 

+ Estas relaciones incluyen trigonometria esférica. Véase M. Born y E. Wolf, “Principies of Op- 
tics,” pp. 24-27. The Macmillan Company, Nueva York, 1964. 
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Figura 11-4 Esfera de Poincaré que muestra 
la relación de ângulos t, t, y S. 


Conociendo £ y t, pueden determinar y y ô o viceversa. Es conveniente describir 
el estado de polarización por cualquiera de los dos conjuntos de ângulos (t, t) o 
bien (y, ô) que describen un punto en la esfera de Poincaré (Fig. 11-4). Sea 
designado el estado de polarización como una función de e y x por medio de 
Af(t, t) o simplemente M y el estado de polarización en función de y y ò por me¬ 
dio de P(y, ô) o simplemente P, como en la figura 11-4. Dos casos especiales son 
de interés. 



Figura 11-5 Elipse de polarización que muestra la relación de ângulos u }\ y 
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Caso 1 Para ò = 0 o para ô = ± 180°, E x y £ y están exactamente en fase o fuera 
de fase, de manera que cualquier punto en el ecuador representa un estado de 
polarización lineal. En el origen (e = t = 0) la polarización es lineal en la direc- 
ción de x (t = 0), como se indica en la figura ll- 6 a. En el ecuador 90° a la 
derecha, la polarización es lineal con un ângulo de inclinación t = 45°, mientras 
que a 180° dei origen la polafización es lineal y en la dirección y (i = 90°). 
Véase la figura 11 -60 y b. En la figura 11-6 a se muestra un octavo de la esfera 



Polarización circular a la izquierda 



ib) 

Figura 11-6 (a) Un octante de la esfera de Poincaré con estados de polarización. (b) Proyección rec- 
tangular de la esfera de Poincaré mostrando la gama completa de los estados de polarización. 






































Secc. 114 


Polarización de onda 555 


de Poincaré y la esfera completa se muestra en la figura 11-66 en proyección 
rectangular. 

Caso 2 Para ô = ±90 ü y E 2 = £, (2 y = 90° y 2e = ±90°) E x y E y tienen am¬ 
plitudes iguales pero están en cuadratura de fase, que es la condición para 
polarización circular. Entonces los polos representan un estado de polarización 
circular, representando el polo superior Ia polarización circular izquierda y el 
polo inferior la polarización circular derecha (IEEE), como se muestra en la 
figura ll-6fly 6. 

Los casos 1 y 2 representan las condiciones limites. En el caso general, 
cualquier punto en el hemisfério superior describe una onda polarizada elíp¬ 
ticamente a la izquierda, que varia desde polarización circular a la izquierda 
pura en el polo a polarización lineal en el ecuador. En forma semejante, cual¬ 
quier punto en el hemisfério inferior describe una onda polarizada elípticamente 
a la derecha, que varia desde polarización circular pura en el polo a polariza¬ 
ción lineal en el ecuador. En la figura 1 l-6a y 6 se muestran vários estados elíp¬ 
ticos de polarización por medio de elipses con ângulos de inclinación r apro- 
piados y las razones RA axiales en la esfera de Poincaré. 

Como una aplicación de la representación con la esfera de Poincaré puede 
demostrarse que la respuesta en tensión V de una antena a una onda de pola¬ 
rización arbitraria está dada port 


V = k cos 


MM a 


(4) 


donde MM a = ângulo subtendido por una línea de círculo máximo dei estado 
de polarización M al estado M a 
M = estado de polarización de la onda 
M a — estado de polarización de la antena 
k = constante 

El estado de polarización de la antena se define como el estado de polarización 
de la onda radiada por la antena cuando es transmitida. El factor k en (4) con¬ 
dene la intensidad dei campo de la onda y el tamafto de la antena. Un resultado 
importante que hay que notar es que si MM a = 0°, la antena está acoplada (en 
impedancia) con la onda (estado de polarización de la onda es el mismo que 
para al antena) y la respuesta se hace máxima. Sin embargo, si MM a = 180°, la 
respuesta es cero. Esto puede ocurrir, por ejemplo, si la onda está polarizada 
linealmente en la dirección y en tanto que la antena está polarizada linealmente 
en la dirección x; o si la onda está polarizada circularmente a la izquierda mien- 

+ G. Sinclair. The Transmissión and Reception of Elliptically Polarized Waves, Proc . IRE, 18: 
151 (1950). 
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tras que la antena lo está circularmente a la derecha. En forma más general, 
puede decirse que una antena es ciega a una onda con estado opuesto de po- 
larización (polarización antípoda). 


11-5 POLARIZACIÓN PARCIAL Y LOS PARÂMETROS 
DE STORES 

Las secciones previas tratan de ondas completamente polarizadas, es decir, on¬ 
das para las que E u E 2 , y ô son constantes (o son funciones que varian len¬ 
tamente con el tiempo). La radiación de un transmisor de radio de una sola 
frecuencia (monocromático) es de este tipo. Sin embargo, la radiación de 
muchas fuentes de radio celestes se extiende en una amplia gama de frecuencias 
y, dentro de cualquier ancho de banda, A/ consiste en la superposición de un 
gran número de ondas estadisticamente independientes de una variedad de 
polarizaciones. Se dice que la onda resultante es incoherente o no polarizada . 
Para una onda de este tipo puede escribirse 

E x = ^(r) sen cot ( 1 ) 

E y = E 2 (t) sen [cot + <5(í)] (2) 

donde todas las funciones dei tiempo son independientes. Las variaciones de 
Ex(t), £ 2 (0s y <5(0 respecto al tiempo son lentas comparadas con la frecuencia 
media /(to = 2 nf) y son dei orden dei ancho de banda A/ Una onda de este 
tipo puede ser generada conectando un generador de ruido a una antena que es- 
tuviese linealmente polarizada en la dirección y y otro generador de ruido a una 
antena adyacente que esté linealmente polarizada en la dirección x. Si las ondas 
de ambas antenas tienen la misma frecuencia promedio en un punto de obser- 
vación, la onda total en este punto estará completamente no polarizada. 

La situación más general de polarización de ondas ocurre cuando una onda 
est k parcialmente polarizada; es decir, puede considerarse que es de dos partes, 
una completamente polarizada y la otra completamente no polarizada. 

Para operar con polarización parcial es conveniente usar los parâmetros de 
Stokes, introducidos en 1852 por Sir George Stokes. t Los parâmetros de Stokes 
I, Q, U y K se defínen como sigue: 



Q = 



<£|> 

z 


(3) 

(4) 


+ G. Stokes, On the Composition Resolution of Streams of Polarized Light fFom Different Sour- 
ces, Trans. Camb. Phil. Soc. 9(3):399-416 (1852). 










Secc. 11-5 


Polarización de onda 557 



( 5 ) 



( 6 ) 


donde S = magnitud dei vector de Poynting total de la onda 

S x = componente de vector de Poynting de la onda polarizada en la 
dirección x 

S y = componente dei vector de Poynting de la onda polarizada en lá 
dirección y 

Ei = amplitud de la componente dei campo eléctrico de la onda 
polarizada en la dirección x 

E 2 = amplitud de la componente dei campo eléctrico de la onda polarizada 
en la dirección y 

Z = impedancia intrinseca dei medio 

Los ângulos <5, e, y r son como se definieron en la sección anterior. Los parên¬ 
tesis angulares < ) indican el promedio en el tiempo. Se entiende que en general 
E u £ 2 , á, £, y t son funciones dei tiempo. Así, por ejemplo. 



( 7 ) 


Para una onda completamente no polarizada S x = S y y E x y £ 2 no están 
correlacionadas. Puede demostrarse que en estas condiciones 


<£,£ 2 cos <5> = <£ 1 £ 2 sená> = 0 


y se tiene 


I = S 


Q = 0 

U = 0 


V = 0 


donde 5 es el vector de Poynting total de la onda. La condición Q = U = V ~ 
0 es un requisito para una onda completamente no polarizada. 

Para una onda completamente polarizada £,, E 2 , <5, e y r puede consi- 
derarse que son constantes, de manera que los parâmetros de Stokes como de 
(3) a (6) no requieren promedios en el tiempo. Entonces, por ejemplo, se tendría 


<E 2 l > = Ei 
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Para una onda linealmente (completamente) polarizado con E en la dirección 
x (E 2 = 0, y t = e = 0) los parâmetros de Stokes son 

I = S 

Q = S 

U = 0 

V = 0 

Para una onda linealmente (completamente) polarizada con E en la direc¬ 
ción y (£i = 0, i = 90°, £ = 0) los parâmetros de Stokes son 

/ = S 

Q=S 

U = 0 

V = 0 

Para una onda circularmente (completamente) polarizada a la izquierda 

(E x = E 2 .ô = 90°) 


/ = S 
<2 = 0 
U = 0 
V = s 

Al considerar otros estados de polarización es posible demostrar que el 
parâmetro de Stokes / es siempre igual a la potência total (densidad) de la onda, 
Q es igual a la potência en las componentes linealmente polarizadas (en las 
direcciones x o y), U es igual a la potência en las componentes linealmente 
polarizadas con ângulos de inclinación t = 45° o 135° y V es igual a la potência 
en las componentes polarizadas circularmente (a la izquierda o a la derecha). 

Con frecuencia es conveniente normalizar los parâmetros de Stokes divi- 
diendo cada parâmetro entre S, obteniendo los parâmetros normalizados de 
Stokes s n ,s u s 2 , y donde s 0 = I/S = 1, s x = Q/S, s 2 = U/S , y s 3 — V/S. 
Los parâmetros normalizados de Stokes para los casos explicados arriba se 
resumen en latabla 11-1. 

Si cualquiera de los parâmetros Q, U o V (o s u s 2 , o s 3 ) tiene un valor 
diferente de cero, indica la presencia de una componente polarizada en la on¬ 
da. El grado de polarización d se define como la razón de potência comple¬ 
tamente polarizada a la potência total, es decir 


d = 


potência polarizada 


0 < d < 1 


potência total 
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Tabla 11-1 Parâmetros normalizados de Stokes para siete estados de polarización 
de onda 


50 

51 
*3 


Ondas polarizadas completamente 


Parâmetro 
de Stokes 
normalizado 


Onda 

completamente 
no polarizada 


Polarizada linealmente 


T = 0° T = 90° t = 45° T = 135' 


Polarizada circularmente 

A la izquierda A la derecha 
(levógiro) (dextrógiro) 


1 

-1 

0 

0 


1 

0 

-1 

0 


1 

0 

0 

-1 


o bien 


A _ s /q 2 + U 2 +V 2 _ v st + si + sl 

I 1 


( 8 ) 


La condición Q 2 + U 2 + V 2 = I 2 o s 2 4- s 2 + s 2 = 1 indica una onda po¬ 
larizada completamente. Una onda parcialmente polarizada puede considerarse 
como la suma de una onda completamente no polarizada y una onda polarizada 
completamente. Entonces, puede escribirse para una onda polarizada parcial- 
mente. 


r, 1 


r i -d 


d 

51 

52 


0 

0 

. 0 . 

+ 

d cos 2e cos 2t 
d cos 2e sen 2t 

d sen 2e 


(9) 


en donde el primer término a la derecha de (9) representa la parte no polarizada 
y el segundo término la parte polarizada de la onda. 

Considérese ahora una onda con parâmetros de Stokes s 0 , s,, s 2 , y s 3 que 
incide sobre una antena con parâmetros de Stokes a 0 , a,. « 2 . y o 3 .t Los parâ¬ 
metros a 0 ,a,,a 2 , y a 3 son los de una onda radiada por la antena cuando está 
transmitiendo. Se deduce que la potência total disponible P (en un receptor) de 
la antena la onda incidente está dada por 


o bien 


P rt| a 2 u 3 J 


«3. 


P = jA e S(a 0 s 0 + íjjs, + a 2 s 2 + a 3 s 3 ) (W) 


( 10 ) 


( 11 ) 


+H.C. Ko, On the Reception of Quasi-monochromatic Partially Polaifized Radio Waves. 
Proc. IRE, 50: 1950 (septiembre, 1962). 
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donde A e = abertura efectiva de la antena (véase Cap. 14), m 2 
S = vector de Poynting de la onda incidente, W m 2 

Este resultado también puede expresarse como 

p = i4 t ,S(l + il cos MMJ 

, MM a 

o bien P = R,S(1 - d) + dSA r cos 2 —- 


( 12 ) 

(13) 


donde MM„ es el ângulo subtendido por la línea de círculo máximo entre los es¬ 
tados de polarización de la onda y de la antena en la esfera de Poincaré. En (13) 
el primer término dei lado derecho representa la potência no polarizada y el 
segundo término la potência polarizada. Esta forma destaca el hecho de que 
sólo la mitad de la potência no polarizada incidente está disponible en ei recep¬ 
tor pero en cambio está disponible toda la potência polarizada compietamente. 

Reacomodando (13) se tiene 


P = 



+ d cos 2 



FA^S 


(W) 


(14) 



Figura 11-7 Gráfica que muestra el facto r de acoplamiento F contra el grado de polarización d para 
diversos valores dei ângulo onda a antena MM„. La región de valores posibies està con líneas ver¬ 
ti cales, Estos valores varían desde un acoplamiento perfecto íAí M a - 01 a un desacoplamiento com¬ 
pleto {MM tl — |&0 C ), No hay valores posibles fuera de esta región. Nótese que para ondas com¬ 
pletamente polarizadas (d ^ 1) el acoplamiento es importante, pero para una onda compietamente 
no polarizada (d ^ 0) t la condíción de acoplamiento no significa ninguna diferencia. ( Según 

H.C. Ko.) 
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donde F es el factor entre parêntesis, que puede denominarse factor de aco- 
plamiento onda a antena. Este factor es una función dei grado de polarización y 
el ângulo MM a y da la fracción de potência A e S que se recibe. No tiene dimen¬ 
siones y tiene valores entre 0 y 1. Su intervalo de valores posibles en función 
dei grado de polarización se muestra por el área con líneas diagonales en la 
figura 11-7. Entonces, para un acoplamiento perfecto (MM a = 0) F varia de 
1/2 a 1 cuando d varia de 0 a 1, mientras que para un desacoplamiento com¬ 
pleto ( MM a = 180°) F varia de 1/2 a 0 cuando d varia de 0 a 1. Entre estos ex¬ 
tremos ( MM a = 0 y MM a = 180°) se tienen condiciones de desacoplamiento 
parcial entre antena y onda, por ejemplo MM a = 90°. 

La ecuación (14) se puede interpretar en su significado como que la res- 
puesta P dei sistema está dada por la máxima potência disponible A e S mul¬ 
tiplicada por el factor F que caracteriza la antena receptora. La relación (14) es 
común de todos los sistemas de observación o medición en que la respuesta (o 
resultado observado) puede ser modificado por el resultado óptimo o ideal por 
una cantidad que caracteriza los sitemas de observación o de medición. 

Si ahora se definen cuatro nuevos parâmetros 


s ll — l( s 0 + s l) 5 12 ~ l( s 2 +7 S 3 ) 

S21 = l(s 2 - js 3 ) S22=l(So-Si) 


(15) 


y cuatro parâmetros similares (a n , a 12 ,a 2L , a 22 ) para la antena, puede expresar- 
se la potência disponible con matrices de 2 x 2 como 



(16) 


donde Tr significa la traza , o sea la suma de los elementos diagonales de una 
matriz cuadrada, o sea 


P — ^t e 5(a 1 |S 11 + a l2 s 2 ^ + a 21 s 12 + ^ 22 ^ 22 ) 


(17) 


En forma más abreviada 


P = A e S Tr {[fl y ][s u ]} = A e SF (W) 


(18) 


donde F es el factor de acoplamiento onda a antena, como en (14). Las rela¬ 
ciones matriciales de arriba son semejantes a las usadas en óptica, que es 
apropiada si se considera el receptor de antena como un detector de fotones de 
radio. En óptica las matrices se llaman matrices de coherencia.f 


t M. Born y E. Wolf, “Principies of Optics,” The Macmillan Company, Nueva York, 1964. 
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PROBLEMASt 


Grupo 11-1: Secciones 11-1 a 11-4: Polarización lineal, elíptica y circular y esfera de Poincaré 


★ ll-l-l. Ondas CP. Una onda que se desplaza perpendicularmente hacia afuera de la página (hacia el 
lector) es la resultante de dos componentes circularmente polarizadas Ederecha = 5H"' y Ei ? q — 
2e~ iiM ,%, (Vm 1 ).Encuèntrese (a) la razón axial RA,(ó) el ângulo de inclinaciónr. y (c)sentido de 
la rotación (izquierda o derecha). 

11-1-2. Onda EP. Una onda que viaja perpendicularmente hacia afuera de la página (hacia el lector) 
es la resultante de dos componentes linealmente polarizadas E x = 3 cos ou y E v = 2 cos (ou + 90 ). 
Para la onda resultante encuéntrese (a) la razón axial RA, (6) el ângulo de inclinación x y (c) el sen¬ 
tido de la rotación (izquierda o derecha). 

★ 11-1-3. Ondas CP. Dos ondas polarizadas circularmente que viajan perpendicularmente hacia afuera 
de la página tienen campos dados por E\ 7q , = 2e' JV>l y Ederecha = V m 1 (rms). Encuéntrese para 
la onda resultante (a) la RA, ( b) el sentido de la rotación y (c) el vector de Poynting. 

11-1-4. Reflexión y transmisión de onda CP. Una onda de 200 MHz circularmente polarizada que 
viaja en el aire con E = 2 V m 1 (rms) incide perpendicularmente en el espacio que ocupa un 
medio no conductor con \i r = ( r = 3 - /3. Encuéntrese el vector de Poynting (a) para la onda 
reflejada y (b) para la onda transmitida a una profundidad de 200 mm en el medio. 

★11-1-5. Ondas EP. Una onda viaja perpendicularmente hacia afuera de la página es la resultante de 
dos ondas elípticamente polarizadas (EP), una con componentes E x = 5 cos ou y E, = 3 sen cot y 
otra con componentes E r = 3c JW ' y E, = Para la onda resultante, encuéntrese ( a ) la RA, (6) r, 

y (c) la dirección de rotación. 

11-1-6. Ondas CP. Una onda que viaja perpendicularmente hacia afuera de la página es la resultante 
de dos componentes polarizadas circularmente E r = 2 y £. = 4e ju,ít ’ Encuéntrese, para la 
onda resultante (a) la RA, (ó) r.y (c) el sentido de rotación. 

11-1-7. Más potência con Polarización Circular. Demuéstrese que el vector de Poynting promedio de 
una onda polarizada circularmente es el doble que el de una onda linealmente polarizada si el campo 
eléctrico máximo E es el mismo para las dos ondas. Esto significa que un medio puede manejar el 
doble de potência antes de la disrupción con polarización circular (CP) que con polarización lineal 
(LP). 

11-1-8. Vector de Poynting (VP) constante en el caso de polarización circular (PC). Demuéstrese que 
el vector de Poynting instantâneo (VP) de una onda viajera plana polarizada circularmente es una 
constante. 

★11-1-9. Potência de onda EP. Una onda elípticamente polarizada en un medio con constantes <r = 
0, = 2, í t — 5 tiene componentes de campo H (perpendiculares a la dirección de propagación y 

perpendiculares entre sí) de amplitudes 3 y 4 A nT 1 Encuéntrese la potência promedio transpor¬ 
tada a través de un área de 5 irr perpendicular a la dirección de propagación. 


Grupo 11-2: Sección 11-5. Polarización parcial y parâmetros de Stokes 

11-2-1. Potência para onda parcialmente polarizada. Una onda parcialmente polarizada para la que 
d = V, RA = +2, T = 0 ,y S = 1 (W m~ 2 ) incide en una antena para la que RA ~ +4, r = 22.5 , 
y A y . — 1 rrr. Encuéntrese la potência recibida. 


t Las respuestas a los poblemas sefialados con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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★ 11-2-2. Parâmetros de Stokes. Una onda para la que = s\ = s\ incide en una antena para la que 
^4 = - 2.5, t = 90 . y A t . = 3 m 2 . Si la onda está polarizada a dos tercios con S = 2 W m ' 2 . en- 
cuéntrese la potência recibida. 


11-2-3. Una onda y seis antenas, (a) Una onda para la que d = 0.4, RA = 3 y x = 45 c es recibida por 
seis antenas de apertura efectiva unitaria con polarización como sigue: (I) horizontal lineal, (2) vertical 
lineal, (3) inclinada lineal (45°), (4) inclinación lineal (135°), (5) circular izquierda y (6)circularderecha. 
Si la onda tiene un vectorde Poynting unitário, encuéntrense las seis respuestasde potência. (6);,Existe 
una onda para la que las seis antenas de la parte (a) respondan igualmente? Si es así. /.cuáles son los 
parâmetros de la onda? 

★ 11-2-4. Tres ondas y tres antenas. Tres ondas tienen las siguientes características: (a) no polarizada, 
(b) polarización elíptica a la izquierda con d = RA = 3 y r - 135 ; (c) polarización circular a la 
izquierda. Tres antenas producen los siguientes tipos de onda cuando transmitem (1) polarización 
horizontal lineal; (2) polarización elíptica a la derecha con RA - 3 y r = 45 : (3) polarización cir¬ 
cular a la derecha. Si todas las antenas tienen abertura efectiva unitaria y todas las ondas tienen vec- 
tor de Poynting unitário, encuéntrese la potência recibida por las nueve combinaciones de onda- 
antena al, a2, a3, bl, b2, b3, etc. Arregle las respuestas en tres columnas y tres renglones siendo el 
renglón superior al, a2, a3, el segundo renglón bl, b2, b3, etc. 

11-2-5. Diez ondas. Diez ondas tienen las siguientes características: 


(1) d = 0 

(3) d — RA = x, t = 45' 
(5) d = 1, RA = +1 
(7) d = \,RA = x. t = 135 
(9) d = \,RA = 4, t = 30 c 


(2) d ~ \,RA = x, t = 0 
(4) d - i RA = -1 
(6) d = \,RA = x. t = 90 
(8) d = \,RA= 10. t = 0 C 
(10) d = j, RA = 3, r = 120 


Encuéntrense los parâmetros normalizados de Stokes y las matrices de coherencia para estas ondas. 

* 1-2-6. Parâmetros de Stokes para una onda polarizada. Ei grado de polarización d de una onda 
puede descomponerse en una componente linealmente polarizada d i = v .vf + a; y una componente 

drcularmente polarizada d t = s\. con d = v d j + d 2 . ^Cuáles son los parâmetros de Stokes 

para una onda polarizada completamente para la cual d, = d, y para la que — s 2 ? 

11-2-7. Onda con parâmetros de Stokes iguales, (a) ^Cuáles son las características de onda (r y RA) 
para una onda polarizada completamente para la que Q 2 = U 1 = P 2 ? (ó) Dibújese la elipse de 
polarización. 

★ 11-2-8. Cinco ondas. Potência. Proporciónese el porcentaje de potência de onda polarizada en cada 
una de las cinco ondas caracterizadas por los siguientes parâmetros de Stokes: (a) 1, 0, 0, 0- (b) 1 1 
0, 0; (c) 1,0, — % 0); (d) 1, J-, f 0; {e) 1, 0, l/ V 2, l/ v 2. 

M-2-9. Matriz de coherencia. Potência. Una onda de vector de Poynting unitário con matriz de 
coherencia 


1 
6 
J. 

2 


incide sobre una antena circularmente polarizada de abertura efectiva unitaria JEncuéntrese la potên¬ 
cia recibida. 

11-2-10. Diez ondas. Parâmetros de Stokes. Descríbanse las características (RA , a la izquierda o a la 
derecha, ângulo de inclinación) de las ondas que tienen los siguientes parâmetros de Stokes: 
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(1) 1.0,0, 1 

(2) 1,0,0, -L 

(3) 1, 1,0,0 

0 

0 

T 

(5) 1.0, 1.0 

(6) 1,0, -1,0 

(7) 1,0.577,0.577,0.577 

(8) 1,0, 0,0 

(9) 1,0,0, -i 

(10) i,i, 0,0 

( 11 ) 1 , 0 , i.o 

(12) 1, —3, 0, i 





REFLEXIÓN, 
REFRACCIÓN Y 
DIFRACCIÓN 


12-1 INTRODUCCIÓN 

El caso de una onda plana que incide perpendicularmente sobre una frontera 
entre dos médios se explico en el capítulo 10; en este capítulo se extiende a la 
reflexión y la refracción de ondas planas que inciden de manera oblicua en 
fronteras, incluyendo los casos de reflexión interna total con ondas superficiales. 
Después, se considera la difracción con ejemplos de difracción tras obstáculos 
de filo de navaja.t Finalmente, se analiza la diferencia de los métodos de la óp¬ 
tica física (frente de onda) y de la óptica geométrica (trayectoria o camino dei 
rayo). 

Aunque hay una analogia simple entre ondas con incidência normal, o sea 
perpendicular, y las líneas de transmisión como se mostró en el capítulo 10, no 
hay analogia simple para incidência oblicua y difracción, y en consecuencia, es¬ 
tos temas se explican en su totalidad mediante la teoria de campos. 


12-2 INCIDÊNCIA OBLICUA 

Considérese una onda plana polarizada linealmente que incide en forma oblicua 
en una frontera entre dos médios, como se muestra en la figura 12-1. La onda in¬ 
cidente dei medio 1 forma un ângulo de 0, con el eje y. la onda rejlejada (medio 1) 
forma un ângulo de 0 r con el eje y y la onda transmitida* forma un ângulo de 0 , 
con el eje y negativo. 

t De manera sencilla, la diferencia entre difracción y refracción puede establecerse en compara- 
ción con un prisma transparente: las ondas que se desvían en su viaje a través dei prisma son refractadas 
mientras que las ondas que se dispersan en los bordes son difractadas. " 

í La onda transmitida también es llamada la onda refractada . En consecuencia, 0 t es llamado d 
ângulo de refracción . 
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Figura 12-1 Geometria en el plano de incidência (plano xy ) para una onda polarizada linealmente 
con incidência oblicua y para polarización perpendicular. La dirección z es hacia afuera de la pá¬ 
gina. 


Considérense dos casos: (1) el campo eléctrico perpendicular al plano de inci¬ 
dência (el plano xy) y (2) el campo eléctrico paralelo al plano de incidência. 
Se dice que estas ondas están polarizadas perpendicularmente y polarizadas 
paralelamente , en ese orden. Los vectores de campo mostrados en la figura 12-1 son 
para el caso de polarización perpendicular . Es claro que una onda plana arbitraria 
cualquiera se puede resolver en componentes perpendiculares y paralelas. 

En la figura 12-1, los ejes x'y' son ortogonales, con el eje x' orientado a lo 
largo de la dirección de la onda incidente. Se ve que 

x' = xsen dj + y cos 0; (1) 

y que un vector unitário en la dirección / puede expresarse como 

f = -x cos Q i + £sen 0 f (2) 

Nótese que el eje z (dirigido perpendicularmente hacia afuera de la página) 
es común a ambos sistemas coordenados, o sea que el eje z y el eje z' son el mismo. 

Caso perpendicular (E x ) 

Considérese una onda polarizada perpendicularmente (1) que se propaga en la 
dirección negativa x' esto es, 
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( 4 ) 


( 3 ) 


Al sustituir (1) y (2) en (3) y (4) se obtiene 

E, = 1E 0 exp [jp i(x sen 0 f + y cos 0,)] 

E 

Hj = (— ü cos 0, + ^ sen 0 f ) —^ exp \JPA X sen 0, + y cos 0,)] 

Z i 


( 5 ) 


( 6 ) 


Los campos reflejados se denotan por (E r , H r ) y los campos transmitidos por 
(E,,H f ). De acuerdo con (10-16-12) y (10-16-9) los coeficientes de reflexión y 
transmisión para una onda perpendicularmente (J.) polarizada son (en el origen). 

E r 


Si se hacen desarrollos para relaciones similares a (1) y (2) para las ondas re- 
flejada y transmitida, se deduce que 


E, = íp ± E 0 exp [jfi i(x sen 9 r - y cos 0 r )] 

E 

H, = (x cos 0 r + ysen 0 r )p L ^ exp[^,(x sen0 r - y cos 0 r )] 

E, = 2t 1 £ 0 exp [jP 2 (x senO, + y cos 0,)] 

£ 

H, = (-4 cos 0, + sen 0,)t ± exp [jP 2 ( x sen0, + y cos 0,)] 

^ 2 


( 9 ) 


( 10 ) 


( 11 ) 


( 12 ) 


2 


Las condiciones en la frontera son como sigue: (1) las componentes tangen- 
ciales de los campos eléctricos en ambos médios deben ser iguales en y = 0 y (2) 
las componentes tangenciales de los campos magnéticos en ambos médios deben 
ser iguales en y = 0. La condición (1) puede escribirse usando (5), (9) y (11) 
para quedar 

exp 07?i* sen0 f ) + p ± exp (jfi sen0 r ) = t ± exp (jf} 2 x sen0 ( ) (13). 

De (10-16-12a), 1 + p ± = t x . Se sigue que los argumentos de las exponenciales 
son todos iguales, esto es, 


Pt sen 0, = Pi sen 0 r — p 2 sen 0, 


(14) 


De la primera igualdad, 


( 15 ) 
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esto es, el ângulo de reflexión es igual al ângulo de incidência .t Por la segunda 
igualdad y usando (15), 



(16) 


donde rç, y f] 2 son los índices de refracción dei medio 1 y dei medio 2, respec¬ 
tivamente. La ecuación (16) es conocida como la ley de Snelft y es una relación 
de importância fundamental en la óptica geométrica. Para un medio sin per¬ 
didas el índice de refracción rj puede escribirse como igual a Jn r í r - y la ley de 
Snell viene a expresarse como 

sen0, = í^^-senOj (17) 


Ejemplo 1. Entrecara poliestireno-aire. El poliestireno tiene una permi- 
tividad relativa de 2.7. Si una onda incide con un ângulo de 0, = 30° dei 
aire al poliestireno, calcúlese el ângulo de transmisión 0,. Intercámbiense 
el poliestireno y el aire y repítanse los cálculos. 

Solución. Del aire al poliestireno, e, = e 0 . = Ho, c 2 = 2.7f 0 , y n 2 = 

/V De (16) 

s en0, = (0.5) = 0.304 

0, = 17.7° 


Del poliestireno al aire, t, = 2.7c 0 , p x = Po, £2 — e o> A *2 — ^o* 
sen0, = 72/7(0.5) = 0.822 
0, = 55.2° 


La condición en la frontera (2) puede escribirse usando (6), (10), (12) y (14) con 
y = 0 para llegar a 


-cos 0 t + p L cos Oi 



(18) 


pero por (10-16-12a) 


1 + Pi — T i 


( 19 ) 


t Es a veces llamada Ley de reflexión de Snell. 
tEsta es llamada a veces Ley de refracción de Snell. 
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y al sustituir (19) en (18) y despejando para el coeficiente de reflexión de Fresnel 
p ± , se tiene 

Z 2 cos O: Z | cos 0. 

Pl = y ' , y - Í (20) 

Z 2 cos 0 1 + Z, cos 0, 

donde Z 1 y Z 2 son las impedancias dei medio 1 y dei medio 2, respectivamente. 
Se ve que el coeficiente de reflexión obtenido anteriormente para incidência per¬ 
pendicular (10-16-12), se obtiene como caso especial de (20) cuando 0 ; = 0. 

Si el medio 2 es un conductor perfecto, Z 2 = 0 y p L = - 1. Si ambos médios 
son dieléctricos no magnéticos sin pérdidas, (20) pasa a ser 


cos fl, — v'(f 2 /r i) —sen 2 0 ; 
cos 0j + y/(i 2 /( i) - sen 2 0 


( 21 ) 


Si se considera que el medio 2 es un dieléctrico más denso que el medio 1 (c 2 >ti). 
la cantidad bajo la raiz cuadrada será positiva y p ± será real. No obstante 
si la onda incide dei medio más denso hacia el medio menos denso (t, > e 2 ), y 
si sen 2 0; > e 2 /f,, entonces p ± se vuelve complejo y |p x | = 1. En estas con¬ 
diciones, la onda incidente se refleja totalmente en forma interna hacia el medio 
más denso.t El ângulo incidente para el que p ± = l/0_ se llama ângulo crítico 
tí ic . Por (21) se ve que esto sucede cuando el radical es cero; de modo que 


fí ic = sen 



( 22 ) 


define el ângulo crítico. Para todos los ângulos mayores que el ângulo crítico, 
\Pl\ = 1- Al aplicar la ley de Snell, adviértase que para 0, > fí ic , entonces sen 
0, > l,í y cos 0, debe ser imaginário, o sea, 


cos 0, = V /1 -sen 2 0, = jA (23) 

donde A = N /(f,/f 2 )sen 2 (),■ —1 es un número real. El campo eléctrico en el 
medio menos denso puede escribirse ahora, según (11), como sigue 


donde 


E, = ZT± E 0 exp (-aty) exp (JP 2 x sen 0,) 



(24 a) 
(24 b) 


Entonces, :E ± en el medio menos denso tiene una magnitud t x £ 0 , que dis- 
minuye exponencialmente al alejarse de la superfície (dirección Y) y propagán- 


+ Se puede demostrar que esto es cierto ya sea para polarización perperdicular o paralela, 
í Aunque el seno es mayor que la unidad y el coseno es imaginário, existe una interpretación sim- 
ple dei campo resultante en tal caso. Véase el ejemplo 2. 
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dose sin pérdida en la dirección — x. Las ondas cuyos campos son de la forma 
de (2 4a) se llaman ondas superficiales. Estos resultados pueden resumirse por el 
principio de Ia reflexión interna total como sigue. Cuando la onda incide de 
un medio más denso a otro medio menos denso con un ângulo igual o mayor 
que el ângulo crítico, la onda será reflejada totalmente en forma interna y será 
acompanada también por una onda superficial en el medio menos denso 

Ejemplo 2: Reflexión interna total con onda superficial. En la figura 12-2, 
una onda plana incide dei agua sobre la interfase o entrecara agua-aire con 
un ângulo de 45°. Calcúlese la magnitud dei campo eléctrico en el aire (a)c n 
la entrecara y ( b ) Á/4 arriba de la superfície si el campo eléctrico E = 1 V m ~ 1 . 
Tómense las constantes dei agua como si fuesen las dei agua destilada: 
e r = 81, p r = 1, — 0. 

Solución Según (22) el ângulo crítico 



Entonces, el ângulo de incidência 0|( = 45°) excede el ângulo crítico y la 
onda será reflejada totalmente en forma interna (véase Fig. 12-2). Por (17) 

sen 0, = y/SÍ (0.707) = 6.36 


Curva de atenuación para E 


de la onda superficial y 

en el medio superior (aire). 

\ 1 1 X 



Figura 12-2 Reflexión interna total de una onda incidente con una onda superficial acompaflante 
que se atenua exponencialmente arriba de la superfície (dirección y ), como se muestra a la izquierda 
de la gráfica. No se transmite potência en la dirección y. 
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De (23) 

cos e, = jA = y/l - 6.36 2 = j6.28 

Por (24b) 

2n 39 49 

a = p 2 A = ~ 6.28 = — - Np m- 1 

^0 ‘ Aq 


Por (19) y (21) 


T ± = 1 + P ± = 1 + 


0.707 - yVi - 0.5 
0.707 + yj gy - 0.5 


1.42 /—44.64° 


Por lo tanto, la magnitud de la intensidad dei campo es: 

(a) en la interfase: |£,| = 1.42 V m~ 1 

(b) A/4 de distancia de la interfase: 

|£ ( | = 1.42 exp^- = 73.2 fiV m~ 1 


Entonces, el campo a A/4, arriba de la superfície es 


20 log 


73.2 x 10 
1.42 


-6 


= -85.8 dB 


menor que el campo en la superfície. Recuérdese que una razón de potências de 
1000 millones es igual a 90 dB, es evidente que el campo se atenua muy rápi¬ 
damente arriba de la superfície (en la dirección y) (véase la Fig. 12-2), lo que 
significa que la onda superficial está limitada a la superfície dei agua. Nótese 
que sen 6, es mayor que 1 pero real, mientras que cos 0, es i magin ário. Por (24) 

E, = ÍTj. £ 0 e~ (PlA V" 2 * scn (25 a) 

y por (12) 

H, = (-Kj A + $ sen0,)T ± ~ «. (25b) 

donde A = — ^/sen 2 0, — 1. 


Según (25a) y (256) el vector de Poynting promedio de la onda en la direc¬ 
ción v en el aire (arriba de la superfície dei agua) es 


S v( . P rom> = i Re E x H* = $jE tz H tx sen <f> cos 0 


donde <t> = ângulo en el espado entre E y H (= 90°) 
0 = ângulo de fase entre E y H 


(25c) 
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Las exponenciales en (25 a) y (25 b) son idênticas. Sin embargo, H tx tiene un 
factor j mientras que E n no, indicando una diferencia de fase entre E y H. En 
consecuencia, 0 = 90° y puesto que sen <t>= sen 90° = 1. 

S y(P ro m > = COS 90° = 0 (25 d) 

Así pues, no se transmite potência en la dirección y. Tanto E t como H t dismi- 
nuyen exponencialmente con y. Ondas similares, llamadas ondas evanescentes 
que se desvanecen, existen en guias de onda conductoras huecas en longitudes 
de onda demasiado largas para propagarse a través de la guia (véase Cap. 13). 

Las ondas en el medio 2 (aire) que contienen E t: y H íy que se propagan 
sin atenuación como una onda superficial en la dirección —xcon una velocidad 
v x igual a la velocidad de onda en el agua (medio 1) observadas en paralelo con 
el eje x (v x = v^^JsenOi). La onda viajera es simplemente el campo de aco- 
plamiento en la frontera. La reflexión interna total con una onda de superfície 
puede ocurrir para ( , pero los detalles difieren. 

Caso paralelo (E M > 

Considérese ahora el caso de polarización paralela (||). La geometria es la mis- 
ma que en la figura 12-1 pero con E, , E r , y E, paralelos al plano de incidência 
como se obtendrían reemplazando H, por E ( , H r por E r , y H, por E f . Puede 
demostrarse que los campos están dados por 

E, = ( —x cos Oi + y sen 0)E o exp (j/J^xsen 0 ( * + y cos 0 f )] (26) 

H, = -z^> exp [.//?! (x sen 0, + y cos 0 ( -)] (27) 

E r = (- % cos 0 r - y sen 0 r )p„ E 0 exp D7?i(* sen 0 r - y cos 0 r )] (28) 

H r = zp || -- exp [jp j(x sen 0 r - y cos 0 r )] (29) 

^ i 

E, = (— x cos () t + y sen 0 ( )t h E q exp \_jP 2 ( x sen 0 t + y cos 6 t )] (30) 

H, = — ZT i| ^ exp Q/JS 2 (.V sen0, + y cos 0,)] (31) 

Al igualar las condiciones en la frontera, como antes, se encuentra que el ângulo 
de incidência es igual al ângulo de reflexión y que la ley de Snell (16) se cumple. 
Se puede también demostrar que 


cos 0 t 
cos Oi 


l + p 


(32) 
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Se encuentra que el coeficiente de reflexión de Fresnel es 


Z 2 cos 0 , — Zj cos 0 ,- 
Z | cos Oi + Z 2 cos 0, 

que para dieléctricos no magnéticos sin pérdidas viene a ser 

= -(e 2 Ai)c° s 0 , + y/WO ~ sen2 Oi 
( 11 (ta/ti) cos 0, + ^/(fzAi) -sen 2 0, 


(33) 


(34) 


y se reduce a Pi, = - 1 si el medio 2 es un conductor perfecto. 

Es de interés especial que, para polarización paralela, es posible encontrar 
un ângulo de incidência de manera que py — 0 y la onda es transmitida total¬ 
mente al medio 2. Este ângulo, llamado ângulo de Brewster, 0 /B , se puede en¬ 
contrar haciendo el numerador de (34) igual a cero, dando 



(35) 


El ângulo de Brewster algunas veces se conoce como ângulo de polarización, 
puesto que una onda compuesta tanto de componentes perpendiculares como 
paralelas y que incida con el ângulo de Brewster produce una onda reflejada con 
sólo una componente perpendicular. Entonces, una onda polarizada circular- 
mente que incida con el ângulo de Brewster se convierte en polarizada lineal¬ 
mente en la reflexión. 

Ejemplo 3. Una onda polarizada en paralelo incide desde el aire sobre (a) 
agua destilada ( e r = 81), ( b) vidrio (e r = 10), y (c) parafina (e r = 2). En- 
cuéntrese el ângulo de Brewster para cada uno de estos casos. 


Solución. 


(a) 6 iB = tan _i y81 = 83/7° 

(b) = tan~‘ > /IÕ = 72.4° 

(c) 0 iB = tan“ i s /í = 54.7° 


Los coeficientes de reflexión p± y p se muestran en la figura 12-3 para ondas que 
inciden desde el aire en agua destilada (t r = 81), vidrio (e r = 10), y parafina 
(e r = 2). El ângulo de fase para p L es siempre 7r, mientras que para py el ângulo 
de fase salta de 0 a n con el ângulo de Brewster. Más aún, los coeficientes de re¬ 
flexión tienen una magnitud unitaria con incidência rasante o tangencial (0/ = 90°). 

Los parâmetros p\\ y p± como se danen (21) y (34) sonllamados algunas Veces 
coeficientes de reflexión de FresneL 
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1,0 


90" f f 60“ | 


Ângulos 

Bfewster 



0 


Figura 12-3 Magnitud dei coeficiente 
de reflexión para polarización perpen¬ 
dicular (1) y paralela (II) contra el 
ângulo de incidência 0, para agua 
destilada (t r = 81), cristal de roca 
U r =IO y parafina (< r = 2). El coefi¬ 
ciente 0w = 0 en el ângulo de Brèwster; 
también invierte el signo en el ân¬ 
gulo de Brewster (véase Ej. 3). 


12-3 ONDA PLANA POLARIZADA ELÍPTICAMENTE. 
INCIDÊNCIA OBLICUA 

Considérese ahora una onda plana polarizada elípticamente que incide en for¬ 
ma oblicua sobre una frontera. El problema es encontrar la magnitud y la 
polarización de las ondas reflejada y transmitida. 

El campo eléctrico incidente está compuesto por componentes paralela 
(£,n)i y perpendicular (£ u ) como se muestra en el detalle A de la figura 12-4. 
Vistas desde el origen, las componentes ortogonales de campo son 



d) 

( 2 ) 


donde ô t es el angulo por el que £>. adelanta a £ z y £ fl y son las amplitudes 
de las componentes. Entonces, como en la sección 11-4, la onda incidente tiene 
una elipse de polarización especificada por (y,, òd, donde 



(3) 


La elipse de polarización puede también especificarse en términos de su razón 
axial AR, y el ângulo de inclinación t, . Por medio de (11-4-3) puede relacionar- 

se (AR ; , Tj) con (y f , <5;): 


tan 2tj — tan 2y, cos <5, 
sen 2 £, = sen 2y f sen 
cos 2y, = cos 2e, cos 2t, 


(4) 

(5) 

( 6 ) 



( 7 ) 
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donde £( = cot _1 (^AR ( ) (8) 

Si la onda está polarizada elípticamente a la derecha, se usa el signo menos; si 
está polarizada elípticamente a la izquierda, se usa el signo más. 

Considerando la onda reflejada como se ve desde el punto P (véase el 
detalle B), las componentes ortogonales de campo son 

E z = E n = \Pi\E a exp (9) 

E y" = - £ r|| = lp|i |£||| exp [/(^ N + s, + 7t)] (10) 

donde 0j| y <f> ± son los ângulos de fase de los coeficientes de reflexión paralelo y 
perpendicular, p,, y p ± , respectivamente. El ângulo de fase por el que E ■■ 
adelanta a E z está dado entonces por y 


S, — Si + n + ( <j> L — (^||) 

y similarmente [véase (3)] 


7r 


= tan 



y) 


(11) 

( 12 ) 



!^ n “' 2 ; 4 nh í ; e0metría en t 1 plan ° de (plan,„ m para «na onda polarizada elipticamente 

fc SUPerfiCk Pla,la - El Camp0 díCtrÍC0 inciden,e tiene imponentes 
^ {E <"> >! perpendKular {£ (J ) queaparccen como en el deiaile A cuando se ven desde el orieen 0 

" lo! »» r "-“ “ - •*» 
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Las relaciones (11) y (12) especifican el estado de polarización de la onda re- 
flejada, como se ve por un observador en el punto P. Para encontrar la razón 
axial y el ângulo de inclinación de la elipse de polarización de la onda reflejada, 
las relaciones (4), (5) y (8) se usan con el subíndice / sustituido por el subíndice r. 

De manera semejante, puede demostrarse que un observador en el punto Q 
(véase el detalle C) será una onda transmitida con elipse de polarización dada 
por 


(13) 


á, = 5i + (É±-É,|) 



(14) 


donde Ç\\ y <L son los ângulos de fase de los coeficientes de transmisión paralelo 
y perpendicular, t h y i 1 , respectivamente. t 

Ejemplo 1: Reflexión de onda circularmente polarizada. Una onda polarizada 
circularmente a la derecha (PCD o RCP) incide con un ângulo de 45° desde el 
aire sobre (a) un conductor perfecto y (b) poliestireno (e r = 2.7). ^Cuál es 
el estado de polarización de la onda reflejada para estos dos casos? 

Solución (a) Cuando el medio 1 es el aire y el medio 2 es un conductor per¬ 
fecto. 


= 1 /180° p ± = 1 /180° 


Para una onda circularmente polarizada a la derecha, y, = 45°, <5, — —90°. 
de manera que por (11) ò r =—90° +180° +(180° — 180°) = 90° yde(12) 
y r = tan“ *({ x 1) = 45° . Por tanto, la onda reflejada está circularmente 

polarizada a la izquierda (PCI o LCP) como se muestra en la figura 12 -5a. A la 
inversa, si la onda incidente estuviese circularmente polarizada a la izquier¬ 
da (PCI o LCP), la onda reflejada estaria PCD o RCP . 


(b) Cuando el medio 1 es el aire y el medio 2 es poliestireno, entonces 
por (12-2-34) 


- 2.7(0.707 ) + V2.7-Õ.5 = 0.126/180' 


2.7(0.707). + v 2-7 - 0.5 


y de (12-2-21) 


0.707 - J2.1 - 0.5 


= 0.354 /180° 


P i = 


0.707 + V2.7 - 0.5 


t Nótese que cuando se usa r en esta sección para denotar ângulo de inclinación , se asocia con la 
onda incidente, reflejada o transmitida (es decir, x ( , i r , o t ( ), pero cuando se usa para denotar el 
coeficiente de transmisión , se asocia con el caso ya sea perpendicular o paralelo (esto es, t h o t x ). 
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Figura 12-5<i (Ejemplo lfl). Onda polarizada circularmente a la derecha (PCD o RCP) in¬ 
cidente sobre un conductor perfecto. La onda reflejada está polarizada circularmente a la iz- 
quierda (PCI). No hay onda refractada (transmitida). 


Por lo tanto 


S r = -90° + 180° + (180° - 180°) = 90° 

• - c: - 


Al sustituir estos valores en (4), (5) y (8) (con subíndices / remplazados por 
subíndices r), se encuentra que x r = 0 o y AR r = 2.81. Entonces la onda 
reflejada está polarizada elípticamente a la izquierda (LEP), como se mues- 
tra en la figura 12-56. 


Ejemplo 2: Onda linealmente polarizada con componentes iguales E ± y E ; . 

Una onda polarizada linealmente cuyo vector campo eléctrico biseca el eje - r' 
(véase Fig. 12-4, detalle A) incide con un ângulo de 45° dei aire sobre (a) 
un conductor perfecto y (b) poliestireno (e r = 2.7). ^Cuál es el estado de 
polarización de la onda reflejada para estos dos casos? (c) Si el ângulo de in¬ 
cidência sobre el poliestireno es 58.7° (ângulo de Brewster), ^cuál es el estado 
de polarización de la onda reflejada? 

Solución. (a) Puesto que = 1 /1 80° y = 1 /180°, 

6 r = 0 o + 180° + (180° - 180") = 180° 
y r = tan _1 (j x 1) = 45° 
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Reflejada 


Figura 12-36 (Ejemplo 16). Onda polarizada circularmente a la derecha (PCD o RCP) que incide 
sobre un tabique dieléctrico de poliestireno. La onda reflejada está polarizada elípticamente a la iz- 
quierda (PEI o LEP) con el eje mayor de la elipse de polarización horizontal y la onda transmitida 
polarizada elípticamente a la derecha (PED o REP) con el eje mayor de la elipse de polarización en 
el plano de incidência (vertical). 

Si el ângulo de incidência se aumenta a 58.7* (= ângulo de Rrewster), el ângulo de reflexión 
aumenta a 58.7° y el ângulo de refracción aumenta de 25.5 a 31.3°. También la elipse de polari¬ 
zación de la onda reflejada se aplasta hasta ser una línea horizontal recta (polarización lineal per¬ 
pendicular _l). 



De (4), tan 2t„ = - x, de manera que t, = 135°; y de (5) y (8), RA r = x. 
Por lo tanto, la onda reflejada está polarizada linealmente con el vector dei 
campo eléctrico bisecando los ejes —z y y“ 

(b) Del ejemplo 1, 

Pii = 0.126/180° 

p ± - 0.354/180P 

de manera que y r = tan” 4 (0.126/0354) = 19.6 y ô r = 180°, Por (4), 
tan 2t r = tan 39.2° cos n = —0.815, de manera que t r = 70.4°. Por (5) y (8), 
RA, = oo. En consecuencia, la onda reflejada está polarizada tinealmente 
con el vector de campo eléctrico formando un ângulo en el plano z~y” de 70.4° 
con el eje z. 
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(c) Para 0, = 0 iB = 58.7°. 


P \| = 0 


0.520 - 1.40 
0.520 + 1.40 


= 0.46 /180° 


Por consiguiente, la onda reflejada está polarizada perpendicularmente. 


12-4 PRINCIPIO DE HUYGENS Y ÓPTICA FÍSICA 

El principio de Huygens establecet que cada punto en un frente de onda pri¬ 
mário puede considerarse como una nueva fuente de una onda esférica secun¬ 
daria, y que puede construirse un frente de onda secundário como la envolvente 
de esas ondas esféricas secundarias, como se muestra en la figura 12-6. Este 
principio fundamental de la óptica física puede usarse para explicar la desviación 
aparente de las ondas de radio alrededor de obstáculos, es decir, la difracción de 
ondas. Un rayo difractado es el que sigue una trayectoria que no puede inter- 
pretarse ni como reflexión ni como refracción. 

Como ejemplo, considérese una onda plana uniforme que incide sobre un 
semiplano conductor, como en la figura 12-7a. í Se desea calcular el campo eléc¬ 
trico en el punto P usando el principio de Huygens; o bien, 

E=[ dE (1) 

J sobre 
eje x 

donde dE es el campo eléctrico en P a causa de una fuente puntual a una distan¬ 
cia x: dei origen O, como en la figura 12-7Ò; esto es. 



dE = —e~ mr+6) dx 
r 

(2) 

de manera que 

E = E ^ e -it>r r e -J» dx 

r Ja 

(3) 

Si ô r, se concluye que 

x 2 

> = 2r 

(4) 

Cuando se hace k 2 = 2 jrX y 

u — kx, (3) se convierte en 


E 

r 1*00 

--= — e~ j0r e~ Jm,2l2 du 

Kr J K a 

(5) 


tC. Huygens, “Traité de \k lumière," Leyden, 1690. Traducción al inglês por S.P. Thompson, 
Londres, 1912, reimpreso por The University of Chicago Press. 

íJ.D. Kraus, “Radio Astronomy,” pp. 194-198, Cygnus-Quasar Books, Powell, Ohio, 1982. 
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de onda frente de onda Figura 12-6 llustración dei principio de Huygens de la óptica 

primário secundário física (correspondência punto a onda). 


que puede volver a escribirse como 

E = —e~ jfir ( f e - jnu2/2 du 
><r \Jo 


e — jnu 1 ! 2 du 


( 6 ) 


I I I IM.L M 1 1 1 —1 



Ka (k = constante) fc) 

Figura 12-7 Onda plana que incide por arriba en un semiplano conductor con variación de densidad 
de potência resultante bajo el plano según se obtiene por la óptica física. 
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Sltta) 


- 1.0 


ma E — 1 -Oh 


Figura 12-8 Espiral de Cornu que 
muestra C{ku) y S(ko) como una 
función de valores ko a lo largo de la 
espiral. Por ejemplo, cuando ko = 1.0, 
C(ku) = 0.780 y S(kü) = 0.338. Cuan¬ 
do KC! = 00, C(k«) = S(kü) = |/2. 


Las integrales de (6) tienen la forma de integrales de Fresnelt de modo que (6) 
se puede escribir 



-e- jl,r tt+A ~ CaKYi) +jS(Ka)J\ 


(7) 


C(kü) = cos —- du = integral de Fresnel dei coseno (8) 

Jn 2 


donde 


o 


S(kü) = sen —- du = integral de Fresnel dei seno (9) 

J o 2 


o 


Una gráfica de C(kci) y S(kci) da la espiral de Cornu (Fig. 12-8). Puesto que 
C( — kü) = — C{kü ), y S( — Ka) = - S(ko ). la espiral para valores negativos de Ka 
está en el tercer cuadrante y es simétrica respecto al origen para la espiral en el 
primer cuadrante. 

La densidad de potência en función de Ka es entonces 


EE* 


Sprom = ~2Z = S ° * ÍC * ~ C(KY,)]2 + Ü ~ S(kü)-] 2 } (W m -2 ) (10) 



( 11 ) 


donde 


La variación de la densidad de potência (10) como una función de Ka (con r, A, y 
k constantes) se muestra en la figura l2-7c. Nótese que cuando Ka = — oo,que 

t Véase M. Abramowitz e I.A. Stegun. “Handbook of Mathematical Functions," pp. 295-329, 
National Bureau of Standards, U.S. Government Printing Office, 1964. É. Jahnke y F. Emde, 
“Tables of Functions,” pp. 35-38, Dover Publications, Nueva York, 1943. 
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corresponde al caso en el que no hay borde presente, S av = S 0 ; para kq = 0, 
S av = S 0 /4; ypara kq — + oo, que corresponde al oscurecimiento completo de la 
onda plana por el semiplano, S av = 0. Más aún, la densidad de potência no 
desciende súbitamente a cero cuando el punto de observación pasa dei lado 
iluminado (kci < 0) al lado de sombra ( kü >0); en su lugar, existen fluctua- 
ciones seguidas por una disminución gradual de la densidad de potência. 

De (10) y (11) la densidad relativa de potência como función de kcl es 

S a v(rel) = ^ = m ~ C(K£i)] 2 + [* - S(/ca)] 2 } (12) 

La densidad relativa de potência (12) es igual a jR 2 , donde R es la distan¬ 
cia desde un valor kq en la espiral de Cornu al punto (1/2, 1/2). (Véase Fig. 
12-8.) Para valores positivos grandes de kc j, Rücnócã 1/itKa, demaneraque(I2)se 
reduce aproximadamente a 



donde r = distancia desde el obstáculo (semiplano conductor), m 
A = longitud de onda, m 
a = distancia en la región de sombra, m 

La ecuación (13) da la densidad relativa de potência para kü grande (>3) (bien 
adentro de la región de sombra). Para esta condición es evidente que la den¬ 
sidad dei flujo de potência (vector de Poynting) por causa de la difracción au¬ 
menta con la longitud de onda y con la distancia r (borde de abajo) pero dis- 
minuye con el cuadrado de la distancia a en la región de sombra. 

Ejemplo 1: Difracción de una onda de radio sobre una montaria. En la 

figura 12-9, la trayectoria directa entre una antena transmisora y una an¬ 
tena receptora está bloqueada por una montana. Si se considera que la cum- 
bre de la montana actúa como el filo de una navaja, calcúlese el nivel de 
senal difractada sobre la montana respecto al nivel en trayectoria directa 
a una frecuencia de 30 MHz. Las antenas transmisora y receptora están 



Figura 12-9 Difracción de una onda de radio sobre un obstáculo de filo de navaja (montafia). El 
rayo difractado está a 35 dB por debajo dei nivel dei rayo directo. 
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separadas por una distancia de 10 km. La cumbre de la montaria se eleva 
1 km por arriba de la línea base (véase Fig. 12-9). 

Solución. Por geometria, la distancia r de la antena receptora tras la cima 
de la montaria es 4.7 km y la distancia a en la región de sombra es 1.95 km. 
De A = c/f 9 la longitud de onda es 10 m. Por (13) 


rX _ 4700 x 10 _ 1 

k av rC 4n 2 a 2 4tt 2 1950 2 3194 


or -35 dB 


Entonces, la montafia produce una atenuación de 35 dB en comparación 
con una sefial en trayectoria directa. Puesto que una cima de montafta real 
no puede ser tan bien definida como el filo de una navaja respecto a las 
dimensiones dei orden de una longitud de onda (=10 m), la atenuación 
real puede ser de 10 a 20 dB más (los bordes redondeados difractan menos 
potência en la región de sombra que los bordes bien definidos). 

Ejemplo 2: Difracción detrás de una cinta conductora. En la figura 12-10, 
una cinta conductora de ancho D {D t> 2) actúa como un obstáculo para 
una onda plana que viaja hacia abajo con difracción en la parte de abajo 
alrededor de los bordes derecho e izquierdo. En el eje de la cinta los cam¬ 
pos de difracción de ambos bordes son iguales en magnitud y en fase pues¬ 
to que las longitudes de las trayectorias por la derecha y por la izquierda 
son iguales (r r = r,). Entonces, el campo de difracción tiene un máximo o 
pico central en el eje. A ambos lados cuando r r y r { difieren en una lon¬ 
gitud de onda o múltiple de ella, los campos de ambos bordes serán de fase 
igual y habrá un máximo pero en los puntos intermédios donde r T y r, 


Eje 



* central 

1111.: 

JM \ \ 


Frente de onda de la onda plana incidente 



Figura 12-10 Onda plana incidente sobre cinta conductora de ancho D que produce un campo de 
difracción bajo la cinta con un pico central en el modelo o confíguración de interferencia. La escala 
de densidad de potência relativa no es lineal y la magnitud dei modelo o confíguración de interfe¬ 
rencia débil se ha exagerado para mostrar la confíguración lobular con más claridad. 
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difieren en un múltiplo impar de Â/2, los campos estarân desfasados por 
180° y habrâ un mínimo. El resultado es un patrón de interferencia, como 
se muestra en la figura 12-10. El patrón es simétrico en torno al pico cen- 

trab _ 

Si la cinta de la figura 12-10 se reemplaza por un disco (diâmetro - V) 
con eje en el eje central, existirá una difracción en torno a su borde com¬ 
pleto y todos los campos de difracción llegarán en fase en el eje centra 
debajo dei disco. La suma total de estos campos producirà un pico central 
más grande En óptica, este pico es llamado punto brillante axial. En for¬ 
ma similar, los campos difractados dei sistema de alimentación en el foco 
de una antena de disco parabólico pueden producir un lóbulo posterior en 
el eje de la parábola (véase Cap. 14). 


Otra ilustración dei principio de Huygens ocurre en holografta. En una 
fotografia ordinaria sólo se registra información de amplitud. En un holograma 
se registran tanto información de amplitud como mformacion de fase. Enton- 
ces cuando el holograma sc ilumina con luz coherente, genera ondas (tanto en 
amplitud como en fase) que, de acuerdo con el principio de Huygens, produce 
una imagen tridimensional.t 


12-5 CONCEPTOS DE ÓPTICA GEOMÉTRICA 

Imaginese que se traza una familia de trayectorias de rayos desde cada punto en 
un frente de onda primário para corresponder con los puntos en un frente de 
onda secundário, como en la figura 12-11. Las trayectorias de los rayos son per¬ 
pendiculares a los frentes de onda y estàn en la dirección dei vector de Poyntmg 
en cada punto. La teoria de la óptica geométrica usa una correspondência de 
rayos punto a punto entre dos posiciones sucesivas de un frente de onda, en 
contraste con la teoria de la óptica física de la sección 12-4, que postula una 
correspondência punto a onda-esférica. Es decir, la óptica física tiene que ver 
con frentes de ondas mientras que la óptica geométrica tiene que ver con trayec- 

tortos o caminos de los rayos . ., 

Para ilustrar lo anterior, considérese otra vez el ejempio de la seccion 2-4, 
en donde una onda plana incide sobre un borde recto, como en la figura 12-7. 
De acuerdo con la teoria de la óptica geométrica, la densidad de potência en el 
lado izquierdo dei borde descenderá subitamente a cero (línea sólida) cuando un 
observador pasa de la región iluminada a la región de sombra, en contraste con 
la soluciòn de la óptica física (línea discontinua), que predice fluctuaciones 
seguidas de una disminución gradual. La aproximación de la óptica geometnca 
puede eonsiderarse como el limite de alta frecuenda de la aproximación de ia 
óptica física, Para tomar apropiadamente en cuenta la difracción en los bordes. 


tD Gabor, A New Microscopic Principie. Naiure. 161: 777 (15 de mayo de 1948); E.N. Leith 
and J. Upatniecks, Progress in Holography, Phys. Today, 25 (3): 28-34 (marzo, 1972). 
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secundário 


Trayectorias de rayo 


Figura 12-11 El principio de la óptica geométrica 
(trayectorias de rayo). 


los conceptos simples de la óptica geométrica se han extendido en una teoria 
geométrica de Ia difracción (TGD) agregando un campo de difracción E d al 
campo simple de la óptica geométrica E G . Conforme a la figura 12-12, el cam¬ 
po difractado está dado aproximadamente por 




_1/7 

2^0 


e -ji>p 

nx 


(—para x positiva, + para x negativa) 


d)t 


El campo simple de la óptica geométrica está dado por 

E g = E„ (for x > 0) (2) 

E g = 0 (for x < 0) (3) 

El campo total E T es entonces la suma de E,, y E (: . o 

E t = E g + E d 

dando un resultado que concuerda con el de la óptica física. 


For^ 




> 6 . 


(4) 
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Figura 12-12 Onda plana incidente sobre 
semiplano conductor con campos resultantes 
debajo dei plano, según se obtienen por 
medio de la óptica geométrica. 


Una ventaja de la teoria geométrica de la difracción es que permite una 
aproximación ingenieril a muchos problemas de difracción que serían dificiles o 
imposibles de resolver por medio de la óptica física u otros métodos. Una ex- 
plicación posterior en relación con la TGD se da en relación con la figura 14-47 
(Secc. 14-9.2). 


PROBLEMASt 

Grupo 12-1: Secciones 12-1 a 12-3. Incidência oblicua para polarizadón lineal y elíptica 
12-1-1. Onda LP con ângulo. Una onda viajera plana polarizada linealmente en el aire incide con un 
ângulo Oi sobre la superfície plana de un medio dieléctrico de gran extensión. Las constantes dei 
medio dieléctrico son o — 0, \i T = 1, y t r = 8. Calcúlese la magnitud dei campo reflejado E r y el 
campo transmitido E, relativo al campo incidente E { en función de 0,- cuando E, es (a) paralelo y ( b ) 
perpendicular al plano de incidência, (c) Trácense gráficas que muestren £,/£’, y E r jE- t como or¬ 
denadas contra 0, como abscisa. (d) ^Cuál valor de 0, es el ângulo de Brewster? 

**12-1-2. Onda CP a 45°. Una onda de 2 GHz en el aire polarizada circularmente incide en un semies- 
paciode medio dieléctrico sin pérdida (e r = 3) con un ângulo de 45°. Encuéntrese la razón axial RA de 
la onda reflejada. 

★ 12-1-3. Onda CP en ângulo de Brewster. Una onda de I GHz polarizada circularmente en el aire in¬ 
cide en un semiespacio de medio dieléctrico sin pérdidas (í r = 5) con el ângulo de Brewster. En¬ 
cuéntrese la razón axial para (a) la onda transmitida y (b) la onda reflejada. (c) Encuéntrese el ân¬ 
gulo de la onda transmitida. 

12-1-4. Onda CP en ângulo de Brewster. Potência. Si la onda incidente dei problema 12-1-3 tiene un 
vector de Poynting de 10 W m 2 , encuéntrese el vector de Poynting de (a) la onda reflejada y (ó) la 
onda transmitida. 

*12-1-5. Onda CP con el ângulo de Brewster. j Una onda de 3 GHz polarizada circularmente en el aire in¬ 
cide sobre un medio dieléctrico sin pérdidas (r r = 6) con el ângulo de Brewster. Encuéntrese la 
razón axial RA para (a) la onda transmitida y (b) la onda reflejada. 

+ Las respuestas a los problemas sefialados con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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★ 12-1-6. Onda CP y prisma. Una onda polarizada circularmente entra en un prisma de vidrio de 45° 
(t r = 1.5) en forma perpendicular como se muestra en la figura P12-1-6. Encuéntrese la razón axial 
RA de la onda que sale dei prisma. 



Figura P12-1-6 Onda polarizada circularmente y prisma. 


12-1-7. Onda CP a 50°. Una onda polarizada circularmente a la derecha, de 4 GHz, en el aire, de 
!5 í\V m 2 incide con un ângulo de 50° (respecto a la perpendicular) sobre un medio dieléctrico 
plano grande ( e r - 5). Para la onda reflejada encuéntrese (a) ta RA, {b) x y (c)el vectorde Poynting. 
Para la onda transmitida encuéntrese (d) la RA, (e) t,y (/) el vector de Poynting. 

12-1-8. Cambio de longitud de onda. Cuando una onda electromagnética de frecuencia f y longitud 
de onda i que se desplaza en el aire entra a un medio diferente, ipor qué cambia la longitud de on¬ 
da pero no la frecuencia? 

12-1-9. Onda sin polarizar en angulo, (a) Una onda plana no polarizada que se desplaza en el aire 
incide con un ângulo 0, sobre la superfície plana de un medio dieléctrico de gran extensión. Las cons¬ 
tantes dei medio dieléctrico son a = 0, = I, y e r = 8. Calcúlese la razón dei vector de Poynting 

transmitidos S, y el vector de Poynting reflejado S r relativo al vector de Poynting incidente 5, en 
función de (),*. Trácense gráficas que muestren S r /S, y S,/Sj como ordenadas y como abscisa. 
(ó)^Existe atgún ângulo para el que la onda reflejada o transmitida se vuelve (íinealmente) polarizada)? 

12-1-10. Onda no polarizada desde un medio dieléctrico. (a) Repítase el problema 12-l-9<r con las 
circunstancias invertidas, esto es, con Ia onda no polarizada originada en el medio dieléctrico. 
(b) <,Existen algún ângulo o ângulos para los que no haya onda transmitida? 


Grupo 12-2: Secciones 12-4 y 12-5. Óptica física y óptica geométrica 

12-2-1. Ocultación lunar. Difracción. Cuando la Luna se oculta (al pasar enfrente de) a una fuente de 
radio celeste distante, se obtiene un patrón de difracción tipo Fresnel, como en la figura 12-7. (a) Cal¬ 
cúlese y grafíquese el patrón de ocultamiento si la fuente subtiende un ângulo de 8 segundos de arco. La 
longitud de onda es de I m. Tómese la distancia Tierra-Luna como 380 Mm. (ó) Repítase (ajpara el caso 
de una fuente puntual (ângulo subtendido cero) y compárese con el modelo para (a). La parte (<r>debe 
hacerse como una convofución (véase Kraus, “Radio Astronomy,"pp. 194-198) o por superposiciónde 
los patrones de varias fuentes puntuales situadas dentro de un ângulo de 8 segundos de arco. 

12-2-2. Transmisor sumergido. (a) Un transmisor de radio de 60 MHz que radia isotrópicamen te es¬ 
tá situado 20 m bajo la superfície de un lago de agua dulce con constante = f y c r = 80 - /4. 
Si la potência radiada es de 100 W y ta polarización es circular, £cuâl es la razón de la potência 
recibida por unidad de área en un radio de 1 km en función dei ângulo zenital de 0 a 90 o ? La distan¬ 
cia radial se mide desde un punto en la superfície dei agua directamente arriba det transmisor. Ex- 
présese la razón de potência en decibeles y grafíquese esta razón como ordenada contra el ângulo 
zenital como abscisa. (ó) Explíquense los aspectos prãcticos de la comunicación.por radio en tales 
trayectorias. (c) Compárese la situación de este problema con la transmisión desde la Tierra con un 
punto extraterrestre arriba de la ionosfera. 








588 Electromagnetismo 


Cap. 12 


Grupo J2-3: Aplicaciones prácticas 

12-3-1. TV terrestre, (a) Un típico circuito de comunicación terrena por microondas para AM, FM 
o TV entre un transmisor colocado sobre un edifício alto y un receptor distante incluye dos caminos 
de transmisión, uno en trayectoria directa (longitud r 0 ) y uno en trayectoria indirecta con reflexión 
en el terreno (longitud r, + r 2 ), como se sugiere en la Figura PI2-3-1. Sea //, = 300 m y d = 5 km. 



Para una frecuencia de 100 MHz, calcúlese la razón de la potência recibida por unidad de área a la 
potência transmitida como función de la altura h 2 de la antena receptora. Grafiquense estos resul¬ 
tados en decibeles como abscisa contra h 2 como ordenada para tres casos con antenas transmisora y 
receptor ( a) polarizadas verticalmente, ( b) polarizadas horizontalmente y (c) polarizadas circular- 
mente a la derecha para valores de h 2 de 0 a 100 m. Supóngase que la antena transmisora es iso- 
trópica y que las antenas receptoras también son isotrópicas y tienen todas la misma abertura útil o 
eficaz. Considérese que el terreno es plano y perfectamente conductor. ( b ) Compàrense los resul¬ 
tados para los tres tipos de polarización y demuéstrese que la polarización circular es la mejor desde 
el punto de vista de lo no crítico de la altura h 2 como de la ausência de eco o seftales fantasma. En- 
tonces, para polarización horizontal, la onda directa y la reflejada en el terreno pueden reforzarse a 
una cierta altura de h 2 (diferencia de longitud dei camino o trayectoria igual a un número impar de 
mitades de longitud de onda), pero si esta diferencia en longitud de trayectoria produce retrasos dei 
orden de microsegundos, pueden aparecer imágenes fantasma indeseables en la pantalla de TV. 
(c) Extiéndase la comparación de ( b ) a considerar el efecto de otros edifícios o estructuras que puedan 
producir trayectorias adicionales de transmisión. 

Nótese que los enlaces de TV satélite a Tierra están sustancialmente libres de esos efectos de 
reflexión e imágenes fantasma (véanse los capítulos 10 y 14). 

12-3-2. TV sobre montarias. Una antena receptora de TV está a 25 km de un transmisor de 60 MHz. 
La cima de una montaria de 2 km de altura está situado a la mitad dei camino. La antena receptora 
está situada a una altura de 10 m y la antena transmisora a una altura de 200 m. Encuéntrese la atenua- 
ción agregada producida por la montaha en comparación al nivel de sehal que habría sin la montaha. 













GUIAS DE ONDA Y 
RESONADORES 


13-1 INTRODUCCIÓN 

En el análisis de líneas de transmisión dei capítulo 10 se hizo hincapié en las líneas 
con ondas electromagnéticas transversales (TEM), esto es, en las ondas con cam¬ 
pos eléctrico y magnético enteramente transversales a la dirección de propaga- 
ción. En este capítulo se continua la explicación de líneas de transmisión resaltan- 
do la importância en las ondas de modos de orden superior, es decir, ondas que 
tienen componentes de E o H en la dirección de propagación. Las lineas de trans¬ 
misión que pueden transportar só/o ondas electromagnéticas con modos de orden 
superior se llaman por lo común guias de onda , o simplemente guias . 

Se analizará la línea o guia de transmisión plana paralela infinita primero, 
que lleva a las guias de onda rectangulares o cilíndricas huecas y sus cortfiguraciones 
de campo, longitudes de onda de corte y atenuación. Se estudia la propagación de 
ondas a lo largo dei exterior de conductores simples, con y sin recubrimientos o 
forros dieléctricos y en seguida se consideran las ondas guiadas en lâminas, va- 
rillas y fibras dieléctricas. Para concluir, se analizarán los sistemas altamente re- 
sonantes con ondas atrapadas en el interior de cajas o cavidades metálicas. 


13-2 CIRCUITOS, LÍNEAS Y GUIAS: UNA COMPARACIÓN 

A bajas frecuencias es práctico hablar de los conceptos de corrientes, tensiones y 
elementos concentrados de circuito; entonces, para el circuito simple de la figura 
13-la consistente en un generador G y un resistor R , puede açlicarse la teoria de 
circuitos que comprende esta clase de elementos. 





590 Electro magnetismo 


Cap. 13 



Circuito simple 



Línea de transmisión 



Guia de onda 


( 6 ) 


Figura 13-1. Comparación de (a) cir¬ 
cuito, (b) línea de transmisión de dos 
conductores y (c) guia de onda hueca 
de un solo conductor. 


A frecuencias algo mayores estas ideas pueden extenderse satisfactoriamente 
a líneas de longitud considerable, puesto que se toman en cuenta la velocidad de 
propagación y las constantes distribuídas de la línea. Por lo tanto, el comporta- 
miento de la línea de transmisión de la figura 13-16 se puede manejar al ampliar 
la teoria de circuitos para incluir los elementos distribuídos, como se hizo en el 
capítulo 10. 

Considérese ahora otro tipo de sistema de transmisión, como se muestra en 
la figura 13-lc, consistente en un tubo rectangular o cilíndrico hueco de metal. 

Puede un tubo como éste transportar energia electromagnética? Si nuestra expe- 
riencia se restringiese a circuitos simples o líneas de transmisión, como en la figu¬ 
ra 13-1 a y b, nuestra respuesta seria no, puesto que sólo hay un solo conductor y 
no hay circuito de retorno para Ia corriente. Sin embargo, si nuestra experiencia 
se ampliara a la óptica nuestra respuesta seria afirmativa, puesto que la luz pasa 
por un tubo metálico recto y ésta consiste en ondas electromagnéticas de frecuen- 
cia extremadamente alta (10 16 Hz). 

La respuesta completa es sí y no, dependiendo de la frecuencia. Al llevar el 
razonamiento más adelante, puede deducirse que si el tubo metálico no transmite 
bajas frecuencias pero sí transmite frecuencias extremadamente altas, debe haber 
alguna frecuencia intermedia en la que exista una transición de una condición a 
otra. En las siguientes secciones sobre guias de onda, se encontrará que esta tran¬ 
sición o corte de baja frecuencia ocurre cuando la longitud de onda es dei mismo 
orden de magnitud que el diâmetro dei tubo. 

Al explicar Ia transmisión de energia electromagnética a través dei tubo de la 
figura 13-lc, se encuentra que Ia teoria de circuitos que funcionaba bien para cir¬ 
cuitos convencionales y líneas de transmisión bifilares o de dos conductores es 
ahora inadecuada. Para el tubo metálico hueco es necesario centrar la atención al 
espacio vacío dei interior dei tubo y a los campos eléctrico y magnético E y H dei 
interior dei tubo. Desde el punto de vista de la teoria de campos, es posible darse 
cuenta que la energia es realmente transportada a través dei espacio vacío en el in¬ 
terior dei tubo y que las tensiones o comentes son simplemente efectos asociados. 
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propagación 
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Figura 13-2. Sistema de transmisión que consiste en dos planos conductores paralelos al plano xy. Se 
supone que los planos son de extensión infinita (linea de transmisión plana paralela infinita). 


13-3 ONDA DE MODO TE EN LA LÍNEA O GIIÍA DE 
TRANSMISIÓN PLANA PARALELA INFINITA 

Como una introducción a las guias de onda, considérese una linea de transmisión 
plana paralela infinita, como en la figura 13-2. Es una linea de dos conductores 
que es capaz de guiar energia en un modo TEM con E en la dirección y. Sin em¬ 
bargo, a frecuencias suficientemente altas también pueden transmitir modos de 
orden superior, y este tipo de transmisión entre planos paralelos sirve como un 
buen punto de arranque para nuestra explicación de modos de orden superior. 

Considérese el modo de orden superior en que el campo eléctrico es en cual- 
quier punto dirigido en la dirección y, con transmisión en la dirección x\ es decir, 
el campo eléctrico tiene sólo una componente £,. Puesto que E v es transversal a la 
dirección de transmisión, este modo se ilama modo transversal eléctrico (TE). Si 
bien E es en cualquier punto transversal, H tiene componentes longitudinales, así 
como transversales. Si se suponen lâminas perfectamente conductoras, las condi¬ 
ciones en la frontera requieren que E y sea cero en las lâminas. Sin embargo, E y no 
necesita ser cero en puntos retirados de las lâminas. Es posible determinar las pro- 
piedades de una onda TE dei tipo que se analiza, considerãndola como consti¬ 
tuída por dos ondas planas TEM oblicuamente hacia uno y otro lado entre las 
lâminas. 

Sin embargo, considérese primero la situación que existe cuando dos ondas 
planas TEM de la misma frecuencia que viajan en el espacio libre se intersecan 
con cierto ângulo, como se indica en la figura 13-3. Se supone que las ondas están 
polarizadas linealmente con E perpendicular a la página. Los frentes de onda, o 
superfícies de fase constante, se indican para las dos ondas. 

Las lineas continuas (seflaladas con “máx”) muestran en dónde el campo es 
máximo, con E dirigido hacia afuera de la página. Puede considerarse que estas 
lineas representan las crestas de las ondas. Las lineas punteadas (senaladas como 
"min”) muestran en dónde el campo es mínimo, o sea, dónde E es de,.magnitud 
absoluta máxima, pero dirigido hacia adentro de la página. Puede pensarss que 
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Figura 13-3. Dos ondas planas TEM que viajan en el espacio libre en diferentes direcciones. 


estas líneas representan los canales de las ondas. Donde la cresta de una onda 
coincide con el valle de la otra onda existe una cancelación, y la resultante de E en 
el punto es cero. Cuando coinciden cresta con cresta o valle con valle hay un re- 
forzamiento, y la resultante de E en el punto se duplica. En relación con la figura 
13-3, es entonces claro que en todos los punlos a lo largo de las líneas de punto y 
raya el campo siempre cs cero, micntras que a lo largo de la línea indicada por ra- 
ya y doble punto, el campo se refuerza y tiene su valor máximo. 

Puesto que E es cero a lo largo de las líneas de punto y raya, las condiciones en 
la frontera se satisfarán en las lâminas planas perfectamente conductoras coloca¬ 
das a lo largo de estas líneas perpendiculares a la página. Las ondas, sin embargo, 
no se reflejarán en las lâminas con un ângulo de rellexión igual al ângulo de inci¬ 
dência, y las ondas incidentes provenientes dei exterior no penetrarân en la región 
entre las lâminas. Pero si dos ondas planas (A y B) se envían entre las lâminas 
partiendo dei extremo izquierdo, viajarán hacia la derecha mediante reflexiones 
múltiples entre las lâminas, como se muestra por las trayectorias de onda en la fi¬ 
gura !3-4a. Los frentes de onda (perpendiculares a las trayectorias de las ondas) 
para estas ondas son como se indica en la figura 13-46. Aqui el campo entre las lâ¬ 
minas es el mismo que en la figura 13-3, con las líneas sólidas indicando que E es 
hacia afuera (un máximo) y las líneas discontinuas que E es hacia adentro (un mí¬ 
nimo). En las lâminas la resultante de E es siempre cero. 

Aunquc las dos ondas componentes que se han estado considerando son on¬ 
das planas dcl modo TEM, la onda resultante pcriencce a un modo de orden su- 
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Figura 13-4. (a) Trayectorias de onda y (b) frentes de onda entre lâminas conductoras paralelas infi¬ 
nitas que actúan como guia de onda. 


perior TE. Es una propiedad importante de la onda de modo TE que no será 
transmitida a no ser que la longitud de onda sea suficientemente corta. La longi- 
tud de onda crítica en la que ya no es posible la transmisión se llama longitud de 
onda de corte . Es posible, por medio de un análisis muy simple que se dará ahora, 
calcular la longitud de onda de corte en función dei espaciamiento entre las 
lâminas. 

En la figura 13-5, descompóngase la onda TE en dos ondas componentes 
TEM que viajan en las direcciones x'y x". Estas direcciones forman un ângulo 9 



Figura 13-5. Ondas componentes entre lâminas conductoras planas paralelas infinitas que actúan 
como guia de onda. 
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con las lâminas conductoras (y el eje x). El campo eléctrico està en la dirección y 
(perpendicular a la página). El espaciamiento entre las lâminas es b. De acuerdo 
con la figura 13-5 advièrtase que E' y de la onda x’ y E", de la onda x" se cancelan en 
un punto como A en la lâmina conductora y se refuerzan en el punto tí, a la mitad 
entre las laminas puesto que la distancia 


CB = BD 



( 1 ) 


donde A 0 es la longitud de onda de la onda TEM en el espacio ilimitado lleno con 
el mismo medio que entre las lâminas. Entonces, si E" es hacia dentro de la página 
(negativo) en el punto C y £'. es hacia afuera de la página (positiva) en el punto D, 
las dos ondas se cancelaràn en A. También se reforzarán en B puesto que cuando 
el campo — E" se mueve de C a tí, el campo — £'. se habrà desplazado de C a. tí. 
En una forma más general, puede escribirse 

CB = ^ (2) 

donde n es un entero (1, 2, 3, . . .).t Se deduce que 

i j 

AB sen 0 = - sen 6 = (3) 

„ . , 2b 

o bien A 0 = —sen 8 (4) 

n 

donde 2 0 = longitud de onda, m 

b = espaciamiento entre lâminas conductoras, m 
n = 1, 2, 3, . . . 

0 = ângulo entre la dirección de la onda componente y las lâminas 
conductoras 


De acuerdo con (4), obsérvese que para una determinada separación de lâminas 
b , La longitud de onda màs larga que puede transmitirse en un modo de orden su¬ 
perior ocurre cuando 0 = 90°. Esta longitud de onda es la longitud de onda de 
corte A 0 , dei modo de orden superior. Entonces, para 8 = 90°, 


Para n par, el campo a la miiad entre las laminas es cero, con campos máximos a cada lado dei eje. 
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Cada valor de n corresponde a un modo particular de orden superior. Cuando 
n = 1 , se encuentra que 



( 6 ) 


Ésta es la longitud de onda más larga que puede transmitirse entre las lâminas en 
un modo de orden superior. Es decir, el espaciamiento b debe ser de por lo menos 
A/2 para que sea transmitido un modo de orden superior. 

Cuando n = 1, se dice que la onda es el minimo de los tipos de orden supe¬ 
rior. Cuando n = 2, se tiene el modo de orden superior siguiente y para este caso 

Kc = b (7) 

Así pues, el espaciamiento b debe ser de por lo menos 12 para que el modo n - 2 
sea transmitido. Para n = 3, X oc = |ò, etc. 

Introduciendo (5) en (4) queda sen 0 = A 0 /A 0f , o 

0 =sen _1 (8) 

2 oc 

En consecuencia, en corte para cualquier modo (A 0 = A 0f ) el ângulo 0 = 90°. En 
estas condiciones las ondas componentes para este modo se reflejan hacia uno y 
otro lado entre las laminas, como en la figura 13-6 a, y no avanzan en la dirección 

0 = 9o° 

(a) 


(b) 


(€) 


Figura 13-6. (a) a (c) Reflexión de ondas entre 
paredes de guia de onda. (cf) Triângulo que 
muestra la magnitud de la velocidad de fase i , 
, velocidad de grupo u y velocidad de energia r on 
yd) en la guia relativas a la velocidad de fase í 0 de 
la onda componente (iguál a velocidad de fase 
de onda en un medio no limitado). 
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x. Por consiguiente, existe un estado de estancamiento entre las lâminas y no se 
propaga energia. Si la longitud de onda A 0 es ligeramente menor que /„ c , 0 es me- 
nor que 90° y la onda avanza en la dirección x aunque mucho se refleja en las la- 
minas, como en la figura 13-66. Al reducirse más la longitud de onda, 0 se hace 
menor, como en la figura 13-6c, hasta que para longitudes de onda muy cortas la 
transmisión para este modo se aproxima a las condiciones en un medio ilimitado. 

Es evidente en la figura 13-5, que un punto de fase constante de la onda TE 
se mueve en la dirección x con una velocidad v que es mayor que la de las ondas 
componentes. La velocidad de fase v 0 de las ondas TEM componentes es la mis- 
ma que para una onda en un medio ilimitado de la misma especie dei que llena el 
espacio entre las lâminas conductoras. Esto es, 

u 0 = —U (ms -1 ) (9) 


donde /i = permeabilidad dei medio, H m 
e = permitividad dei medio, F m 1 

Según la figura 13-5, se deduce que 

p 0 _ AC _ 

7 = 71 ~ 


o 


V = 


Vp _ 1 

cos 0 'Jpe cos 0 


(ms 


( 10 ) 

( 11 ) 


De acuerdo con (11), la velocidad de fase v de una onda TE se aproxima a un va¬ 
lor infinito cuando se aumenta la longitud de onda hacia el valor de corte. Por 
otro lado, v se aproxima a la velocidad de fase v 0 en un medio sin fronteras cuan¬ 
do la longitud de onda se hace muy corta. Entonces, la velocidad de fase de una 
onda de modo de orden superior en la guia formada por las lâminas es siempre 
igual o mayor que la velocidad en un medio ilimitado. La energia, sin embargo, se 
propaga con la velocidad de la onda componente en zigzag. Entonces, v cn = v 0 cos 0. 
De acuerdo con ello, la velocidad de la energia v m es siempre igual o menor que la 
velocidad correspondiente a un medio sin limites.t Cuando, por ejemplo, la lon- 


t La guia de onda se comporta como un medio dispersor sin perdidas. Se sigue que 


u 



V 


donde u = velocidad de grupo 

r Bn = velocidad de la energia 
■ r 0 = velocidad de fase en un medio ilimitado 
c = velocidad de fase en la guia 
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gitud de onda se aproxima a la de corte, la velocidad de fase se vuelve infinita 
mientras que la velocidad de la energia se aproxima a cero. Esta es otra forma de 
decir que la onda degenera en una onda estacionaria y no propaga energia con la 
longitud de onda de corte o con longitudes de onda más largas. Las magnitudes 
relativas de las diversas velocidades se muestran en el triângulo de la figura 13-6r/. 

Puesto que la longitud de onda es proporcional a la velocidad de fase, la lon¬ 
gitud de onda X dei modo de orden superior en la guia está dado en términos de la 
longitud de onda X 0 en un medio ilimitado por 


La velocidad de fase y la velocidad de grupo (o de energia) en la guia, conto 
funciòn de 0, se muestran en la figura 13-7. Cuando 0 se aproxima a 90 c , la veloci¬ 
dad de fase se hace infinita mientras que la velocidad de la energia tiende a cero. 
Las velocidades se expresan en términos de la velocidad de fase y 0 de la onda en 
un medio ilimitado. La situación aqui es análoga a la acción de las ondas de agua 
en una rompeolas. Ahi, como se sugiere en ta figura 13-8, una pequena poretôn 
de agua se mueve a Io largo dei rompeolas cuando una cresta de ola (puntn de fase 
constante) pega en el rompeolas. La velocidad v de Ia cresta de agua es ntayor que 



íi(>ura 13-7. Velocidad de fase y de grupo en funciòn de un ângulo de onda. La cfrdenada da v y u en 
términos de la velocidad i „ para una onda en un medio no limitado dei mismo tipo que llena la guia. 
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Figura 13-8. Una pluma o gota de agua se mueve a lo largo de una rompiente con una velocidad de fa¬ 
se v que es mayor que la velocidad de la ola v 0 . 


la velocidad de la olau 0 .La velocidad de la cresta puede hacerse infinita si 6 se lle- 
gara a hacer de 90°. 

La línea de transmisión plana paralela infinita que se ha considerado es una 
idealización y no un tipo que se aplique en la práctica. Las guias de onda reales 
para modos de orden superior normalmente toman la forma de un solo conductor 
hueco. La guia rectangular hueca es una forma común. No obstante el análisis 
anterior para la línea de transmisión plana paralela infinita es de valor pràctico, 
porque las propiedades de las ondas de modo TE, como las que se explican arri¬ 
ba, son'las mismas en una guia rectangular de ancho b que entre dos planos para¬ 
lelos infinitos separados por una distancia b. Esto se concluye a partir dei hecho 
de que si se introducen lâminas infinitamente conductoras perpendiculares a E 


y 







Laminas conductoras 






j 






T 

/ 

K 

d 





r,_ 


U — 


í 

>x 





(a) <ô) (c) 


Figura 13-9. ( a ) Línea de transmisión plana paralela infinita que actúa como una guia de onda para 
onda TE, E es en la dirección y con la onda en la dirección x (hacia afuera de la página). La guia con¬ 
siste en dos lâminas conductoras paralelas separadas por una distancia b. ( b ) Se introducen lâminas' 
adicionales perpendiculares a E y . (c) Guia de onda rectangular hueca. 
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entre los planos paralelos, el campo no se distorsiona. Entonces, si una onda de 
modo TE con campo eléctrico en la dirección y se desplaza en la dirección x 9 co¬ 
mo se indica en la figura 13-9a, la introducción de lâminas perpendiculares a E y9 
como en la figura 13-96, no se distorsiona el campo. Las lâminas conductoras 
forman ahora un recinto completo de forma rectangular. Avanzando un paso, 
quítense las lâminas más allá dei recinto rectangular, dejando la guia de onda rec¬ 
tangular hueca que se muestra en la figura 13-9c. Las longitudes de onda de corte 
para los modos TE, dadas por (5) para la línea plana paralela infinita se aplican 
también para esta guia rectangular de ancho 6. Para el tipo de los modos TE se ha 
considerado hasta ahora (sólo la componente E y ) la dimensión d (Fig. 13-9c) co¬ 
mo no critica. 

Aunque el análisis simple de arriba proporciona información acerca de la 
longitud de onda de corte, la velocidad de fase, etc., proporciona poca informa¬ 
ción respecto de la configuración de campo y no considera modos de orden supe¬ 
rior más complejos de transmisión de ondas en los que, por ejemplo, E es trans¬ 
versal, pero con componentes tanto y como z. Para obtener información completa 
relativa a las ondas en una guia de onda hueca, se ha de resolver la ecuaciónde 
onda sujeta a las condiciones en la frontera para la guia. Esto se hace para la guia 
rectangular hueca en la siguiente sección. 


13-4 GUÍA DE ONDA RECTANGULAR HUECAt 

En la sección 13-3 se obtuvieron ciertas propiedades de una línea de transmisión 
plana paralela infinita y de una guia rectangular hueca, considerando que la onda 
de modo superior consiste en dos ondas componentes planas TEM y luego se apli¬ 
ca la condición en la frontera de que la componente tangencial de la resultante E 
debe hacerse cero en las paredes perfectamente conductoras de la guia. Este méto¬ 
do podria extenderse para proporcionar información más completa acerca de las 
ondas en una guia de onda hueca. Sin embargo, en esta sección se usará otro pro- 
cedimiento dei problema, que incluye la solución de lá ecuaciórt de onda sujeta a 
las condiciones en la frontera mencionadas anteriormente para la componente 
tangencial de E. 

En este método se principia con las ecuaciones de Maxwell y se desarrolla 
una ecuación de onda en coordenadas rectangulares. Esta elección de coordena¬ 
das se hace para que las condiciones en la frontera para la guia rectangular 
puedan después aplicarse fácilmente. Se introducen luego las restricciones de va- 
riación armónica respecto al tiempo y una onda que viaja en la dirección x (direc- 


t Lord Rayleigh, On the Passage of Electric Waves through Tubes, Phil. Mag ., 43:125-132 
(febrero 1897); L. J. Chu and W. L. Barrow, Electromagnetic Waves in Hollow Metal Tubes of Rec¬ 
tangular Cross Section, Proc. IRE, 26:1520-1555 (diciembre, 1938). Un método de funciones diádicas 
de Green para resolver problemas de líneas de transmisión y guias de onda es desarrollado por C-T 
Tai, “Dyadic Green’s Functions in Electromagnetic Theory,” International Textbook Company, 
Scranton, Pa., 1971. 
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ción de la guia). Bn seguida se hace una elección dei tipo de modo de transmisión 
de orden superior que va a analizarse. Entonces puede considerarse una onda 
eléctrica transversal (TE) para la que E x = 0 o una onda magnética transversal 
para la que H x = 0. Si, por ejemplo, se selecciona el tipo TE se sabe que debe 
haber una componente H x9 puesto que una onda de modo superior siempre tiene 
una componente longitudinal de campo y si E x es cero significa que H x debe tener 
un valor. Se considera entonces conveniente escribir las componentes dei campo 
restante en términos de H x . Luego se obtiene una solución de una ecuación de on¬ 
da escalar de H x que satisfaga las condiciones en la frontera de la guia rectangu- 
lar. Esta solución se sustituye en las ecuaciones para las otras componentes de 
campo (£ y , £ 2 , H y y H z ). En esta forma se concluye con un conjunto 
de ecuaciones que dan la variación de cada componente de campo con respecto al 
espacio y al tiempo. Este método de solución es muy general y puede aplicarse a 
muchos problemas. 

Se desarrollarà el método en detalle para ondas TE en una guia de onda rec- 
tangular hueca. Primero, sin embargo, se delineará el proceso en forma de pasos 
como sigue: 

1. Se inicia con las ecuaciones de Maxwell. 

2. Se aplica la restricción de variación armónica con respecto al tiempo. 

3. Se aplica la restricción de variación armónica y atenuación con respecto a x . 

4. Se selecciona el tipo o modo de onda de transmisión (TE en este caso; de ma- 
nera que E x = 0 y H x # 0). 

5. Se encuentran las ecuaciones para otras cuatro componentes de campo 
(£ y , £ z , H y y H z ) en términos de H x . 

6. Se desarrolla La ecuación de onda escalar para H x . 

7. Se resuelve esta ecuación de onda para H x sujeta a condiciones en la frontera 
de la guia de onda. 

8. Se sustituye de nuevo H x en las ecuaciones dei paso 5, dando un conjunto dc 
ecuaciones que expresan cada componente de campo en función dei espacio y 
dei tiempo. Esto constituye la solución completa dei problema. 

Al comenzar con el paso I dei procedimiento, se tiene de las ecuaciones dcl 
rotacional de Maxwell en coordenadas rectangulares el siguiente conjunto de seis 
ecuaciones escalares: 


ÕH Z 

õH x _ 
ôz 
ÔH, 
ôx 


ÕH y ÕE X 


õx ôt 




dE z õE. ôH x 
õy ôz * ôt 


0 

0 

0 

0 


(D 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
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ÕE X ÔE Z ÕH y n 

~õT~~õx +fÀ -õr = 0 

(5) 

õx ôy õt 

(6) 

Por las ecuaciones de divergência de Maxwell en coordenadas rectangulares 
se tiene para el caso de espacio libre de carga (p = 0) las siguientes ecuaciones es¬ 
calares: 

dE x ÕE y ÔE Z n 

-TT + ^r + ^r = ° 
õx õy õz 

(7) 

ÕH X ÔH y ÔH Z n 
^ + ^ + ^ = 0 
õx õy õz 

(8) 

Supóngase ahora que cualquier componente de campo varia armónicamente 
tanto con el tiempo como con la distancia y que además puede atenuarse con la 
distancia (pasos 2 y 3). En consecuencia, limitando la atención a ondas que viajan 
en la dirección positiva de x, se tiene, por ejemplo, que la componente de campo 
E y se expresa por medio de 

II 

s 

1 

w 

(9) 

donde y = constante de propagación = a + jp 
a = constante de atenuación 

P = constante de fase 


Cuando se introduce la restricción de (9) en Ias ecuaciones de la (1) a 
reducen a 

la (8) éstas se 

õH z ÕH V 

-õi-^- (<T+jü)e)E * = ° 

(10) 

ÕH X 

—- + yH z - (ff + j(oe)E y = 0 

(11) 

,r dH x , 

-yHy ~ - (ff + jcoe)E z = 0 

(12) 

õE z õE y 

~õy~~õz + = 0 

(13) 

ÕE X 

+ vEz + jo>nH y = 0 

(14) 

_ õE x 

~ yEy - + j(OfiH z = 0 

(15) 
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„ ôE r ÕE Z n 
-yE x + —> + — ^ = 0 
õy õz 

(16) 

„ ÕH.. ÔH Z n 

-* H ' + 1? + -sr - 0 

(17) 


Las ocho ecuaciones anteriores pueden simplificarse si se introduce una impedan- 
cia en serie Z y una admitancia en paralelo Y en forma análoga a una linea de 
transmisión (véase Secc. 10-24), donde 


Z = —jo)fi (Q m l ) 

Y = a + jcoe (Um"" 1 ) 

Sustituyendo estas relaciones en las fórmulas de la (10) a la (17) queda 


(18) 

(19) 


d -ül. S «l- y E ,,0 

ôy dz 

(20) 

fiii . 

-jf + y«.-YE, = 0 

(21) 


(22) 

õy dz 

(23) 

õF 

-ff + yE z - ZH y = 0 

(24) 


(25) 

„ ÔE ÔE Z A 

-^ + V + ^F = 0 

(26) 

-y H x + ^ = 0 

ôy dz 

(27) 


Estas son las ecuaciones generales para el campo de estado estacionário de 
una onda que viaja en la dirección jc. Hasta ahora no se han hecho restricciones 
en el modo de la onda o en la forma de la guia. Ahora ya se está en la posibilidad 
para proseguir con el paso 4 e introducir la condición para una onda TE en que 
E v = 0. Las ecuaciones se reducen entonces a 
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+ yH t - YE y = 0 

(29) 

o 

õy 

(30) 

dE y 

(31) 

yE z — ZH y = 0 

(32) 

—yE y - ZH t = 0 

(33) 

ôE y ÔE 2 n 

lf + lf = 0 

(34) 

+ ¥« + ^-o 

oy dz 

(35) 


Siguiendo con el paso 5, se vuelven a escribir estas ecuaciones de manera Que 
cada componente de campo esté expresada en términos de H.. Para hacerlo nóte- 
se de (32) y (33) que 


H y 



(36) 


La razón EJH y o E y /H z es una eantidad que corresponde, en el caso de una guia 
de onda, a la impedanda característica de una línea de transmisión. Puesto que 
(36) sólo contiene componentes transversales de campo, se le puede Itamar impe- 
dancia de onda transversal Z„ de la guia de onda. Entonces, 




Z jjap 

y _ y 


(Si) 


(37) 


Al introducir (37) en (30) y luego de despejar H v queda 


H y = 


1 ôH r 


y - YZ yz õy 
En una forma semejante, se tiene, de (29), 

-1 õfí r 


H, = 


y - YZ yz dz 
Ahora, al sustituir (39) en (37), se obtiene 


(38) 


( 39 ) 
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Figura 13-10. Coordenadas para guia 
de onda rectangular hueca. 


y sustituyendo (38) en (37) da 






ôH r 


y - YZ yz Ôy 


(41) 


Las ecuaciones (38) a (41) expresan las cuatro componentes transversales de 
campo en términos de H x . Con esto se completa el paso 5. 

Prosiguiendo ahora con el paso 6, es posible obtener una ecuación de onda 
en H x tomando la derivada con respecto a y de (38) y la derivada respecto az de 
(39) y ambas se sustituyen en (35). Así, 


ir _ 1 (PH, , MÁ = 

v x y- YZy: { dy 2 õz 2 ) 


(42) 


o bien 


õ 2 H x ô 2 H x 


ôy 2 


+ 


õz 2 


+ y(y - YZ yz )H x = 0 


(43) 


Haciendo k 2 = y(y - YZ n ) se reduce (43) a 


ôy 2 ôz 2 


+ k 2 H x = 0 


(44) 


Esta es una ecuación diferencial parcial de segundo orden y primer grado. Es 
una ecuación de onda escalar en H x . Se aplica a una onda TE en una guia de cual- 
quier forma de sección transversal. Con esto se completa el paso 6. 

El paso 7 consiste en encontrar una solución de (44) que satisfaga las condi¬ 
ciones en la frontera para la guia de onda en consideración, que en este caso es dei 
tipo rectangular hueco, como se muestra en la figura 13-10. El ancho de la guia es 
Zj y la altura es >>,. Suponiendo que las paredes sean perfectamente conductoras, la 
componente tangencial de E debe ser cero en la superfície de la guia. Entonces, en 
las paredes laterales E v debe ser cero y en las superfícies superior e inferior E z de¬ 
be ser cero. El problema ahora es encontrar una solución de (44) sujeta a esas 
condiciones en la frontera. El método de separación de variables puede aplicarse 


















Secc. 13-4 


Guias de onda y rcsonadores 605, 


para obtener la solución. Entonces, H x en (44) es una función de y z. En conse- 
cuencia puede buscarse una solución de la forma 

H x = YZ (45) 

donde Y = una función sólo de y, o sea, Y = fiy) 

Z = una función sóio de st 

Sustituyendo (45) en (44) se obtiene 

d 2 Y d 2 7 

Z^4r+Y^-4 + k 2 YZ = 0 (46) 

dy 2 dz 2 


Luego de dividir entre YZ para separar las variables se obtiene 


1 d 2 Y 1 d 2 Z _ 
Ydy 2+ ZÜ? ~ 


(47) 


El primer término es una función de^y solamente, el segundo término es una fun¬ 
ción de z solamente, mientras que k 2 es una constante. Para los dos términos 
(cada uno contiene una variable independiente) sean igual a una constante se re- 
quiere que cada término sea una constante. Entonces puede escribirse 

1 d 2 Y 

Ylf 

1 d 2 Z 

y zl? 

donde A v y A 2 son constantes. Se sigue que 

A x + A 2 = k 2 (50) 

Cada una de las ecuaciones (48) y (49) sólo incluye una variable independiente. 
Una solución de (48) es 


— A i 

(48) 

= — A 2 

(49) 


Y = c x sen í>,y 


AI sustituir (51) en (48) da 

*1 = y/Ãt 


(51) 

(52) 


+ Algunas veces la notación/Lv) o KO') se usa para representar una función sólo de yj{z) o Z(z ) 
una función sólo de z . Sin embargo, para simplificar la notación, se usan los símbolos Y y Z en 
las ecuaciones (45) a (55), inclusive, para indicar funciones de sólo y o z, respectivamente. Yy Z en es¬ 
tas ecuaciones no deben confundirse don la admitancia y la impedancia, para Ias cuales se usan tam- 
bién estos símbolos. 
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Enconsecuencia (51) es una solución puesto que (52) se satisface. Otra solución es 

Y = c 2 cos b x y (53) 

Si (51) y (53) son cada una, una solución para Y , su suma es también una solu¬ 
ción, o bien 

Y — c x sen ^JÃyy + c 2 cos y/Ã[y (54) 

En la misma forma puede escribirse una solución para Z como 

Z = c 3 sen \f^2 Z + c 4 cos >J~Ãl z (55) 

Al sustituir (34) y (53) en (45), se consigue la solución para H x como 

H x = c,c 3 sen^/^y sen^í^z + c 2 c 3 cos *J~Ã[y sen 

+ CyC^scny/Ãly cos yJ~Â 2 z + c 2 c 4f cos y/Ãly cos sJ~Ã 2 z (56) 

Luego de sustituir (56) en (40) y (41) e introduciendo las condiciones en la fronte- 
ra que E v = 0 en z = 0 y z = z v y E z = 0 en y = 0 y y = y u se encuentra que 
sólo el último término de (56) puede satisfacer las condiciones en la frontera y en- 
tonces sólo debe pedirse que 


y/Ã t = ~ (57) 

> T 1 

yfc = — ( 58 ) 

Z 1 


donde m y n son enteros (0, 1, 2, 3, . . .)• Ellos pueden ser iguales a los mismos 
enteros o a enteros diferentes. La solución para H x toma ahora la forma 


H x (y, z) = H 0 cos cos 
y i 


(59) 


donde H 0 = c 2 c 4 = una constante. Si (59) se multiplica por un factor constante, 
es todavia una solución. Esto es, el factor no debe contener^ o z aunque puede 
contener a x o el tiempo t. De acuerdo con ello, (59) puede multiplicarse por el 
factor exponencial en (9) puesto que da la variación supuesta para los campos res- 
pecto ax y /. La solución completa para H x se convierte entonces en 


H x (y, z, x, f) 


H o 


H7cy mnz 

cos-cos- 

yi z i 


e 


-yx 


(60) 


Esto completa el paso 7. Para desarrollar el paso 8, (60) se sustituye en (38) y 
en todas hasta la (41), dando las soluciones para las componentes transversales de 
campo como 
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sen — cos —- e 

y i z x 


nny mnz 

-rn«-- & * x 


( 61 ) 


H z = 



nH. yyiTT FITT1? 


(62) 


yZ yz H 0 mn 
k 2 z, 


mn nny mnz 

— cos — sen- e 

Zi )>1 Z\ 


(63) 


£. 



sen-cos- e 

yi z i 


nny mnz 


z 


(64) 


Las ecuaciones (60) a (64) a las que puede sumarse E x = 0, son las soluciones que 
se han buscado para las componentes de campo de un modo TE en una guia rec- 
tangular hueca de ancho z x y altura y x . Con esto se completa el paso 8.t 

Ahora se procederá a dar una interpretación de las soluciones para las com¬ 
ponentes de campo; para esto considérese el significado de los enteros m y n. Es 
evidente que para m = 1 y n = 0 solo se tienen tres componentes de campo 
H x , H z , y E y y, más aún, que cada una de estas componentes no tiene variación 
respecto a y , pero cada una tiene una variación de un semiciclo con respecto a z. 
Por ejemplo, E v tjene una variación senoidal a través de la guia (en la dirección z> 
siendo un máximo en el centro y cero en las paredes), y no tiene variación como 
función de y . 

Si m = 2, existe una variación de dos semiciclos (variación de ciclo comple¬ 
to) de cada componente de campo como una función de z> Para n = 1, existe una 
variación de un semiciclo de cada componente de campo respecto ay. En conse- 
cuencia, puede concluirse que el valor dem o a? indica el número de variaciones 
dei semiciclo de cada componente de campo respecto a z y y, respectivamente. 
Cada combinación de valores m y n representa una configuración diferente de 
campo o modo en la guia. Puesto que aqui se está tratando con modos TE, 
es conveniente designarlos agregando el subíndice mn de manera que, en gene¬ 
ral, cualquier modo TE puede ser designado con la notación TE„„., donde m es el 
número de variaciones de semiciclo en la dirección z (normalmente tomada como 
la dimensión transversal mayor de la guia) y n es el número de variaciones de se¬ 
miciclo en la dirección y (normalmente tomada como la dimensión transversal 
menor de la guia). 

Caso 1: Modo TE I0 . Para este modo, m = 1 y n = 0, y se tiene, como se men¬ 
ciona arriba, sólo tres componentes £ v , H x y H z que no son cero. Las seis com¬ 
ponentes dei campo para el modo TE 10 son 

+ Nótese que para ser explícitos de (60) a (64) podría escribirse como H x {y\ a\ /) en lugar de H z 
etc., pero por simpljcidad no se hace y, de acuerdo con la notación fasorial, el factor tiempo(^ t!,l )se 
omite. 
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E x = 0 requisito dei modo TE 

yZ vz H q ti Ti- v 

E. = -—— sen — e ,x 


E z = 0 

7 12 _., T 

H x = H 0 cos — e" 
z \ 


(65) 


H.. = 0 


H , = 


>’H 0 7t 
/C 2 2, 


sen — e 
-1 


La variación de estas componentes como función de z se ilustra en la figura 
13-1 ia No existe variación con respecto a y. Este modo tiene la longitud de onda de 
corte más larga de cualquier modo de orden superior y, consecuentemente la tre- 
cuencia de transmisión más baja en una guia de onda rectangular hueca debe ser 
en el modo TE m . En la figura 13-12o la configuración de campo dei modo TE 10 
se ilustra para una sección transversal de guia y en la tigura 13-12Ó para una sec- 
ción longitudinal de la guia (vista superior). 

Caso 2: Modo TE 20 La variación de las componentes dei campo en tunción de „ 
para el modo TE 20 (/»/ = 2, n = 0) se muestra en la figura 13-1 ló. La contigura- 
ción dei campo para un modo TE 20 se muestra en sección transversal en la tigura 
13-12c y en la sección longitudinal (vista superior) en la figura 13-12íf. 



(a) (^) 


Figura 13-11. Variación de componentes 
de campo para modos TE ll( y 1 E 2( , en una 
guia de onda rectangular hueca. (Onda que 
viaja hacia afuera de la página.) 
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TE, 


TEzo 



(a) 


Líneas E 
bacia adei 
de la página 


* v_/ 4 
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haoa adentro f N 


Uneas E ^ 
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de la página 


I 


i ! ! 


1 I * t + * 
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V V é / / 
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(c) 


Rano yz 
(onda hacia 
adentro de 
la página) 


i i i * 

f 4 

V ® ' 

/'•\ 
f I 

ütt 

v©^' 
ázo 
/"© \ 
í ^ I 

I I I J 

T T * 1 

lü; 

è®$ 

iru 


*í* 


i i 

t ^ 

V©*' 

it M 

1 LJ I 

V®.-' 

*. >'. 

a íi 

! U; 

>K 

i' ’ i 

Ti i t 


E líneas continuas 
H líneas discontinuas 


(6) (d) 

Figura 13-12. Configuraciones de campo para modos TE ln y TE 20 en una guia de onda rectangular 
hueca. 


Caso 3: Modo TE n . Para este modo, m = lyn= 1, y las componentes dei cam¬ 
po están dadas por 


£=0 


requisito para el modo TE 


E y = 


yZ yz H 0 n 


ny 


nz 


a 


cos — sen — e 


yZ H 0 n ny nz _, >x 

E z = - sen — cos — e 1 

* Vi 3 J i -i 

ny nz 

H x ~ H 0 cos — cos — e ' 

V, Zj 


( 66 ) 


yH 0 n ny nz _ 

H Y = -rj -sen — cos — e y 

k y 1 J>i z, 


yH o n ny 


nz 


ti z = -pj-cos — sen — 

k z, v, 


Para este modo, cinco componentes dei campo tienen un valor, sólo E x es siempre 
y en cualquier punto igual a cero. La varíación de las cinco componentes dei cam¬ 
po con respecto a z y y se muestra en la figura 13-13. Se supone que la guia tiene 
una sección transversal cuadrada (y, = r,). La configuración dei campo para el 
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Figura 13-13. Variación de componentes de cam¬ 
po para modo T E,, en una guia de onda cuadra- 
da. (Onda que viaja hacia afuera de la página.) 


modo IL n cn una guia cuadrada se muestra en sección transversal (vista en 
cl extremo) en la figura I3-14 í/ y cn sccción longitudinal (vista lateral) en la figura 
13-14/;. 

La solución que se ha obtenido indica qué modos son posibles enla guia de 
onda rcctangular hueea. Sin embargo, el modo o modos particulares que se pre- 
sentan realmente, en un caso cualquicra ; dcpenden de las dimensiones de la guia, 
el método de exeiiación de la guia y las irregularidades o diseonlinuidades de la 
rnisma. LI campo resultante en la guia es igual a la suma de los campos de todos 
los modos presentes. 

Al regresar ahora a una eonsideraciòn dei significado general de la solución, 
se tiene de (50), (57) y (58) que 



IX' (43), (37) y (19), k 2 esta dada por 

k 2 = y 2 — f /YmO (68) 
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donde /J 0 = -Ju 2 )**- = 2n/A 0 = constante de fase en un medio no limitado 
A 0 = longitud de onda en un medio no limitado 
k = Jirrnlytf + (mn/zi) 2 

Así pues, a frecuencias mayores que la de corte (S 0 > k. y 

7 = y/k^M = jP ( 71 ) 

donde /? = 2njX = Jp 2 - /c 2 = constante de fase en la guia, rad m' 1 
A = longitud de onda en la guia, m 


A frecuencias suficientemente altas {Po ^ k) adviértase que la constante de fase 
jj en la guia se aproxima a la constante de fase Po en un medio no limitado. Por 
otro lado, a frecuencias menores que la de corte p 0 < L y 


y = -Jk 2 - M = « 


(72) 


donde a es la constante de atenuación. 

A frecuencias suficientemente bajas (/? 0 <§ k) nótese que la constante de ate¬ 
nuación a se aproxima o tiende a un valor constante k. 

A la frecuencia de corte, 0 O = k, yy = 0. Entonces, en corte 


(o 2 fie 


(nn\ 2 (mn\ 2 

- ü + tr) 


(73) 


Se concluye que la frecuencia de corte es 

1 


fc = 


y la longitud de onda de corte es 




(Hz) 


(74) 



(75) 


donde A ((l es la longitud de onda en un medio no limitado a la frecuencia de corte 
(o más concisamente, la longitud de onda de corte)A Las ecuaciones (74) y (75) 
dan la frecuencia de corte y la longitud de onda de corte para cualquier modo 

t Nótese que k = 2n//.„. Si se introduce este valor de k, (71) puede usarse para relacionar /., /.„ y 
para /. 0 < /- IH . 
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Figura 13-15. Velocidad relativa de 
fase r/r o o impedanda transversa] re¬ 
lativa Z y JZ d en fundón de la longitud 
de onda À n para modos TE en una 


0 0.5 Zj 1-Oz, 1.5z ; 

Longitud de onda X 0 


2 0Zj guia cuadrada hueca (altura y l igual a 
ancho z : ) 


TE mn en una guia rectangular hueca. Por ejemplo, la longitud de onda de corte de 
un modo TE 10 es 


(76) 


Esta es idêntica al valor encontrado en la sección 13-3 puesto que z t = b. 
A frecuencias arriba de la de corte (li 0 > k) 



(77) 


Se sigue que la velocidad de fase v p en ia guia es igual a 



o bien 


(79) 


v 




donde v 0 — X/yfJü. = velocidad de fase en un medio no limitado (= 300 Mm s 1 


en el aire) 

A 0 = longitud de onda en un medio no limitado 
= longitud de onda de corte 

La razón >v/v 0 en función de la longitud de onda A 0 se muestra en la figura 13-15 
para diversos modos de TE en una guia de onda hueca de sección transversal 
cuadrada (j/j = z,). 
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En el análisis anterior no hay atenuación alguna a frecuencias superiores a la 
de corte. Esto proviene de la suposición de que la guia es perfectamente conduc- 
tora en sus paredes y un medio dieléctrico sin pérdidas llena a la guia. Sin embar¬ 
go, si las paredes no son perfectamente conductoras y el medio no es sin pérdidas, 
o ambas cosas, existe atenuación. t 

Si la guia está llena de aire, la pérdida dieléctrica es normalmente despre- 
ciable en comparación con las pérdidas en las paredes de la guia, de manera que la 
atenuación a frecuencias mayores que la de corte está determinada principalmen¬ 
te por la conductividad de las paredes de la guia. El hecho de que las paredes de la 
guia no sean perfectamente conductoras significa que la componente tangencial 
E, dei campo eléctrico no sea cero en las paredes sino que tenga un valor finito. 
Sin embargo, para paredes hechas de un buen conductor, como el cobre, E, será 
en general tan pequena que el analisis de arriba (basado en E, = 0) no se ve afec- 
tado en medida apreciable. Sin embargo, como resultado de la conductividad 
finita de la pared, a no es cero. En consecuencia, en la mayor parte de los proble¬ 
mas prácticos en que la conductividad de la pared es alta (pero no infinita) la con- 
figuración dei campo en la guia, la longitud de onda A, la constante de fase /?, la 
velocidad de fase v. etc., se pueden calcular también con gran precisión sobre 
la suposición de que las paredes de la guia tienen una conductividad infinita, co¬ 
mo se hizo anteriormente en esta sección. Para el caso de atenuación pequefia (pe¬ 
ro no cero) puede calcularse entonces en forma separada, usando (13-8-7) pata 
encontrar la potência perdida por unidad de área en la pared de la guia, suponién 
dose que la distribución de campo H es la misma que con paredes perfectamente 
conductoras. 

Para concluir, se determinará el valor de la impedancia de onda transversal 
Z r - para modos TE en una guia rectangular hueca. Así pues, de (37) 

Z (80) 

yz y 


A frecuencias mayores que la de corte y = jfí• de manera que 



(81) 


donde Z d = impedancia intrínseca dei medio dieléctrico que llena la guia 

= y/Ji/ê = 376.7 Q para el aire 
A 0 = longitud de onda en un medio no limitado 
A oc = longitud de onda de corte 


t Puede demostrarse que y puede tener parte real e imaginaria a frecuencias mayores que la de corte, 
resolviendo (68) para ;■ en esas condiciones, con a diferente de cero. Véase también la sección 13-8. 
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(a) 



(b) 


Figura 13-16. Guia de onda rectangular con modo TE l0 
únicamente. 


La razón de Z vz (impedancia de la onda transversal) a Z à (impedancia intrínseca 
en función de la longitud de onda A 0 ) se muestra en la figura 13-15 para diversos 
modos TE en una guia de onda hueca de sección transversal cuadrada 0’i = z,). 

Hasta aqui sólo se han considerado ondas de modo TE. Para encontrar las 
relaciones de campo para ondas de modo magnético transversal (TM), en esta 
misma sección se procede dei mismo modo como en la lista de ocho pasos dada 
con anterioridad, excepto que en donde aparece TE se sustituye por TM y donde 
aparece E x se sustituye por H x y viceversa. En la onda TM, H x = 0, y la compo¬ 
nente longitudinal de campo es £ x . Este anãlisis no se desarrollará aqui (véase 
Prob. 13-1-6). Sin embargo, puede mencionarse que (75) para la longitud de onda 
de corte se aplica tanto a ondas TE como TM y (78) para la velocidad de fase, 
pero este no es el caso con (81) para la impedancia transversal (véase Prob. 
13-3-7). La notación para cualquier modo TM, en general, es TM m „. donde m y 
n son enteros (1, 2, 3, ...). Hay que notar que ni m ni n pueden ser iguales a cero 
para ondas TM. Entonces, la onda TM de frecuencia más baja que será trans¬ 
mitida por una guia de onda rectangular es el modo TM, t . 

Se ha visto que cada modo de transmisión en una guia de onda tiene una lon¬ 
gitud de onda particular de corte, así como velocidade impedancia particulares. 
Cuando la frecuencia es lo suficientemente alta para permitir la transmisión en 
más de un modo, el campo resultante es la suma de los campos de los modos indi- 
viduales en la guia. 

Por ejemplo, supóngase que una guia de onda rectangular, como se muestra 
en sección transversal en la figura 13-16a, se excita en el modo TE 10 . La variación 
de E y a través de la guia es senoidal, como se muestra en la figura 13-16Ó. Consk 
dérese ahora que z x excede IA, de manera que el modo TE 20 también puede trans- 
mitirse. tSi sólo se excita el modo TE I0 , no aparecerá el modo TE^ puesto que la 
guia es perfectamente regular. Sin embargo, en la práctica se presentan ciertas 
asimetrías e irregularidades, y éstas tenderán a convertir algo de la energia dei 
modo TE 10 en energia dei modo TE^. Entonces, si un tornillo localizado asi- 
métricamente sobresale en la guia como se muestra en la figura 13-17a, el campo 


+ Pero y x < A 0 /2, de manera que no se transmite el modo TE 0l (E en la dirección z). 
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(a) 



E y d(H 

modo 

T £ J0 


Figura 13-17. Guia de onda rectangular con modo TE li} 
inducido dei modo TE 20 por proyección colocada asi- 
' ^ métricamente (tornillo). 





Figura 13-18. Posibles modos TE y TM en una guia de onda rectangular hueca en función de la fre- 
cuencia. A 3 veces la frecuencia de corte para el modo TE , n existen siete modos que pasarán (vèase el 
texto al final de la Secc. 13-4) y un modo (TE 30 ) en condiciones de corte. 
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total E y tenderá a volverse asimétrico, como se senala en la figura 13-17/?. Este 
campo total puede descomponerse en componentes TE, 0 y TE 20 como se 
muestra en las figuras 13-17c y d . Si se pueden transmitir modos TE 1C y TE 20 cl 
campo en la guia después dei tornillo tendrá energia de los dos modos. De hceho 


Tabla 13-1. Relaciones para modos TE m , f en guias de onda 
rectangulares huecast 


Nombre de la relación 


Frecuencia de corte 


Longitud de onda de corte 


Longitud de onda en la guia 


Velocidad de fase 


Relación 








(Hz) 




s /(n/y i ) 1 + (m/z,) 2 


(m) 




A© 


>/« - wu 


(m) 


\/l ~ (n-lo^yj) 2 ~ Mo/Szj) 2 




yi - wfy 

donde v 0 = 1 / N //« 


(m s' 1 ) 


Impedancia de onda transversal Z yz = - - • - - - ; 

x/l - (nA 0 /2y,) 2 - ümX 0 i2z ]) 2 

n/ 1 - WoA») 2 
= Z “ (H) 

yi - (/c //> 2 

donde Z. = y/ji/t 


t Todas las relaciones se aplican también a modos TM m/( , excepto para 
ra la relación de impedancia de onda transversal. Las relaciones de veloci¬ 
dad e impedancia que contienen (A©/^) 2 se aplican no sólo a guias rectan¬ 
gulares sino también a modos TE en guias huecas de un solo conductor de 
forma cualquiera. 

El significado de los subíndices m y n en TE m „ oTM,,,,, es el siguiente: 
m = número de variaciones de ciclo dei campo en la dirección z 
n = número de variaciones de \ ciclo dei campo en la dirección y 
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el tornillo es una antena receptora que extrae energia de la onda incidente dei mo¬ 
do TE 10 y la vuelve a radiar de manera que excita el modo TE 20 Sin embargo, si 
se disminuye la frecuencia de manera que sólo se pueda transmitir la onda TE 10 , el 
campo asimétrico existirá (Fig. 13-176) sólo en la vecindad dei tornillo y más ade- 
lante en la guia el campo será enteramente dei modo TE 10 . Para evitar los problemas 
de transmisión multimodal, una guia de onda normalmente se opera de manera que 
sólo sea susceptible a un modo de transmisión. t Por ejemplo, para asegürar la 
transmisión sólo en el modo TE 10 , z x debe ser menor queüy Vi menor que Ã/2. 
Pero para permitir la transmisión en el modo TE 10 , z x debe ser mayor que Ã/2. En 
consecuencia z x debe ser entre Ã/2 y 1Ã, y a menudo se usa un valor de 0.7Ã puesto 
que está bastante abajo de 1Ã y bastante arriba de Ã/2, de manera que los valores 
de la velocidad y la impedancia transversal no sean demasiado criticos en función de 
la frecuencia. Recuérdese que en condiciones de corte (z x = Ã/2) la velocidad y la im¬ 
pedancia se aproximan a valores infinitos. La altura y x puede ser tan pequena como 
se desee sin evitar la transmisión dei modo TE 10 . Sin embargo, un valor de de¬ 
masiado pequeno, aumenta la atenuación (a causa de la pérdida de potência en 
las paredes de la guia) y también reduce la capacidad de la guia para manejar po¬ 
tência. A menudo en la práctica se hace y x = zj 2. En la figura 13-18 se mucstran 
muchos modos TE rafl y TM m/r de una guia rectangular para la quey, = z/ 2. La es¬ 
cala inclinada indica la frecuencia relativa a la frecuencia de corte para el modo 
dominante (TE 10 ). Entonces, si la frecuencia es de 3 veces ese valor, en la figura 
13-18 se observa que se transmitirán los siguientes modos: TE 10 ,TE ni ,TE 20 ,TE, 
TM n , TE 2t y TM 2] . Y da un modo adicional (TE 30 ) a la frecuencia de corte. 

Las relaciones obtenidas en esta sección para una guia de onda rectangular 
hueca (vcase Fig. 13-10) se resumen en la tabla 13-1. 


13-5 CiUÍA DE ONDA CILÍNDRICA HUECAt 

Considérese el problema dedescribir la propagación de onda en una guia de onda 
cilíndrica (circular) hueca de radio r 0 . Este problema puede manejarse con mayor 
facilidad con un sistema de coordenadas cilíndricas, como se muestra en la figura 
13-19. El procedimiento es similar al usado en la sección anterior para una guia de 
onda rectangular. Se supone una variación armónica en el tiempo, paredes per- 
fectamente conductoras y un medio interior sin pérdidas (a = 0) que no contenga 
carga (p = 0). 

Las dos ecuaciones rotacionales de Maxwell conducen a seis ecuaciones esca¬ 
lares y las dos ecuaciones de divergência de Maxwell llevan a dos ecuaciones 
escalares. En coordenadas cilíndricas, esas ecuaciones son como sigue: 


t El modo de frecuencia más baja que una guia puede transmitir es llamado el modo dominante . 
X W. L. Barrow, Transmission of Electromagnetic Waves in Hollow Tubes of Metal, Proc . IRE , 
24:1298-1328 (octubre 1936); G. C. Southworth, Some Fundamental Experiments with Wave Guides, 
ibid, 25:807-822 (julio, 1937). 
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(D 

_ 

~V E ' - ~õr ~ “ 0 

(2) 

^ + -£, --^ -Z// z = 0 
cr r r d$ 

(3) 

- r d -^ + yH *- YE ' = 0 

(4) 

-yHr- õ -£-YE, = o 

(5) 

õr r * r õ<j> 

(6) 

£ t £ + i«S. A _„ 

õr r r ô<t> 

(7) 

õr r r õ<t> 

(8) 


donde Z = impedancia en serie = —jiou, ÍJ m -1 

Y = admitaneia en derivación o en paralelo = /íoí, Um -1 
E 4> = E í e~ y: 

y = a + jfi = constante de propágación 



Figura 13-19. Coordenadas para guia 
de onda cilíndrica. 
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Estas ocho relaciones son las ecuaciones generales para el campo de estado 
estacionário de una onda que viaja en la dirección z, como se expresa en coorde¬ 
nadas cilíndricas. En este punto el problema puede limitarse a una onda TE o 
una onda TM. Seleccionando la onda TE y procediendo en la misma forma que para 
la guia de onda rectangular que sigue a (13-4-27), se encuentra la solución para la 
componente H z como 

H z = sen tu(> J„(kr) + c 2 c 3 cos n</> J„(kr) 


+ c 4 sen n<j) N„(kr) + c 2 c 4 cos n(f> N„(kr ) (9) 


donde k = y/y 2 + ZY = Jy 2 + o)/u 
n = entero 

La ecuación (9) es una solución para H z . pero cualquier término o combinación 
de términos es también una solución. La solución apropiada debe satisfacer las 
condiciones en la frontera, que son E# = 0 en r = r 0 y que los campos en la guia 
sean finitos.t La función de Neumann se vuelve infinita cuando r = 0 y no es una 
solución adecuada. Entonces, (9) puede reducirse a 


( 10 ) 


H z = H 0 (cos n<f> + j sen n4>)J„{kr) 



donde 


Cuando se elimina el término seno, (10) se simplifica a 

H z = H 0 cos tuj) J„(kr) 


( 11 ) 


Esta selección significa que H z es un máximo donde 0 = Oy(/> = 7ryes cero don¬ 
de <j) = 7i/2 y 3 ti/ 2 puesto que n 0. Si se hubiera eliminado el término coseno en 
lugar dei término seno, las condiciones para H z girarian 90° en la guia. Si se su- 
pone que la orientación dei campo sea arbitraria, cualquier solución bastaria (pe¬ 
ro se necesitarían ambas para una onda polarizada circularmente en la guia). Las 
seis componentes sont 



( 12 ) 


( 13 ) 


t La condición en la frontera E é = 0 en r = r 0 también puede expresarse como 


n x E = 0 en r = r 0 



Z ,/w/í 


H, 


t En (12) y (13) 
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E z = 0 requisito para el modo TE 

(14) 

u -y^o _ x àJ n (kr) 

H r = 2 cos /70 —-— e 

k dr 

(15) 

H <t> = 1.2 sen inf) J„(kr)e 
k r 

(16) 

H : = H 0 cos n0 J n (kr)e~ yz 

(17) 


Se pueden escribir expresiones alternas para E$ y H r usando las relaciones de re- 
currencia (véase el Apêndice, Secc. A-10): 


dJJkr) , T w 

= kfcJJtkr) - J H+l (kr) (18) 

Las ecuaciones (12) a (17) son expresiones generales para una onda de modo 
TL en una guia cilíndrica. Sin embargo, la condición cn la fronlcra = 0 en 
r = r 0 no se ha impuesto. La aplicación de esta condición requiere que 


y en consecuencia que 


dJ n {kr) 

dr 


en r = r 0 


(18a) 


k = --- (19) 

r 0 

donde k' ar es la raiz /-ésima de la derivada de la función de Bessel de orden 
w-ésimo. La situación se muestra en la figura 13-20a para n = 1. Las primeras tres 
raíces de la derivada de la función de Bessel de primer orden ocurre en kr 0 — k’ nr = 
1.84, 5.33 y 8.54. Entonces, las raíces son k' u = 1.84, k \ 2 = 5.33 y k \ 3 = 8.54, 
correspondientes a los modos de onda TEj j, TE 12 y TE 13 en la guia. En general, 
un modo TE en una guia cilíndrica se designa como TE rtr , donde el subíndice n in¬ 
dica el orden de la función de Bessel y r indica el rango de la raiz. Para modos 
TE 0I y TE 02 n = 0 y las raíces de (18) para este caso son k' nr = 3.832 y 7.016. És- 
tas son las mismas que los ceros de J { (kr). Véase la figura 13-20a. 

En relación con (13), la variación de £ 0 con r(en 0 = 0) para el modo TE n 
es como se muestra en la figura 13-206. Por (12) la variación de E r con r (en 
(j) = 90°) está dada por la curva para J,(/o*)/7xr. Las amplitudes de las dos compo¬ 
nentes de campo, E r y E 0 , se pueden representar en consecuencia por las curvas, 
como en la figura 13-21a, o por las flechas, como en la figura 13-216. Nótese que 
E é es un máximo para 0 = 0 y 180°, y es cero en 0 = 90° y 270° mientras que E r 
es un máximo para 0 = 90 y 270°, y es cero para 0 = 0 o y 180°. Adviértase 
también que en el centro de la guia {r - 0) E r y E lP tienen ambos la misma direc- 
ción y amplitud. Cuando las componentes E r y E^ se suman, el çampo eléctrico 
total para el TE! , en la guia cilíndrica es como se indica por las flechas gruesas en 
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Figura 13-20. (a) Función de Bessel de primer orden y su derivada en función de kr. (b) Relaciones de la 
función de Bessel que intervienen para determinar la variación E r y E^ para modo TE n . 


la figura 13-216 con la dirección dei campo eléctrico total como se muestra con 
las líneas curvas (véase tambièn la Fig. 13-22a). En forma semejante la configura- 
ción dei campo magnético transversal para el modo TEj } se puede deducir de la 
variación de fl r yW</,con r [de (15) y (16)], con el resultado mostrado en la figura 
13-22a. 

La solución que hemos obtenido para el modo TE x , no es sino una de un nú¬ 
mero infinito de modos de onda posibles en una guia cilíndrica. El modo o modos 
particulares que se presentan realmente en cualquier caso dependen de las dimen- 
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ò = 90 1 " 



0=90° 



Figura 13-21. (a) Variación de las componentes dei campo eléctrico E r y E é con la distancia radial r 
para modo TE, , en guia de onda cilíndrica. (/?) Vectores de campo eléctrico para modo TE, , en guia 
de onda cilíndrica con campos componentes E r yE é . 

siones de la guia, el método de excitación de la guia y las discontinuidades en la 
misma. El campo resultante en la guia es igual a la suma de los campos de todos 
los modos que se presentan. La configuración de campo para el modo TE 01 se 
muestra en la figura 13-22&. 

Hasta aqui sólo se han considerado los modos TE en una guia cilíndrica. Pa¬ 
ra encontrar las relaciones de campo para ondas con el modo TM, se hace H. = 0 
en (1) a (8) y las componentes restantes dei campo se expresan en términos dei 
campo longitudinal Se desarrolla y se resuelve una ecuación de onda en E z pa¬ 
ra satisfacer la condición en la frontera, que requiere que J n (kr) = Opara r = r 0 . 
Las primeras ires raíces k„ r (= kr 0 ) para el caso n = 1 son A,, = 3.832, A l2 = 
7-016 y A , , = 10.173. Los campos para los modos TM se dan en el problema 
13-2-10. 

Las raíces (eigenvalores o valores propios) para los modos TM escritos k,„. 
(sin primas) corresponden a valores cero de la función de Bessel J„(kr). mientras 
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90' 


ISO 4 



(Modo de baja 
perdida) 


Figura 13-22. Lineas de campo eléctrico (continuas) y lineas de campo magnético (discontinuas) en 
guia de onda cilíndrica hueca para (a) modo TE, , (dominante) y (6) modo TE,,, (de baja pérdida). 


que las raíces para los modos TE escritas k'„ (con primas) corresponden a valores 
cero de la derivada (respecto a r) de la función de Bessel. Las relaciones para 
los modos TE y TM se muestran en la figura 13-23 y sus valores numéricos se lis- 
tan en la tabla 13-2. 

Como se observa en la figura 13-23, el modo TE 01 debe lógicamente estar 
designado como el modo TE 02 puesto que se refiere a la segunda raiz de la deriva¬ 
da de la función de Bessel. En forma semejante, el modo TE 02 debe ser designado 
apropiadamente como TE 03 . La primera raiz es k' m = 0, correspondiendo a un 
modo trival (inexistente). Esta inconsistência en la nomenclatura de las guias 
cilíndricas ha sido senalada por C-T Tai,t pero las designaciones comunes e in- 
correctas persisten y la tabla 13-2 y la figura 13-23 se conforman al uso eomun. 

Ahora se examinará la condición necesaria para la propagación dentro de 

una guia de onda cilíndrica. Sustituyendo (19) en k = Jy +- «V y se despeja la 
constante de propagación, se llega a 



( 20 ) 


Como en la guia rectangular, existen ires condiciones: 

1. A bajas frecuencias, o» pequena, y real, guia opaca (la onda no se propaga). 

2. A una frecuencia intermedia, w intermedia, y = 0. condición de transición 


(corte). 


t C-T Tai, On lhe Nomenclature ol TE,„ in a Cylindrical Waveguidc, Proc. IRE, 49:1442-1443 
(sepliembre, 1961). 
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Frecuencia relativa a corte para modo dominante (TE U ) 


Figura 13-23. Posibles modos TE y TM en una guia de onda cilíndrica hueca en función de la frecuen- 
cia (Según C-T Tai.) A 3 veces la frecuencia de corte para el modo TE ,, hay nueve modos que pasarán 
(vease el texto dei párrafo anterior a la Secc. 13-6) y un modo (TM,,,) en condiciones de corte. 


3. A altas frecuencias, co grande, y imaginaria, guia transparente (la onda se 
propaga). 

Si }' = 0 en (20), se encuentra para la frecuencia de corte y la longitud de onda de 
corte 


c _ 1 k nr 

Jc = 7- r= — ( Hz ) 

lllyj Ht r O 


. 2 nr 0 


Kc=~ 

*nr 

(m) 


( 21 ) 

( 22 ) 


Para el modo TE U k'„ r = /c' u = 1.84, de manera que = 27tr 0 /1.84 = 3.41r 0 . 
Entonces, la longitud de onda de corte para el modo TE, , corresponde a una lon- 
gitud de onda 3.41 veces el radio de la guia. Las longitudes de onda de corte para 
diversos modos en una guia cilíndrica se listan en la tabla 13-2. 
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Tabla 13-2. Modos de guia de onda cilíndrica 


Designación 
de modo+ 

Valores propios 
(eigenvalores) 

^<1 r ^nr 

Longitud de 
onda de corte 

TM 0 | 


2.405 

2.61 r 0 

TEut (baja perdida) 3.832 


L64r 0 

tm 02 


5.520 

LI4r 0 

te 02 

7.016 


0.89r o 

TE,, (dominante) 

1.840 


3.4 lr 0 

TM,, 


3.832 

1-64/q 

te 12 

5.330 


U8r 0 

tm 12 


7.016 

0.89r o 

te 2 , 

3.054 


2.06r o 

tm 21 


5.135 

1.22/-0 

te 22 

6.706 


0.94r o 

TE,, 

4.201 


1.49r 0 

TM„ 


6.379 

0.98 r 0 

te 4 , 

5.318 


U8r„ 

tm 4 , 


7.588 

0.8 3 r„ 

te 5 , 

6.416 


0.98/ 0 


t Los subíndices nr como en TE*,. o k nr lienen 
el siguienle significado: 


n = función de Bessel de orden n-ésimo 
r = orden de la raiz de la función de Bessel de orden n-ésimo 


A frecuencias arriba de la de corte 

(rad m" *) (23) 

De (23) y (22) se obtiene para la longitud de anda en la guia (en la dirección z) 




(24) 


donde A 0 = longitud de onda en el medio no limitado dei mismo tipo que ilena 
la guia, m 

= longitud de onda de corte, m 
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Para la velocidad de fase en la guia (v p = J Ã g ) se obtiene 


donde 


, = a> = vp _ 

p p yi - cv-u 2 


(m s 


V = 1/y/fÜ 


(25) 


Las ecuaciones (24) y (25) son idênticas a las que se obiuvieron antes para la 
guia de onda recianguiar (vcase labia 13-1). Tambièn se aplican a ondas en guias 
huecas de cualquier secdóii transversal. 

Se notará que las raíces k’„ (tambièn llamadas eigenvalores o valores pro- 
pios) no están espaciadas regularmente, en contraste con el caso de la guia recian¬ 
guiar. La tabla 13-2 da las raices y longitudes de onda de corte para algunos 
modos TE y TM en una guia cilíndrica. Estos modos tambièn se ilustran en la fi¬ 
gura 13-23. El modo TE! , se propagará a una frecuencia más baja que la de cual¬ 
quier otro modo (incluyendo los modos TM) y en consecuencia es llamado el mo¬ 
do dominante para una guia cilíndrica. El modo TE 0I es de interés a causa de sus 
bajas características de atenuación en guias pràcticas que tienen conductividad de 
pared finita. Para este modo la atenuación decrece monótonamente con el 
aumento de frecuencia (véase Secc. 13-8). 

En la figura 13-23, se nota que si la Irecuencia es de 3 veces la requerida para 
pasar el modo dominante (TE n ), la guia pasará los siguienles modos (a la i/- 
quierda de la línea discontinua en la Fig. 13-23): TE n , TM 01 , TE 21 , TM, „ TE 0 ,. 

TE 3 „;TM 21 , TE 12 y TE 41 . Se da un modo adicional (TM 02 ) a la frecuen¬ 
cia de corte. 


13-6 ÜV IAS 1)K ONDA IIUIX AS l)K OI RA SMJUON 
1 RANSVKRSAL 

tn las secciones anteriores se con sidera ron guias de onda reei angulares v 
cilíndricas, Luas son sòlo dos de una variedad infinita de formas en que pueden 
haccrsc las guias de onda huecas de un solo conducior. Por ejemplo, la guia de 
onda puede tencr una forma elíptica de sección transversal + como en la figura 
l.V24f/ t o una sección transversal reentrante t como en Ja figura 13-24/. 

I odas estas formas y nutchas otras pueden considerarse como derivadas dcl 
tipo recianguiar (Hg. I3-24 í/). Ln consecuencia, la sección transversal cuadrada 
(1 ig. I3-24Ó) es un caso especial de la guia rectangular. Doblando hacia afuera las 
paredes de la guia cuadrada se puede transformar en una forma circular (Mg. 
l3-24c). Aplanando la guia circular, se obtiene la forma elíptica de la figti- 

+ L. J. Chu, Electromagnetic Waves in Hollow EIliplic Pipes of Metal, J. AppL Phys., 9 (sep- 
liembre, 1938). 

í S. B. Cofrn, Properties of Ridge Wave Guide, Proc. /RE, 35:783-789 (agosto, 1947), 
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ra 13-24 d. Por otro lado, doblando las superfícies superior e inferior de la guia de 
onda rect angu lar hacia adentro, se obtiene la forma mostrada en la figura 13-24e. 
Una modificación posterior es la forma reentrante con resalte central de la figura 
13-24/. El valor de considerarias como formas relacionadas es que con frecuencia 
ciertas propiedades de una guia de una forma determinada se pueden interpolar 
en forma aproximada, partiendo de las propiedades conocidas de las guias de on¬ 
da de forma íntimamente relacionada. 

Por ejemplo, la longitud de onda máxima que transmitirá la guia cuadrada 
(Fig. 13-24ÍJ) es igual a 2b. Esto es para el modo TE l0 Esta informadón puede 
usarse para predecir con bastante precisión la longitud de onda máxima que 
puede transmitir una guia circular. Entonces, si el área de la sección transversal 
de la guia cuadrada se toma como igual al área de la guia circular, 

**-(3)’ m 

donde d es el diâmetro de la guia circular. Ahora A oc = 2b para la guia de onda 
cuadrada, o b = A oc /2, y así se tiene 




(2) 

o bien 

Kc = y/it d = l.m = 3.54r 

(3) 





Figura 13-24. Formas de guias de 
onda huecas de un solo conductor 
mostrando cómo la forma cuadra¬ 
da (6), la forma cilíndrica (c) y la 
elíptica ( d) de guias de onda 
pueden obtenerse a partir de un ti¬ 
po reciangular como en (</). Los 
tipos (e) y (/) se pueden derivar 
tambièn de la forma (<r). 
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como la longitud de onda de corte para una guia de onda circular de diâmetro d o 
radio /*. Este valor aproximado es sólo 4% mayor que el valor exacto de 3.41/* 
(véase tabla 13-2). 

El procedimiento para llevar a cabo un análisis completo de las propiedades 
de una guia de onda de cualquier forma es formalmente el mismo que en las sec¬ 
ciones anteriores para las guias de onda rectangular y circular. Normalmente lo 
más conveniente es, sin embargo, establecer las ecuaciones en un sistema de coor¬ 
denadas tal que las superfícies de la guia de onda se puedan especificar por un va¬ 
lor fijo de una coordenada. Entonces, como se ha visto, una guia rectangular 
puede manejarse convenientemente por medio de coordenadas rectangulares, es¬ 
tando especificadas las superfícies de la guia por y = 0 , = y,, z = 0 y z = z x . 

En forma semejante, una guia de onda circular puede analizarse fácilmente usan¬ 
do coordenadas cilíndricas, especificándose la superficie de la guia por medio de 
r = r 0 . Remitiéndose a la figura 13-24 d y e , estas formas se pueden abalizar 
usando coordenadas elípticas-hiperbólicas. Sin embargo, si la superfície de la guia 
no puede especificarse en una forma simple, la aplicación de la condición en la 
frontera ( E, = 0) puede ser muy difícil. 


13-7 ATENUACIÓN A FRECUENCIAS MENORES 
QUE EA DE CORTE 

Se ha demostrado que a frecuencias menores que la de corte, las ondas no se 
transmiten a través de guias huecas de un solo conductor, sino que se atenúan. 
Ahora sc calculará la magnitud de esta atenuación. De acuerdo con (13-4-72) la 
constante de atenuación para una guia rectangular a frecuencias inferiores a la de 
corte es 

Notando (13-4-75), puede expresarse de otra manera como 



(Np m~') 


( 2 ) 


donde A 0 = longitud de onda en un medio no limitado, m 
= longitud de onda de corte, m 

La constante de atenuación a como se da en (2) se aplica no sólo a guias rectan¬ 
gulares sino a guias huecas de un solo conductor de cualquier forma de sección 
transversal. 
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Si la frecuencia es macho menor que la de corte <A 0 > A m ), <2) se reduce a la 
relación aproximada 


««— (Np m ‘) (3) 

^oc 

donde X oc es la longkud de onda de corte en metros. Puesto que, al tratar con ten- 
sión, 1 Np = 8.69 dB, + 


2n x 8.69 54.6 

a *--= (dB m l ) (4) 

A oc A (tc 

Ejemplo. Una cierta guia de onda tiene una longitud de onda de corte k OÍ de 
100 mm. Encuéntrese la atenuación por metro a lo largo de la guia para una 
longitud de onda aplicada k 0 de 1 m. 

SoLucióN. Puesto que A 0 > puede aplicarse (3) o (4) llevando a 
a = 2071 Np m“ \ o 546 dB m' 1 

Esta es una relación de atenuación muy alta, cayendo el campo aplicado a un 
valor despredable en una distancia muy corta. 

En la figura 13-25 se ilustra en sección longitudinal un atenuador simple que 
opera a frecuencias inferiores a la de corte. Un tubo metálico, que actúa como 
guia de onda, tiene espiras (de acoplamiento) o bucles en los extremos, como se 
muestra, para acoplar líneas de transmisión coaxiales con guias de onda. Una de 
las espiras va montada sobre un pistón móvil (o pasador o pistón de cortocir- 
cuito) de manera que la distancia entre las espiras es variable. Si la longitud de on¬ 
da aplicada À 0 es mucho más grande que la longitud de onda de corte X oc de la 
guia y las espiras de acoplamiento no están demasiado cerca, la atenuación es co¬ 
mo se da a través de (3) o (4). Por ejemplo, si k OL . = 100 mm y k 0 es mucho mayor 
(Imo más), la atenuación aumenta 5.46 dB por centímetro de movimiento hacia 


Espiras 

^de acoplamiento 




Pistón móvil 


- Linea 
-t coaxial 


Linea coaxial 


v 


Guia de onda circular 


Figura 13-25. Atenuador para 
usarse a frecuencias inferiores a 
la de corte. 


' * Nótese que una atenuación de I neper (1 Np) significa una reducción a l/e dei valor inicial. A la 
inversa, un incremento de I Np significa un aumento en e (2.7183) veces el valor inicial. En consecuen- 
cia, para tensiones, 1 Np es igual a 20 log e = 8.69 dB. 
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afuera delpistón. Este tipo de atenuador es muy útil pero tiene la desventaja de 
una alta perdida por inserción, esto es, una gran atenuación inicial cuando se in¬ 
seria en una línea coaxial. Puesto que ff = 0, no hay cambio de fase con el cam¬ 
bio en la posición dei pistón. 


13-8 ATENUACIÓN A ERECUENCIAS MAYORES 
QUE LA DE CORTE 


Si la guia de onda tiene paredes perfectamente conductoras y el medio que llena la 
guia no tiene pérdidas, no existe atenuación a treeuencias mayores que la de cor¬ 
te. Por lo tanto, a = 0. y por (13-4-71) se tiene para una guia reclangular que 


o bien 



(D 


( 2 ) 


La constante de fase p como se da en (2) se aplica no sólo a guias rectangulares, 
sino a guias buecas de un solo eonduclor de cualquier forma de sección transversal. 

El comportamiento de la constante de fase p para este caso y para el caso 
analizado en la sección 13-7 se comparan en la gráfica compuesta de la figura 
13-26. Aqui la constante de propagaeión y se muestra como ordenada contra /L 
en un medio no limitado como abscisa. La parte real de y( = «) está graficada co¬ 
mo la curva gruesa y continua sobre el eje A' y la parte imaginaria (= /?) como la 
curva discontinua abajo dei eje x. Con longitudes de onda muy cortas (A 0 -> 0), a 
es cero y P se aproxima a un valor infinito que es igual a P 0 para un medio no li¬ 
mitado. Al aumentar 2 0> p disminuye hasta que en corte (A 0 = À oc )p es cero. Con 
longitudes de onda más largas, p permanece cero, pero a no. Con longitudes de 
onda sulicientemenie largas (A 0 A oc ), a se aproxima a un valor de In/X^. como 
se indica. Este diagrama se aplica a guias huecas de un solo conductor sin pérdi¬ 
das con secciones transversales de cualquier forma. 

Las guias realcs siempre presenlan pérdidas, de manera que a no es cero 
para A 0 < A„ c , como se indica en la tigura 13-26. Sin embargo, para guias llenas 
de aire de un buen material conductor, como el cobre, p es sustancialmente la 
que se indica para 2 0 < k„ c . mientras que <x es pequena pero no necesariamentc 
despreciable. Para calcular a, nótese (Fig. 13-27) que la potência promedio en la 
guia varia con la distancia x en la dirección de transmisión, según se da por medio de 


P = P 0 e~ 2 " 


(W) 


(3) 
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Figura 13-26. Gráfica compuesta que muestra la constante de atenuación a y la constante de fase fí 
para una guia de onda hueca de un solo conductor, en función de la longitud de onda/.,, en un medio 
no limitado. A longitudes de onda menores que la de corte ) no existe atenuación (2 = 0) sino un 
desplazamiento de fase fí. A longitudes de onda más largas que la de corte no hay desplazamiento de 
fase (fí = 0) sino una atenuación 2 . 


donde P 0 = potência promedio en el punto de referencia (x = 0), W 

x = distancia en la dirección de transmisión a través de la guia, m 

El factor 2 en el exponente se presenta porque la potência es proporcional al 
cuadrado dei campo. Se concluye que 


1 -dP/dx 
a ” 2 P 


(Np m *) 


(4) 
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En (4), —dP/dx representa la disminución de potência por unidad de distancia a 
lo largo de la guia en un lugar particular, mientras que P es la potência transmiti¬ 
da a través de la guia en ese lugar, t 

Entonces, dicho con palabras, la constante de atenuación en nepers por uni¬ 
dad de distancia se expresa por medio de 

a _ potência perdida por unidad de distancia 
el doble de la potência transmitida 

Si el medio que llena la guia no tiene pérdidas, la disminución de potência por 
unidad de distancia es igual a la pérdida de potência por unidad de distancia en 
las paredes de la guia, esto es 



donde (S pr es el vector de Poynting promedio en la pared (promedio respecto 
al tiempo). La integral de superfície en (5) se toma sobre una tira de longitud dx 
de la superfície interior de la guia de onda (Fig. 13-27). La integral de línea en (5) 
se toma alrededor dei interior de la guia (misma trayectoria que para la tira). En 
general, el vector de Poynting promedio es 

Spron, = ÍReE X H* (6) 

Puesto que E y H son perpendiculares, la magnitud dei vector de Poynting pro¬ 
medio en el medio de la pared conductora es (véase Fig. 13-27) 

(SproJv, = i Re H n H* t Z e = il H n I 2 Re Z £ . (7) 


donde \H n \ = valor absoluto (o magnitud) de la componente tangencial de H en 
la superfície conductora de las paredes de la guia 
Re Z c = parte real de Ia impedancia intrínseca dei medio de la pared con¬ 
ductora = v //iã>/2a 


Introduciendo (7) en (5) da 


<JP Re Z c 


í 1 ""' 


dl 


< 8 ) 


Ahora la potência que viaja a través de la guia (en la dirección a) es 

P = (W) (9) 


+ Hay que hacer notar que Ia atenuación en este caso se debe a una pérdida real de potência (ca- 
lentamiento joule de las paredes de la guia), mientras que a frecuencias menores que la de corte no hay 
efecto joule implicado, siendo la atenuación debida a la incapacidad de la guia para transmitir el mo¬ 
do de orden superior (onda reflejada). 
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donde en este caso la integral de superfície se toma en la sección transversal de la 
guia. Se desprende que 


P = i ReZ >z JJ|// 12 | 2 </ S (10) 

donde | H t2 \ = valor absoluto de la componente de H tangente a un plano de sec- 
ción transversal a través de la guia (Fig. 13-27) 

Re Z vz = parte real de la impedancia transversal de la guia 

Por lo tanto, la constante de atenuación a es, en general, proporcionada por 


Re Z c J \ H tl \ 2 dl 
2 Re Z v Jí \H í2 \ 2 ds 


(Npm -1 ) 


( 11 ) 


donde Re Z c = parte real de la impedancia intrínseca de las paredes de la guia 
(conductor) 

Re Z yz = parte real de la impedancia transversal de la guia 
\H t[ \ = valor absoluto de la componente de H tangente a la superfície 
conductora de las paredes de la guia (integrada alrededor de la su¬ 
perfície interior de la guia) 

I 1 = valor absoluto de la componente de H tangente al plano de la sec¬ 
ción transversal a través de la guia (integrada sobre el área de la 
sección transversal) (Fig. 13-27) 

La ecuación (11) se aplica a cualquier modo en cualquier guia. Para cualquier 
modo, la constante de atenuación se debe calcular usando (11), con valores de 
\H n | y \H tl \ que corresponden a la distribución de campo para ese modo. Si las 
paredes de la guia son de buen material conductor, puede suponerse, aunque con 
pequeno error, que la distribución dei campo H usada en (11) es la misma que pa¬ 
ra paredes perfectamente conductoras. El ejemplo que sigue ilustra una.aplica- 
ción -de (11) a un problema simple. 


Ejemplo. Encuèntrese la constante de atenuación para una onda TEM de 
300 MHz en una línea de transmisión plana paralela infinita con un espa- 
ciamienlo de 100 mm entre planos. Los planos o paredes están licchos de 
cobre y el medio entre los planos es el aire. 


SoLuciòN. Para una onda TEM la impedancia transversal es igual a la impe¬ 
dancia intrínseca; en esta forma (11) pasa a ser 


2 Re Z, 


flH.il 

Jo 


d v 


2 Re Z â 


/*>• 1 çZ 1 

\H í2 \ 2 dz 

J 0 Jo 


dy 


x = 


( 12 ) 
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donde = distancia arbitraria a lo iargo de ia pared conductora (véase Fig. 
13-2) 

z x = espaciamiento entre paredes, m 
Re Z c = parte real de la impedancia intrínseca de las paredes 
conductoras, Q 

Re Z d = parte real de la impedancia intrínseca dei medio dieléctrico entre 
las paredes ( Z d es enteramente real para un medio sin perdidas) 

La integral con H n incluye la perdida de potência en una pared de la línea. 
La pérdida total de potência en ambas paredes es el doble; en consecuenda, 
el factor 2 en el numerador. Para una onda TEM, H es en todas partes para¬ 
lelo a las paredes y perpendicular a la dirección de propagación, de mancra 
que tanto H n como H t2 son perpendiculares a la página en lugar de como sc 



—V-- ^-"V— ^ >-vr- 

MH 2 GHz THz 


Hgura 13-28. Atenuación a en decibeles y nepers por metro, en furición de la frecuencia, para diver¬ 
sos modos en una guia de onda de cobre plana paralela infinita llena de aire con espaciamiento de 100 
mm cnire los planos. Nótese que el modo TEM y los modos TM m0 mostrados no pueden ocurrir en 
una guia rectangular hueca simple, pero los modos TE m0 si pueden ocurrir. A frecuencias por abajo 
de la de corte para el modo TE, 0 (1.5 GHz) solamente se transmite el modo TEM, pero muchos mo¬ 
dos TE y TM se pueden transmitir arriba de la frecuencia de corte; a frecuencias suficientemente altas 
los modos TE ticncn la atenuación más baja. 


Atenuación jNp/m] 
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indica en la figura 13-27. Se sigue que |H fl | = \H t2 \ = una constante. En 
consecuencia, (12) se reduce a 

ReZj, _ ReZ c 

Re Z d y 1 z l z, Re Z d y } 

Para el cobre a 300 MHz, Re Z c = 4.55 mQ, y para el aire Re Z d = 376.7 ÍX 
En consecuencia 


a = 1.2 x 10 -4 Np m~ 1 
o bien a = 1.04 x 10" 3 dB m" 1 

Entonces, las cantidades de atenuación son dei orden de 1 dB km -1 . 

La atenuación en decibeles por metro (y en nepers por metro) en función de 
la frecuencia para un número de modos en una guia plana paralela infinita llena 
de aire, hecha de cobre, se muestra en la figura 13-28. El espaciamiento entre pla¬ 
nos es de 100 mm. Nótese que no hay corte para el modo TEM y la atenuación 
disminuye para este modo con la disminución de frecuencia. Sin embargo, a 100 
GHz, el modo TE 10 tiene la atenuación más baja aunque los modos TE 20 y de 
orden superior también se pueden transmitir. Los modos TE 20 y de orden supe¬ 
rior tienen todos una atenuación mayor que el modo TE 10 . 

Puede demostrarse que la constante de atenuación para un modo TE nf . en 
una guia de onda cilíndrica circular de radio a a frecuencias por arriba de la de 
corte es 


OL ~ 


Re Z c 

a Re Zj\ - (fJfT 2 




(Npm -1 ) (14) 



Figura 13-29. Atenuación % en decibeles 
por metro en función de la frecuencia 
para modos TE 01 (de baja pèrdida) y 
TE, , (dominante) en una guia de onda 
circular de cobre de 50.8 mm de diâ¬ 
metro interior. 


Frecuencia (GHz) 
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Tabla 13-3. Parâmetros de guia de onda cilíndrica circular y rectangular 


Símbolo 


at 


At 


7 7 


Nombre 


Constante de atenuación; 

Frecuencia abajo deJ 
corte 

Frecuencia arriba de 
la de corte 


Constante de fase 
Veloddad de fase 


impedancia de onda 
transversal 


Longimd de onda de 
corte 


Ecuación (rectangular o cilíndrica) 


•'í'/(è)’“ l (Npm " 1 
0 *--» 




= ./ ( — ) - k 2 (rad m ') 

(ms’ 1 ) 


(O 

v n = - = 


p V - ( V ^) 2 


Rectangular 




v/l - Wo/AJ 2 
Modo TE mw solamente 
, 2 


vWfi) 2 + (m/z ,) 2 


Modo TE__ o TM„ 


Cilíndrica I 


Z,* = 


y/Í HW 

Modo TE nr 


X K = —^ 

"■r 


(Í2) 


2izr n 


(m) 


Modo TE„ (k'„), Modo TM„ r (k„) 


t V = constante de propagación = a + jp. 


Para el cobre Re Z f = sjn^ajf = 2.63 x 10“ V/ («), y evaluando (14) para 
TE 01 y TE n da las curvas de atenuación de la figura 13-29. Nótese que para el 
modo TE 01 (de baja pérdida) la atenuación disminuye monotonamente al aumen¬ 
tar la frecuencia. Esta tendencia también ocurre para cualquier modo TE 0r . El 
modo TE, , (dominante) liene un mínimo a f/f c = 3.1. Un mínimo a esta razón 
j/jç ocurre también con todos los modos TE nr para los que n ^ 0. 

Los parâmetros de guias de onda rectangulares y cilíndricas se resumen en la 
tabla 13-3. ‘ ~ 


13-9 DISPOSITIVOS DE OUÍAS DE ONDA 

En esta sección se analizan vários dispositivos básicos de guias de onda, a saber: 
terminaeiones, divisores de potência, y transiciones de guia a Unea. Deben consul- 
tarse libros más especializados para estúdios deiallados de estos y otros dispositi- 
vos dc guias de Qiida.t 1 


f N. Marcuvitz, “ Waveguide Handbook,” McGraw-Hill Book Company, New YÜrk 1949- J C 
Slaier, Microwave Electrons," D. Van Nostrand Company, Inc., Nueva York, 1950. 
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Una tenninadón acoplada para una guia de onda rectangular o circular se 
muestra en sección transversal en la figura I3-30 í 7. Una tarjeta de material de 
resistência està colocada en forma transversal a la guia a A/4 de la tapa de placa 
metálica dei extremo de la guia. La situación aqui es similar a la analizada en la 
sección 10-16 para la onda terminada. Para reflexión cero es necesario que la tar- 
jela sólo tenga una resistência por cuadro igual a la impedancia de la onda trans¬ 
versal de la guia. La terminación de la figura 13-30o se acoplará a la frecuencia de 
diseno para la que la distancia de la tarjeta a la placa dei extremo sea A/4 pero no 
a frecuencias adyacentes. Esta terminación es un dispositivo de banda angosta. 
Para proporcionar una terminación de banda ancha puede usarse una cufia de 
material de resistência, como se indica en la tigura 13-30Ó. La longitud de lacuna 
debe ser dei orden de una longitud de onda o más. 

En aplicaciones en que las guias de onda alimentan a dos o más antenas se 
puede necesitar un divisor de potência para dividir la potência en una proporción 
predeterminada. La figura 13-30c muestra un divisor de potência para una guia 
de onda rectangular (con modo TE 10 ), que proporciona el doble de potência al 


VISTAS EN EXTREMOS VISTAS LATERALES 



Terminación de banda angosta 


é 


Tarjeta de resistência x/4 


M 


Terminación de banda ancha 




Guia rectangular a línea coaxial 






f E ii 



1 

Modo TE 



Gula circular a línea coaxial 




Modo TE 0l 


2S 


E r 


<*) 


Figura 13-30. (a) y ( b ) Termina- 
ciones de guia de onda, (c) divi¬ 
sor de potência y {d) y (e) transi- 
ciones de guia de onda a línea 
coaxial. Las flechas con E indican 
la dirección de los campos eléc¬ 
tricos en las guias. 
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ramal inferior en comparación con el superior. La división se logra insertando un 
divisor delgado que divide el área de la sección transversal de la guia en la propor- 
ción 2:1. Nótese que este dispositivo (llamado pared o membrana separadora o 
tabique) es perpendicular a la dirección dei vector dei campo eléctrico E de mane- 
ra que no altera la configuración dei campo en la guia. La altura de la guia a la 
derecha de la pared separadora en cada rama se aumenta gradualmente en una 
distancia de varias longitudes de onda hasta la altura estándar h. Si ambas ramas 
están conectadas en cargas o antenas no reflectoras, no habrá reflexión de este di¬ 
visor de potência y el dispositivo puede usarse en una banda ancha de frecuencias. 
En algún punto, en la mayor parte de los sistemas de guias de onda, es necesario 
convertir un modo de transmisión TEM en una línea coaxial. En la figura 13-30 d 
y e se muestran dos transiciones de guia de onda a línea coaxial . La de la figura 
13-30e/ proporciona una transición de un modo TE 10 en una guia rectangular a 
una línea coaxial, mientras que la de la figura 13-30e proporciona una transición 
de un modoTM 0] en una guia de onda circular a una línea coaxial. 


13-10 TEORÍA DEL IRIS DE GUÍA DE ONDA 

Una abertura parcial, o iris, en una guia de onda presenta una discontinuidad que 
es análoga a colocar una susceptancia en una línea de transmisión. Si el iris sc 
encuentra a la distancia apropiada de una carga o de otra discontinuidad, y si la 
susceptancia dei iris es la correcta, éste puede actuar como un dispositivo de 
acoplamiento. 


Abertura 



1 

T 



( b) 



(cí 1 


~L 

X 


Figura 13-31. Guia de onda rectangular 
con tres tipos de abertura de iris equiva¬ 
lente a (a) capacitancia en paralelo, ( b ) 
inductancia en paralelo y (c) un circuito 
sintonizado en paralelo. 
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Considérese la sección transversal de una guia rectangular (con modo TE I0 ) e 
iris o aberturas de ranura como en la figura 13-31. Se puede demostrart que la 
susceptancia normalizada que presenta el iris está dada por 


B 


= ./2Z 2 


l.f h, • h; </.s' 

íí e, • e; íis 


0 ) 


donde E,.H, = componentes transversales de campo dei modo dominante en la 
guia (sin iris) 

E,\ H| = componentes transversales dei campo real en el iris 

La cantidad Z es la impedancia característica de la guia.í El numerador se integra 
sobre la superfície metálica dei iris y el denominador se integra sobre la abertura. 
Las componentes dei campo E, y H, pueden calcularse simplemente por la geome¬ 
tria de la guia, pero la determinación de las componentes dei campo real (E; y H\) 
es más difícil puesto que son la resultante de muchos modos de orden superior 
que existen en la proximidad dei iris. 

Si la abertura es pequena en comparación con el área metálica, el denomina¬ 
dor en (1) es pequeno y la susceptancia B es grande. Cuando la abertura se reduce 
a cero, B tiende al infinito. A la inversa, una abertura grande proporciona una B 
pequena y cuando la abertura se hace completa (no hay iris), B se hace cero. 

Para el iris de la figura 13-3 lo con ranura horizontal completa, la susceptan¬ 
cia es capacitiva (positiva), y el efecto es como el de un capacitor en paralelo con 
una línea de transmisión. Para el iris de la figura 13-31 A» con ranura vertical 
completa la susceptancia es inductiva (negativa) y la ranura actúa como una in- 
ductancia a través de la línea de transmisión. Para el iris de la figura 13-31 c exis¬ 
ten susceptancias inductiva y capacitiva, y si las dimensiones se escogen apro- 
piadamente, la susceptancia total o neta, puede hacerse cero. En este caso, el 
efecto es como el de un circuito sintonizado en paralelo a través de una línea de 
transmisión y el dispositivo proporciona una acción de filtro de paso de banda sin 
reflexión (transmisión completa) a la frecuencia de resonancia o de diseno. 


13-11 IMPEDANC1AS INTRÍNSECA, CARACTERÍSTICA Y DE 
ONDA 

Se han esludiado tres tipos de impedancias: intrínseca, caracteristica y de onda. 
La impedancia intrínseca se refiere a la razón de campos fasoriales E y H para 
una onda plana (TEM) en un medio no limitado. 


f Slaier, ibid., p. 118. 

+ El lérmino impedancia característica normalmente implica una línea de transmisión bifilar o de 
dos conductores, pero puede extenderse al modo dominante en una guia de onda. Por ejemplo, en una 
guia de onda rectangular con modoTE 10 es igual a la razóri de la tensión máxima a través de la guia a 
la corriente cn la pared. 
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Para un medio con ptye complejas 


Impedancia intrínseca = Z = — = 


0Jfi 4- 


H y a + jto(e - je”) 
Para un medio conductor con n y reales, 


(O) 


JW 


Impedancia intrínseca = Z = — = 

H c r + jcoe 


(fi) 


Para un medio no conductor con /t y e, reales, 

Impedancia intrínseca = Z d = ^ = l fl (Cl) 


H 


Para el espacio libre, 


£ L 

Impedancia intrínseca = Z 0 = — = — = 376.7 fi porcuadro 

" V £o 

Para un buen conductor (cr coe) 

Impedancia intrínseca = Z c = —= /— /l5° (Q) 

H \j (T 


(D 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(4a) 


La impedancia característica se refiere a la razón de la tensión (fasor) L a la 
corriente (fasor) I en una línea de transmisión infinita de dos conductores. La ten¬ 
sión V es igual a la integral dei campo eléctrico E a lo largo de una trayectoria o 
camino entre conductores, mientras que la corriente / es igual a la integral dei 
campo magnético H alrededor de uno de los conductores (ley de Ampère). La im¬ 
pedancia característica de una línea de dos conductores también puede expresarse 
en términos de la resistência R en serie, la inductancia L en serie, la conductancia 
G en derivación o en paralelo y la capacitancia C en paralelo. Entonces, para una 
línea de dos conductores 


Impedancia característica = Z 0 



jE-dl 

I H •</! 


jR + jwL 
G + jwC 


(fi) (5) 


Para una celda de línea de transmisión la impedancia característica V/I es igual a 
la impedancia intrínseca E/H. 

La impedancia de onda se refiere a la razón de una componente dei campo 
eléctrico a una componente dei campo magnético en el mismo punto de la misma 
onda. Para una onda TEM, la impedancia de onda es la misma que la impedancia in- 
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trínseca, pero para modos de orden superior, como en una guia de onda hueca de un 
solo conductor puede haber tantas impedancias de onda como combinaciones ha- 
ya de componentes de campos eléctricos y magnéticos. En las secciones anteriores 
se ha limitado la atención a la impedancia de onda transversal , esto es, la razón de 
E y a H z para un modo TE en una guia rectangular (tanto £ v l como H z son trans- 
versales a la dirección x de propagación de la onda). Entonces, 

E 

l = Impedancia de onda transversal = Z yz = — (Q) (6) 

H . 


En una guia de onda cilíndrica la impedancia de onda transversal es igual a 
Z r<f> ( = EJH^l La impedancia de onda transversal de una guia de onda es una 
función de la impedancia intrínseca dei medio que llena la guia y de las dimen¬ 
siones de la guia como se dan en las tablas 13-1 y 13-3. Conforme las dimensiones 
transversales se hacen muy grandes en comparación con la longitud de onda, la 
impedancia de onda transversal de la guia tiende a ser la impedancia intrínseca dei 
medio. 

Mientras que la impedancia característica es básicamente una cantidad de 
circuito (= V/í), la impedancia intrínseca y la impedancia de onda son cantidades 
de campo o de onda que incluyen las razones de campos eléctricos a magnéticos. 


13-12 ONDAS V1AJERAS PARALELAS A UNA FRONTERA 
PLANA 

En la sección 13-8 se considero la atenuación proveniente de la pérdida de potên¬ 
cia en las paredes de una guia de onda. En es.a sección se explican con más detalle 
algunos de los fenómenos asociados con esta pérdida de potência o de flujo de 
potência. 

Considérese la frontera plana entre dos médios que se muestra en la figura 
13-32<7, suponiendo que el medio 1 es ei aire y el medio 2 es un conductor perfec- 
to. Por la condición en la frontera que la componente tangencial dei campo 
eléctrico se hace cero en la superfície de un conductor perfecto, el campo eléctrico 
de una onda TEM que viaja paralela a la frontera debe ser exactamente perpen¬ 
dicular a la frontera, como se ilustra en la figura. Sin embargo, si el medio 2 tiene 
una conductividad finita existirá un campo eléctrico tangencial E x en la fron¬ 
tera y, como resultado, el campo eléctrico de una onda que viaja a lo largo de la 
frontera tiene una inclinación hacia adeíanie , como se sugiere en la figura 13-32 b. 
Por la relación de continuidad para campos eléctricos tangenciales, el campo a 
ambos lados de la frontera es £\. 

La dirección y la magnitud dei flujo de potência por unidad de área están da¬ 
das por el vector de Poynting. El valor promedio dei vector de Poynting es 

Spron, = í Re E x H* (Wm“ 2 ) (1) 
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cr * oo Medio 2 (conductor con 

conductividad finita (J ) 

(a) ( b) 

Figura 13-32. Onda TEM que viaja a la derecha (a) a lo largo de la superfiçie del medio perfectamente 
conductor y (b) a lo largo de la superfiçie dei medio con conductividad finita. 


En la superfiçie dei medio conductor (Fig. 13-326) la potência dentro dei çonduc- 
tor está en la dirección negativa de y y por (1) su valor promedio por unidad de 
área est 


S,= ~{KtE x H* ( 2 ) 

La relación espacial de E x . H z (o //_?). y S, se muestra en la figura 13-33a. Pero 



donde Z c es la impedancia intrínseca dei medio conductor, de manera que (2) 
puede escribirse como 

S v * - hH z H* Re Z c =Re Z c (4) 

donde H z = H z0 e ^~ ,x 

H* = H z0 e Ji+yx = conjugado complejo de H z 
£ — retraso de fase de E x con respecto a H, 

La relación para el vector de Poynting en (4) es la misma que la dada en (13-8-7). 

En la superfiçie dei medio conductor (Fig. 13-326) la potência por unidad de 
área que fluye en forma paralela a la superfiçie (dirección x) es 

S, = i Re E y H* (5) 


1 La componente dei vector de Poynting promedio en la dirección y es (S V , pero para simDÜ 
ficar la noiación se escribiró para (S prom ),, proni y 














644 Elçctro magnetismo 


Cap. 13 



Figura 13-33. Campos y vector de Poynting en la superfície de un medio conductor con onda que 
viaja paralela a la superfície. 


La relación espacial de £ y , H z (o Hf) y S x ; se ilustra por medio de la figura 
13-33 b. Pero 



donde Z d es la impedancia intrínseca dei medio dieléctrico (aire). Se sigue que 

s x = o Re Z, (7) 

El vector de Poynting promedio total es entonces 

s pr0m = + SS, = (* Re Z d - 9 Re Z c ) (8) 

La relación de S prom a sus componentes x y y se ilustra en la figura 13-33c. Hay 
que notar que el flujo promedio de potência (por unidad de área) no es paralelo a 
la superfície sino hacia adentro con un ângulo t. Este ângulo es también el mismo 
que el ângulo de inclinación hacia adelante dei campo eléctrico promedio (véase 
Fig. 13-32Ó). Si el medio 2 fuese perfectamente conductor t seria cero. 

Es de interês evaluar el ângulo de inclinación t para un par de skuaciones 
prácticas. Esto se hace en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1. Encuéntrese el ângulo r de inclinación hacia adelante, para una 
onda de 3 GHz verticalmente polarizada que viaja en el aire a lo largo de 
una lâmina de cobre. 


Solución. Por (8) el ângulo de inclinación r estâ dado por 


I = tan 


Re Z c 
Re Z d 


(9) 


A 3 GHz, para el cobre se tiene que Re Z c = 14.4 mfi. La impedancia intrín¬ 
seca dei aire es independiente de la frecuencia (Re Z d — 376.7 fi). Entonces 

, 1.44 x IO" 2 
t = tan -1 - 


376.7 


= 0 . 0022 ' 
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Aunque r no es cero en el ejemplo anterior, es muy pequeflo, de manera que 
E es casi perpendicular a la superfície de cobre y S es casi paralela al campo. Este 
pequeno valor de la inclinación es común en la mayor parte de las fronteras entre 
aire y conductor, pero cuenta para el flujo de potência en el interior dei medio 
conductor. Si la conductividad dei medio 2 es muy baja, o si es un medio dielèctri¬ 
co, t puede elevarse a unos cuantos grados. Entonces, la inclinación hacia adelan- 
te de una onda de radio polarizada verticalmente que se propaga a lo largo de una 
tierra imperfecta es suficiente para producir un campo eléctrico horizontal apre- 
ciable. En la antena, u onda Beverage, esta componente horizontal se utiliza para 
inducir fuerzas electromotrices a lo largo de un alambre horizontal orientado pa¬ 
ralelamente a la dirección de transmisión de la onda. 

En contraste con el ejemplo 1, en el que el medio 2 es el cobre, el siguiente 
ejemplo considera el caso de agua dulce como medio 2. 

Ejemplo 2. Encuéntrese el ângulo de inclinación hacia adelante r, para una 
onda de 3 GHz polarizada verticalmente que se desplaza en el aire a lo largo 
de la superfície de un lago tranquilo de agua dulce. 

Solución. A 3 GHz, la corriente de conducción en agua dulce es despreciable 
en comparación con la corriente de desplazamiento, de manera que el lago se 




( b) 


Figura 13-34. (a) Variación de magnitud con respecto al tiempo de las componentes E. y E de E en el 
aire, en la superfície de una región de cobre para una onda TEM de 3 000 MHz que viaja paralela a la 
superfície, (b) Valores resultantes de E (vector espacial) a intervalos de 22.5' durante un ciclo que 
ilustran el campo elíptico transversal en la superficie de la región de cobre. La onda se desplaza hacia 

la derecha. Notese que aunque E tiene componentes * y y (campo transversal) está polarizada lineal- 
mente (en el plano y-z). 
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Figura 13-35. Vector de Poynting en 
el aire, en un punto en la superfície de 
una región de cobre para una onda 
TEM de 3 000 MHz que viaja a lo lar¬ 
go de la superfície (hacia la derecha). 
El vector de Poynting se muestra a 
intervalos de 22.5° durante un semi- 
ciclo. Los valores de las ordenadas 
están amplificados 5 000 veces en 
comparación con los valores de las 
abscisas. 

le permitividad relativa e r = 80. 

t = tan“ 1 —= 6.4° 

v/8Õ 

En este caso, la inclinación hacia adelante de 6.4° es suficiente para ser de¬ 
tectada con facilidad por una medición directa dei campo eléctrico. 

El ângulo t analizado arriba es un valor promedio. En general, la dirección 
instantânea dei campo eléctrico varia en función dei tiempo. En el caso de una on¬ 
da en el aire que viaja a lo largo de una lâmina de cobre, E y y E x están en octavo de 
fase (diferencia de fase de 45°), de manera que en un instante determinado el campo 
total E puede ser en la dirección x y un octavo de periodo más tarde será en la di¬ 
rección y . (Véase Fig. 13-34a.) Con el tiempo, la punta de E describe una elipse de 
campo transversal como se ilustra en la figura 13-34Ó, para una onda de 3 GHz 
que viaja en el aire a lo largo de una lâmina de cobre (en la dirección x ) como en el 
ejemplo 1. La elipse no está a escala, estando los valores de las abscisas amplifica¬ 
dos 5 000 veces. Las posiciones de E para diversos valores de cot se indican ahí. La 
variación dei vector de Poynting instantâneo para este caso se muestra en la figu¬ 
ra 13-35; aqui los valores de las ordenadas están amplificados 5 000 veces. Se 
dcbe hacer notar que la punta dei vector de Poynting viaja alrededor dela elipse 
dos veces por ciclo. 

Mientras que el cobre tiene una impedancia intrínseca compleja, el agua dul- 
ce, a la frecuencia considerada en el ejemplo 2, tiene una impedancia intrínseca 
real. Se deduce que las componentes E x y E y dei campo total E están en fase en el 
tiempo, de manera que la elipse de campo transversal en este caso se rçduce a una 
línca recta (campo transversal lineal) con una inclinación hacia adelante de 6.4°. 



puede considerar como un medio dieléctrico 
Entonces 


13-13 CUIAS DE ONDA ABIERTAS 

En la sección anterior se ha visto que una onda que viaja a lo largo de una fronte- 
ra entre aire y conductor o entre aire y dieléctrico, tiene una componente longitu¬ 
dinal ( E x ) dei campo eléctrico que produce una inclinación hacia adelante dei 
campo eléctrico total. En consecuencia, el vector de Poynting no es enteramente 
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paralelo a la frontera sino que tiene una componente dirigida dei aire hacia el me¬ 
dio adyacente, como se sugiere en la figura 13-33c. Esto tiende a evitar que la 
energia de la onda se disperse y se concentre cerca de la superfície, produciendo 
una onda limitada, u onda superficial. La velocidad de fase de tal onda limitada 
es siempre menor que en el espacio libre. Aunque el campo de esta onda guiada se 
extiende hasta el infinito, hay una proporción tan grande de la energia que puede 
confinarse dentro de una distancia de unas cuantas longitudes de onda desde la 
superfície, que ésta se puede considerar como una guia de onda de tipo abierto. 
Debe notarse, sin embargo, que aunque el efecto de inclinación hacia adelante se 
presenta a lo largo de todas las superfícies finitamente conductoras, la onda limi¬ 
tada puede ser de importância despreciable sin un dispositivo de lanzamiento de 
relativamente grandes dimensiones (varias longitudes de onda) para iniciar la on¬ 
da. Si la superfície es perfectamente lisa y conductora, la componente tangencial 
dei campo eléctrico se hace cero, no hay inclinación hacia adelante dei campo 
eléctrico y no hay tendencia alguna para que la onda se limite a la superfície. 

En 1899 Sommerfeldt demostro que una onda podia guiarse a lo largo de un 
alambre circular de conductividad finita. ZenneckJ sehaló que, por razones simi¬ 
lares, una onda que viaje a lo largo de la superfície terrestre tendería a ser guiada 
por la superfície. 

La acción guiadora de una superfície conductora plana se puede reforzar 
agregando corrugaciones o un recubrimiento o capa dieléctrica. Si la capa dieléc- 
trica es suficientemente gruesa, puede actuar sólo como una guia no metálica 
efectiva. En este capítulo se analizan las características de cierto número de esas 
guias de onda abiertas. 

Considérese una superfície plana perfectamente conductora de extensión in¬ 
finita con corrugaciones conductoras transversales, como en la figura 13-36fl. Las 
corrugaciones tienen muchos dientes por longitud de onda (s A). Las ranuras 
entre los dientes pueden soportar una onda TEM que viaje verticalmente con la 
componente de campo eléctrico E x . En consecuencia, cada ranura actúa como 
una sección en cortocircuito de una linea de trapsmisión de dos conductores pla¬ 
nos y paralelos de longitud d. Si se supone que se trate de materiales sin pérdidas, 
la impedancia Z presentada a una onda que viaja verticalmente hacia abajo en la 
superfície corrugada es una reactancia pura, o 



Z = jZ á tan 


d) 


donde Z d = impedancia intrínseca dei medio que llena las ranuras, Q 
e r = permitividad relativa dei medio, adimensional 

t A. Sommerfeld, Forpflanzung elektrodynamischer Wellen an einem zylindrischen Leiter, Ann. 
Phys. u. Chem 67:233 (diciembre, 1899). 

+ L Zenneck, Uber die Fortflanzung ebener elektromagnetischer Wellen langs einer ebenen 
Leiterflache und ihre Beziehung zur drahtlosen TeJegraphie, Ann. Phys., (4), 23:846-866 (septiembre 
20 de 1907). 
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Dirección de 
la onda guiada 
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Conductor Dieléctrico 


(b) 


Figura 13-36. (a) Onda guiada por una superfície corrugada. ( b ) Onda TM,, guiada por conductor 
con capa dieléctrica de espesor d. 


À 0 = longitud de onda en el espacio libre, m 
d = profundidad de las ranuras, m 


Tmeàe eonsiáerarse que 'ias ranuras a'ímacenan energia áe 'ia onòa que pasa. 
Cuando 2n^^e r d/À 0 < 90°, la superfície es reactiva inductivamente. Cuando 
d = A/4 y e r = 1,Z = x. Cuando d = À/2 y e r = 1, Z = 0 1 y la superfície corru¬ 
gada actúa como una lâmina conductora. 

Considérese en seguida una superfície plana perfectamente conductora con 
un recubrimiento de un dieléctrico sin pérdidas de espesor d t como en la figura 
13-366 Ahí se muestra la configuración dei campo eléctrico para un modo TM 0 
(dominante) de onda lanzada paralela a la superfície. Para una capa suficiente- 


t S. A. Schelkunoff, Anatomy of “Surface Waves,” IRE Trans. Antennas Propag AP-7:S133- 
139 (diciembre, 1959); R. F. Harrington, “Time-Harmonic Electromagnetic Fields,” p. 168, 
Mc-Graw-Hill Book Company Nueva York, 1961. 
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mente gruesa d 9 los campos se atenúan perpendicularmente a la superfície (en la 
dirección y) en proporción ae~ ar , donde 

a = y 1 s/t r ~ 1 (Npm -1 ) (2) 

Para :e r = 2 esta da una atenuación de más de 50 dB por longitud de onda. 
Entonces, el campo está realmente confinado cerca de la superfície. Suponiendo 
un dieléctrico sin pérdidas, la atenuación en la dirección x se deberà enteramente 
a la radiación. 

En los párrafos anteriores se ha analizado el guiar por medio de estructuras 
planas abiertas de extensión infinita en la dirección z (perpendicular a la página). 
El guiado también puede ocurrir a lo largo de alambres redondos de metal, de 
dieléctrico o una combinación de ambos. A manera de ejemplo, considérese la ac- 
ción guiadora de un solo alambre conductor redondo con cubierta dieléctrica. 
Como demostro Goubau,t este arreglo constituye un tipo abierto relativamente 
eficiente de guia de onda. Sin embargo, para iniciar la onda guiada a lo largo dei 
alambre con buena eficiência se requiere un dispositivo de lanzamiento relativa¬ 
mente grande, siendo su función excitar un modo, estrechamente relacionado en 
la forma con el modo guiado, en un diâmetro de quizás varias longitudes de on¬ 
da. En consecuencia, este tipo de guia es práctico solamente a muy altas frecuen- 
cias. 

Una guia de onda de un solo alambre con recubrimiento dieléctrico con di¬ 
mensiones típicas se ilustra en la figura 13-37. El recubrimiento dieléctrico consis¬ 
te en una capa de esmalte de permitividad relativa e r = 3 y de espesor de tan sólo 
0.0005/L El diâmetro dei alambre es de 0.02A. La confíguración de las líneas dei cam¬ 
po eléctrico en el lanzador y a lo largo de la guia de alambre se sugieren en la figu¬ 
ra. El modo en el alambre es un tipo TM, pero es como una onda TEM plana a 
una distancia considerable dei alambre. 

Los alambres devanados en forma de hélices largas son también guias efecti- 
vas de onda de tipo abierto de un solo conductor. Loa diâmetros de la hélice tan 
grandes como 0.4/ se pueden usar con êxito. 

Para transmisión eficiente de energia por un sistema guiador la atenuación 
debe ser pequena. Con líneas de transmisión de dos conductores se requiere para 
ello que la resistência R en serie y la conductancia G en derivación sean pequenas. 
La separación entre conductores también debe ser pequefia en comparación con 
la longitud de onda para que las pérdidas por radiación sean despreciables. En es¬ 
tas condiciones los campos varían en relación l/r 2 , donde r es la distancia perpen¬ 
dicular a la línea y la densidad de potência varia según l/r 4 . Entonces, la mayor 
parte dei flujo de potência está cerca de la línea (véase Fig. 10-5%). Las ondas 
transportadas en una guia de onda hueca de un solo conductor se atenuarán si las 
paredes de la guia son perfectamente conductoras y el material que llena la guia es 

1 G. Goubau, Surface Waves and Their Application to Transmission Lines, X AppL Phys ., 
21:1119-1128 (noviembre, 1950). 
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líneas E 


L 


Alambre conductor 
largo, forrado 


Línea coaxial 


Diâmetro dei alambre 
0.02 \ con forro de 
0.0005 A 
de espesor 


3A 




Receptor tipo 
bocina 


Figura 13-37, Guia de onda abierta de un solo alambre recubierto, o “cuerda G”. (Según Goubau.) 


sin perdidas. Las paredes perfectamente condüctoras también evitan cualquier ra- 
diación de la guia. Con guias abiertas, las perdidas a causa de la radiación tienden 
a hacerse considerables y son deseables los modos que confinan el flujo de polen- 
cia cerca de las superfícies guiadoras para tener una transmisión eficiente. La alta 
atenuación de los campos perpendiculares a las guias es también importante para 
reducir el acoplamiento diafonia entre sistemas de transmisión adyacentes. 


13-14 GUÍA DE ONDA DE LÂMINA DIELÉCTR1CA 

Las guias de onda que se han estado explicando son parcial o totalmente metáli¬ 
cas. Considérense ahora las guias que son enteramente de material dielêctrico, co¬ 
mo una lâmina dieléctrica infinita de espesor d como se muestra en la figura 
13-38. La lâmina se extiende indefinidamente lejos en las direcciones x y z y su 
permitividad í, es mayor que la permitividad c 2 dei medio de arriba y de abajo. 

En los capitulos 10 y 12 se han analizado la propagación de ondas en médios 
dieléctricos con la onda entrando por arriba, según la figura 13-38. Considérese 
ahora la propagación de ondas en la lâmina en la dirección x (hacia la derecha) 
debida a una onda TEM lanzada dentro de la lâmina desde la izquierda. Esta on- 



en forma interna 

Figura 13-38. Sección de lâmina dieléctrica de extensión infinita (en las direcciones x y z) y de espesor 
d (en la dirección y). La línea en zigzag muestra la trayectoria de la onda TEM que se propaga dentro 
de la lâmina (en la dirección x) por reflexión interna total. 
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da puede estar grandemente confinada dentro de la lâmina por reflexiones múl- 
tiples puesto que su ângulo de incidência 0,- respecto a las superfícies superior e in¬ 
ferior es menor que el ângulo crítico 0 ic . Con esta condición, como se explica en la 
sección 12-2, la onda se reflejará totalmente en forma interna y se propagará en 
la dirección x en forma de zigzag en una forma semejante a la que existe entre dos 
lâminas conductoras infinitas, una en la superfície superior y otra en la superfície 
inferior. Sin embargo, existen diferencias importantes entre la guia de onda de lâ¬ 
minas conductoras paralelas de la figura 13-3 y la guia de onda de lâmina 
dieléctrica que se está considerando ahora. Para lâminas perfectamente conduc¬ 
toras, el campo eléctrico tangencial debe ser cero en las lâminas ( E x = E. = 0 en 
y = Oy y — d)y cero en el exterior. Para la lâmina dieléctrica, el campo no es ce¬ 
ro en las superfícies y se extiende hacia el exterior, teoricamente hasta el infinito. 
Pero como se ha notado en el ejemplo 2 de la sección 12-2, este campo externo se 
puede atenuar muy rápidamente afuera de la lâmina, indicando que está estrecha- 
mente limitado a Ia lâmina. 

A primera vista se puede suponer que cualquier onda para la que 0, > 0 ic se 
propagará en la lâmina dieléctrica. Sin embargo, a causa de la interferencia, las 
ondas en realidad se propagarán sólo con ciertos ângulos. De acuerdo con la figu¬ 
ra 13-39 considérense dos rayos, 1 y 2, que pertenecen a la misma onda TEM y 
que inciden con un ângulo 0, > () it .. Esto requiere que 



Oi > () u . = sén 1 


( 1 ) 


donde y = permitividad de la lâmina, F m 1 

e 2 = permitividad dei medio arriba y debajo de la lâmina, Fm -1 

con c y > r 2 . 

Las trayectorias de los rayos se muestran con líneas continuas y los frentes de 
fase constante por medio de líneas discontinuas. La condición necesaria para la 
propagación de la onda en la lâmina es que la longitud de fase a dei rayo 2 y 
la longitud de fase b dei rayo 1, incluyendo que los corrimientos de fase en la 
reflexión sean iguales más o menos un número entero de 2n radianes.t Entonces, 
en símbolos, el requisito es 


y '/i(6 — a) + (f) = 2tw 
À 0 


( 2 ) 


donde = índice de refracción dei medio 1 (= X /T lr ) 

<j> - corrimiento de fase en la reflexión en Ia superfície 
A 0 = longitud de onda en el espado libre, m 
n = entero (= 0, 1, 2, 3, . . .) 

+ Dietrich Marcuse, “Theory of Dielectric Optical Waveguides,” Academic Press, -Inc., Nueva 
York, 1974. 
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Figura 13-39. Geometria de reflexión 
de onda en lâmina dieléctrica para ân¬ 
gulos de reflexión permitidos. 


o bien 


2nvf x tt 1 

X 0 L cos Oi 


— sen Of 


^tan 0,- 


tan 0, 


l 


+ </> = 2nn 


(3) 


que se puede reducir a 


Auy] x íI cos 0 


X 


0 


+ </; = 2nn 


(4) 


Si ahora se limita la atención a ondas con E perpendicular al plano de incidência 
(E en la dirección z) se tiene (12-2-21) que el coeficiente de reflexión para Oi > ô ic es 

^ _cos8,-y S ên i 9,-( e ,/ e ,)_ (5) 

cos 0, + j^/sen 2 0,- - (ê 2 Ai) 

donde <fi = —2 tan - '(^/sen 2 0, — (£ 2 / £ i)/ cos 0 f ) 


Entonces, el coeficiente de reflexión p ± tiene magnitud unitaria y un corrimiento 
de fase <j>. Introduciendo (5) en (4), 


o bien 


Ann x d cos 0.- ^ . -/sen 2 0 f — (e 2 e i) 

— ü— -- - 2nn = 2 tan“ 1 ^ 1 „ 

X 0 cos Oi 

( 2nn x d cos 0 { \ yjn\ sen 2 0.- — r\\ 

X 0 ) rj x cos O-, 


( 6 ) 

(7) 


donde rj x 

d 

Oi 

x 0 

n 


índice de refracción de la lâmina (= \JT^ r ) 

índice de refracción dei medio arriba y debajo de la lâmina 

( = \/^2r) 

espesor de la lâmina, m 
ângulo de incidência, rad o grados 
longitud de onda en el espacio libre, m 
entero (= 0, 1, 2, 3, . . .) 


Para ilustrar el significado (7) considérese el siguiente ejemplo. 
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Figura 13-40. Solución de la 
ecuación (7) para ângulos per¬ 
mitidos de reflexión en lâmina 
dieléctrica de índice de refrac- 
ción t] l = 1.5 y 1A de espesor si¬ 
tuada en aire (Ejemplo 1). Los 
tres valores de fl, (81, 64 y 46 r ) 
donde las dos curvas se interse- 
can son las tres soluciones o va¬ 
lores propios (eigenvalores), 
para los que se satisface la 
ecuación (7). Estos ângulos co- 
rresponden a tres modos eléc¬ 
tricos transversales: TE Q , TE, 
y TE 2 . 


Kjemplo: Guia de onda de lâmina dieléelrica. Una lâmina de dielècirico 
tiene un espesor d - 10 mm e índice de refracción >j, = 1 . 5 . EI medio por 
arriba y por abajo es el aire (i? 2 = 1). E! campo eléctrico es paralelo a la lâmi¬ 
na (en la dirección « en la figura 13-38 con la onda progresando en la direc- 

uon x) Encuemrense los ângulos de incidência d, si la longilud de onda 
'•o — mm. 

Solución Nótese que el campo E, aunque es paralelo a la lâmina, es perpen¬ 
dicular al plano de incidência. Por (1) o (12-2-22) el ângulo crítico 



Figura 13-41. Vista extrema de la lâmina (desde la 
dirección x) con gráfica (a 1a izquierda) y flechas (a 
la derecha) donde se observa variación de £_ res- 
pecto a y para modo TE 0 de una onda que se pro¬ 
paga hacia afuera de la página. Nótese que existe 
un campo que se desvanece por arriba y por abajo 
de la lâmina. 
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dieléctrico 


Cinta 

dieléctrica 




r 



( 6 ) 


Figura 13-42. (a) Vista extrema de guia de cinta dieléctrica de espesor d con un ancho w. ( b ) Cin¬ 
ta dieléctrica sobre un sustrato dieléctrico de índice de refracción menor como el empleado para 
transmisión de luz en circuitos integrados. 



( 8 ) 


= sen ' 1 = 41.8° 


Evaluando el lado de la izquierda de (7) para ângulos de incidência 0, mayo- 
res que 41.8°, da las curvas continuas de la figura 13-40. Evaluando el 
miembro derecho de (7) en la misma forma nos da la curva discontinua. Los 
tres valores 0, donde se intersecan las dos curvas, son las tres soluciones o 
valores propios (eigenvalores), para los cuales se satisface la ecuación (7) 
correspondiendo a 0* = 46°, 64°. y 81°. Estos ângulos corresponden a los 
tres modos eléctricos transversales en la lâmina: TE 0 , TE t y TE 2 . Todos 
pueden presentarse simultáneamente, pero si se disminuye el espesor d o se 
aumenta la longitud de onda (o ambos) serán posibles menos soluciones 
(eigenvalores o valores propios) o modos. Sin embargo, siempre existe una 
solución (para el modo TE 0 ) de manera que, al menos en teoria, las ondas se 
pueden propagar a la frecuencia cero. 

La variación dei campo E z a través de la lâmina (en la dirección y) se 
muestraen la figura 13-41 parael modoTE 0 El campo máximo está al centro 
de la lâmina con un campo evanescente o desvaneciendo (amortiguada arriba 
y abajo que se atenua rápidamente con la distancia arriba y abajo de la lâmina. 

Además de los modos eléctricos transversales (TE) que se han analizado, 
también son posibles otros modos como son los modos magnéticos transversales 
(TM), con H transversal (en la dirección z). 

Si la lâmina (de espesor d) se reduce a un ancho w en la dirección de z (w > d) se 
forma una guia de onda o linea de transmisión de cinta dieléctrica, como en la fi¬ 
gura 13-42a, con propiedades como las explicadas arriba para una lâmina infini¬ 
ta. Las cintas dielèctricas se usan con frecuencia como guias de luz en circuitos 
integrados, estando la cinta montada sobre un sustrato dieléctrico de índice de 
refracción menor que el de la cinta misma como se muestra en la figura 13-42Ó. 
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13-15 GUIAS DE ONDA DE FIBRA DIELÉCTRICA 
Y DE VARILLAt 

Con la sección 13-14 sobre la guia de onda de lâmina dieléctrica como anteceden¬ 
te, considérese en seguida la guia de onda de cilindro dieléctrico que normalmente 
se conoce como fibra o varilla, dependiendo de su diâmetro. Si bien los princípios 
básicos de la guia dieléctrica cilíndrica son similares a los de la lâmina, existen di¬ 
ferencias significativas. 

Con longitudes de onda ópticas o próximas a las ópticas, la guia de cilindro 
dieléctrico puede ser fisicamente pequena o de diâmetro como un hilo. Tales 
guias, Mam&àas fibras ópticas, consisten tipicamente en una fibra de núcleo trans¬ 
parente de índice de refracción rj t rodeada por un revestimiento de vidrio 
transparente de índice rj 2 ligeramente inferior, estando encerrados ambos en una 
funda protectora opaca. Véase la figura 13-43. La parte central o núcleo de 
una fibra típica de 25 fi m es tan fina como un cabello humano y puede llevar más 
de mil canales de comunicación de voces humanas en ambas direcciones, con una 
atenuación tan pequena como lo es 1 dB/km a longitudes de onda de la luz o de 
infrarrojo (de j a i fim). 

La figura 13-44 muestra una sección transversal a lo largo dei eje de un 
núcleo de una fibra óptica de índice refracción r^ con revestimiento o recubri- 
miento de índice r\ 2 . Un rayo que entra al núcleo desde un medio externo de índice 
lo con un ângulo 6 e formará un ângulo 0, respecto al eje interior dei núcleo. La 
relación entre los ângulos, dada por la ley de Snell, es 



Figura 13-43. Guia de fibra óptica con 
núcleo transparente, forro transparente y 
camisa protectora opaca. Se indican las di¬ 
mensiones más comunes. 



Figura 13-44. Onda que entra al núcleo de la 
fibra óptica en el eje y que será atrapada y propa¬ 
gada por reflexión interna total si el ângulo de 
entrada 0 t es menor de cierto valor crítico. 


+ D. Hondros y P. Debye, Elektromagnetische Wellen an dielektrischen Drahten, Ann. Phys., 
32:465-476 (1910); R. M. Whitmer, Fields in Non-metallic Guides, Proc. IRE 361105-1109 íseo' 
tiembre, 1948). v y 
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El rayo que continua en el núcleo incidirá en la frontera núcleo recubrimien- 
to con un angulo 0 it Si fl, > tí ic donde 0 ic es el ângulo crítico, el rayo se reflejará 
por completo en forma interna y continuará propagàndose dentro dei núcleo.t 
De(l)y 


se tiene 


sen 0 ic 


*h 

ni 


( 2 ) 


sén 0 e = — sen 0, = — sen(90° — 0 ÍC ) = — cos 9 ic 
n o no no 


n i 


o bien 


sen 0 P = 


V'7f - nl 


'Io 


(3) 

(4) 


donde 0 e 

n i 

ni 

no 


ângulo de entrada respecto al eje dei núcleo, rad o grad 
índice de refracción dei núcleo, adimensional 
índice de refracción dei recubrimiento, adimensional 
índice de refracción dei medio externo, adimensional 


Para el aire como medio externo (f/ 0 = 1), (4) se reduce a 

sén 6 e = v /f/í - r\l (5) 

Para índice de núcleo »/, = 1.5, índice dei recubrimiento r/ 2 = 1.485 y medio ex¬ 
terno de aire, 0 e = 12.2°. Entonces, cualquier rayo que entre por el extremo dei 
núcleo de la fibra en el eje con Q e < 12.2° será atrapado dentro (reflejada total¬ 
mente en forma interna) y se propagará por reflexiones múltiples por el interior 
dei núcleo. Si bien muchos modos pueden propagarse en una fibra en condiciones 
apropiadas, existe un modo (como en una lâmina dieléctrica) para la que no existe 
el corte. Entonces, si 

A 0 > = 2^ "hcoso, (m) (6) 

^01 ^01 


donde A 0 = 
a = 

n i = 
n 2 = 

^oi — 


longitud de onda en el espacio libre, m 
radio dei núcleo, m 
índice de refracción dei núcleo 
índice de refracción dei recubrimiento 

2.405 = primera raiz de la función de Bessel de orden cero (J 0 ) 
(véase labia 13-2) 

ângulo crítico de incidência en Ia fronlera núcleo-recubrimienio 


t N. S. Kapany, “Fiber Optics,” Academic Press, Inc., Nueva York, 1967. 
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Figura 13-45. Mediante la disminución gradual dei 
índice de refracción //, dei núcleo de la fibra óptica en 
función dei radio r, la trayectoria dei rayo se vuelve 
una curva ondulante suave que no llega a la frontera 
núcleo-recubrimiento o forro, de manera que la onda 
se propaga como en un medio no limitado. 


Te ni S 7 rOP f a8a ^ m0d ° y 13 fÍbra CS Una S uía de un solo modo. 

Si d mdice de refracción de la fibra dei núcleo disminuye continuamente en 
funcon dei radio, es posible cambiar la trayectoria de un zigzag ZX com " 
en la figura 13-44 a una curva ondulante suave que no llega a la frontera dei 

naeacòmT 0 “ mUeS , tra fÍgUra 13 ~ 45 ' En estas condiciones la onda se pro- 
paga como en un medio optico sin fronteras. 

Un enlace típico de comunicación por fibra óptica se ilustra en la figura 
13-46, con un laser o un díodo emisor de luz (LED) como transmisor y un fo- 
totransistor u otro dispositivo fotosensor como receptor 

En fibras ópticas típicas, la atenuación más baja ocurre en la región de 700 a 

1i nm ‘ h ° COrreSPOnde 3 la infrarr °j a - Las longitudes de onda de la luz a las 
que el ojo humano es sensible son nommalmente de 400 nm (luz violeta) a 700 nm 
(luz roja). Vease la gráfica dei espectro electromagnético dei capítulo 1 

Las fibras ópticas normalmente tienen diâmetros de núcleo de 5 a 50 um de 
manera que hay muchas longitudes de onda de luz o infrarrojas en el diâmetro y 
las perdidas a causa de la radiación son pequenas. Al disminuir el diâmetro o 
aumentar la longitud de onda, las pérdidas por radiación aumentan. Para índices 
e refracción moderados (~1.5) las varillas o fibras mayores que U de diâmetro 
son guias predominantes (la mayor parte de la energia en el interior y la radiación 
pequena), mientras que las varillas o fibras menores de U de diâmetro tienen la 
mayor parte de la energia viajando a lo largo dei exterior dei dieléctrico con ra- 
diacion que llega a ser importante. En consecuencia, si el cilindro o varilla 
dielectncos se ahusan en forma gradual a partir de un diâmetro mayor que 1/' a 
menor que I/., la accion guiadora se desplazará de energia principalmente en el in- 
tenor a energia en el exterior, acompanada de radiación en la dirección de la va- 
rilla, de manera que ésta se comporta como una antena de radiación 
longitudinal. tPuesto que las antenas de varilla dieléctrica ahusada para longUu- 


Treramísor . Fibra óptica 

/ 


1 a 20 km 


Receptor 



Fototransistor 
o fotocelda 


Figura 13-46. Enlace de comunica- 
ción por fibra óptica con láser o con 
diodo emisor de luz (LED) en el trans¬ 
misor y fototransistor u otro dispositi¬ 
vo fotosensor como receptor. 


+ En la práctica, los dobleces, las mellas, las irregularidades y las discontinuidades también indu- 
cen raaiacion. 
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des de onda de centímetros frecuentemente se fabrican de poliestireno, también 
reciben el nombre de antenas de dieíéctrico de varilia . 

Un anàlisis detallado de la propagación de ondas en cilindros dieléctricos es 
un tema complejo y más allá dei objetivo de este anàlisis introductorio. (Para ma- 
yores detalles véanse las notas al calce para esta sección y la 13-14.) 


13-16 FIBRAS ÓPTICAS DE LA RETINA 

La retina de un ojo humano contiene un haz de 100 millones de fibras ópticas, ac- 
luando cada una tanto de guia de onda de luz como de un detector de fotones (re¬ 
ceptor).t Existen dos clases de estas fibras: los conos , que ocupan el área central 
de la retina y las varillas o bastones, más numerosos que ocupan las regiones exte¬ 
riores circundantes. Casi todos los conos están conectados individualmente por 
líneas de transmisión nerviosas (axones) al cerebro, donde ocurren el procesa- 
miento de la senal y la formación de la imagen y es con los conos que los detalles 
finos (como la impresión de los libros que se leen) pueden distinguirse. Los basto¬ 
nes proporcionan una resolución mucho más imperfecta de detalles de imagen, 
pero pueden proporcionar mejor visión a niveles de luz bajos a causa de su mayor 
sensibilidad y al hecho de que los bastones se pueden conectar en paralelo a una 
sola línea axón-cerebro. Los bastones proporcionan también la visión periférica. 

La figura 13-47 a es una sección transversal de un ojo humano mostrando la 
lente, la retina y el nervio óptico al cerebro. La figura 13-476 es una vista 
ampliada de una sección de la retina, que es un medio transparente que contiene 
bastones, conos, celdas y dendritas. Tiene un respaldo opaco denominado capa 
pigmentada. La figura 13-47c es una vista todavia más agrandada de un cono. 
Los extremos angostos de los bastones y de los conos, llamados segmentos exter¬ 
nos, son dei orden de 1 fxm de diâmetro y tiene un largo comparado de alrededor 
de 20 veces este diâmetro. Los segmentos externos tienen un índice de refracción t] } 
aproximadamente de 1.39 con el recubrimiento o medio circundante (intersticial) de 
un índice rj 2 de un porcentaje algo menor. Estos valores de índice son muy cercanos a 
los empleados en las fibras ópticas comerciales típicas On = 1.46, = 1.44) pero el 

diâmetro de los segmentos externos es menor (1.5 a 2A), de manera que los seg¬ 
mentos externos tienen aparentemente más acción radiante que una fibra óptica 
comercial estándar. 

El núcleo de un cono o bastón actúa como lente, concentrando la lúz en el in¬ 
terior en donde viaja a través de ambos segmentos por reflexión interna total. Los 
fotones cualesquiera de luz, no absorbidos en el segmento exterior, pasan al ex¬ 
tremo alejado y hacen impacto sobre la capa pigmentada opaca. En los seres hu¬ 
manos la capa pigmentada absorbe la luz, evitando cualquier reflexión, pero en 
los animales depredadores nocturnos, como los gatos, la capa pigmentada es un 


t Todas las ondas electromagnéticas son transmitidas en unidades de cuantos, llaniadas fotones , 
de energia igual a hf donde h = constante de Planck (=6.63 x 10J s) y J = 1'recuencia (Hz). 
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(b) Sección aumentada de ta retina 



Figura 13-47. (o) Sección dei ojo humano, (b) sección aumeniada de la retina y (c) detalles dei cono 

naVd C r tle H ne , mâsde 100 ^ fibras ópticas (bastones y conos) que actúan tal deTnte' 

de /anilas dielectncas como dispositivos de detección de fotones. Las longitudes de onda de la 
viaón normal cubren e. intervalo o gama de 400 a 700 nm, qüe es aproximadamente 1 m tad del dt 
metro de. segmento externo de los bastones y los conos. Los diagramas estân simplifldos y 


11° tape e que es altamente refl exivo, de modo que la luz no absorbida en 
esta forma en el tapetum se refleja hacia los bastones y los conos. Esto les da a los 
gatos una ventaja de vtsión de 6 dB sobre los humanos en la oscuridad 

v" a n y ? UC n ° ta ^ QUe aUnqUe el índice de refracción de los bastones y los conos 

dante ío lue 051 '' 0 "’ “ may ° r qUe el del ^rimiento o medio circun- 

nte, lo que es una condicion necesarta para la reflexión interna total 

Cuando son absorbtdos fotones por moléculas en el segmento externo, se ini- 

a cereblTl 16 qU H T** ^ bÍP °‘ ar ' qUC ínÍda el Ím P ulso viaja 

discribil CS S aX ° neS y dendritas - Entonces, un bastón o cono puede 
mlrí nli t semc J ante a ««a amena (de vartlla dieléctrica) de radiación lon- 
g tudinal (con una razon o eficacia direccional unitaria) que está equipada tam- 

fÍo" 5 H n j Ct °T SenS ' bleS qUC convierten las frecuencias de fotones de luz 
crebro ,mP ° S CerC3nOS 3 CC Para SU transm *sión y procesamiento por el 
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Circuitos LC simples 




Cuasicavicted 


Cavidad encerrada 


(c) 


(d) 


Figura 13-48. Evolución de resonador de cavidad encerrado a partir de un circuito LC simple. 


13-17 RESONADORES DE CAVIDAD 

EI propósito de las líneas de transmisión y las guias de onda es transmitir eficien¬ 
temente energia electromagnética de un punto a otro. Un resonador , por otro la¬ 
do, es un dispositivo de almacenamiento de energia. Como tal, es equivalente a 
un elemento de circuito resonante. A bajas frecuencias un capacitor y un inductor 
conectados en paralelo, como en la figura 13-48a, forman un circuito resonante. 
Para hacer que esta combinación resuene a longitudes de onda menores, se redu- 
cen la capacitancia y la inductancia, como en la figura 13-48Ó. Lâminas de con¬ 
tacto paralelas reducen la inductancia todavia más, como en la figura 13-48c. El 
caso limite es la caja rectangular completamente encerrada, o resonador de cavidad , 
mostrado en la figura 13-4 &d. En este resonador de cavidad la tensión máxima se de- 
sarrolla entre los puntos 1 y 2 en el centro de las placas superior e inferior. 

También se pueden construir resonadores en secciones de líneas de transmi¬ 
sión en circuito abierto y cortocircuito, como en la figura 13-49. El tipo en (a) usa 
una línea de transmisión de dos conductores, mientras que el tipo en ( b ) usa una 
línea coaxial. La desventaja dei tipo de dos conductores (abierto) es que ahí puede 
existir una pequena pero significativa pérdida debida a radiación. En los resona¬ 
dores de la figura 13-49 los campos son dei modo TEM, mientras que en el reso¬ 
nador de cavidad de la figura 13-48 d los campos deben ser de modos de orden su¬ 
perior. 


supenor f - 


Resonador 
de línea 
de transmisión 
abierta 



Figura 13-49. Resonador que consiste en (a) línea 
de transmisión abierta de dos conductores y ( b) 
línea coaxial cerrada. 
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Figura 13-50. Vista en perspectiva de guia de onda rectangular cerrada con placa en * = 0 y (6) vista 
penor de sección transversal con placa adicional en v = v, que atrapa la onda dentro de la cavidad. 


El principio básico dei resonador de cavidad fue descrito en reiación con la 
onda estacionaria pura de la sección 10-17. Aqui la energia oscila hacia uno al 
otro lado de enteramente eléctrica a enteramente magnética dos veces por ciclo 

d ® TeSonadoT de cavidad rectangular con más detalle 
y se dete minara la frecuenaa de resonancia y Q. Es conveniente comenzar por 

WhutL V'r aCIOn Tr Un m0d0 TE -- d eonda en una guia de onda rectangu- 
, hueca. Refrerase a la ligura 13-50; sea una onda de modo TE m0 - que viaja en la 

aireccion — incidente sobre una placa conductora a través de la guia en x = 0 
produciendo una onda estacionaria pura en la guia. Esta onda estacionaria es là 
resultante de dos ondas viajeras de igual amplitud que vtajan en la dirección x ne- 
gati a (onda incidente) y en la dirección x positiva (onda retlejada). Los campos 
de estas ondas viajeras (con el tiempo mostrado explicitameme) están dadas por 






H 0 sen k z z e> <w,± ^» 


H x = H 0 cos k z z e jiau± P x) 
ri jfí 

H z — 77 H q sen k 2 z 


0) 

( 2 ) 

(3) 


donde k z - mn/z l El signo mas en el exponencial se refiere a una onda viajera en 
a dirección x y el signo menos a una onda que viaja en la dirección+x. Al sumar 

los campos de las dos ondas viajeras para obtener los campos de la onda esta¬ 
cionaria, se obtiene 


Ey — —£—— H o sen k z z{e it>x 

_ 2fiZ„ 

K 




(4) 


H 0 sen k z z sen lixe* 01 


(5) 
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Insertar otra placa conductora a través de la guia en x = x : requiere que 
P = k x = ln/x í . Al advertir que la impedancia de onda transversal Z yz = mpL/p = 
a>|i//c x , se obtiene 


E v = ——^- H 0 sen k x x sen k z z e jtot (6) 

K 

Procediendo en forma semejante para las componentes dei campo magnético, se 
llega a 


H x = —2H 0 sen k x x cos k z z ^ ,£ü ' + (7r/2)1 (7) 

H z = H 0 cos k x xsenk z z e jUot + {nj2) ^ (8) 


Con placas conductoras a través de la guia de onda enx = 0yx = xila onda es 
atrapada en la cavidad rectangular. Obsérvese que los campos eléctrico y magné¬ 
tico están en cuadratura de fase respecto al ti empo (n/2 en el exponente para H x y 
H z pero no para E^), como es común de una onda estacionaria. 

El modo de una onda TE en una cavidad rectangular se disenaría en general 
como un modo TE (m „ donde / se refiere a variaciones (de semiciclo) de los campos 
en la dirección x, m en la dirección z y n en la dirección y . Puesto que se ha su- 
puesto n = 0 en la explicación anterior, la designación apropiada para este 
ejemplo seria TE (m0 . Ahora k 2 = kj = y 2 + co 2 /íê peroy 2 = — ft 2 (ct = 0) y fi = 
k x . Entonces, 


kz = -k 2 x + (o 2 fie = -kl + (2nfY 


UW 


so 



(9) 


donde k es la longitud de onda resonante y x { y z x son las dimensiones dei reso- 
nador. (Véase la Fig. 13-50^.) Por ejemplo, la longitud de onda resonante para 
un modoTE 110 en un resonador de caja cuadrada (x t = z x ) está dada por 



1.41X! 


(m) 


( 10 ) 


Entonces, la longitud de onda resonante es igual a la diagonal de la caja cuadra¬ 
da, como se sugiere en la figura 13-51 a. La frecuencia de resonancia está dada por 
/ = c/k = (3 x 10 8 )/A Hz. Las configuraciones dei campo eléctrico y magnético 
en el resonador es como se indica en la figura 13-516 y c. No hay variación en la 
dirección y (n = 0). La onda dentro de la cavidad es equivalente a una onda de 
modo TEM reflejada a ângulos de 45°, como en la figura 13-5 la, suponiendo que 
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Figura 13-51. (a) La longitud de onda re- 
sonante de una cavidad cuadrada es igual 
a la distancia en diagonal. La trayecto- 
ria de la onda TEM equivalente se mues- 
tra también. ( b ) Configuración de cam¬ 
po eléctrico y magnético en resonador 
de cavidad cuadrada con modo TE! 1 0 (c) 
Variación de componentes de campo E y 
y H z a través dei eje de la cavidad. 


la caja sea infinitamente grande en la dirección y (perpendicular a la página en la 
Fig. 13-5lír). En principio, la dimensión y no es crítica para el modo que se está 
considerando (n = 0), pero en la práctica un valor demasiado grande de y 
permitiría modos con variaciones de campo en la dirección y (n # 0). 

En un instante (/ = 0) toda la energia está en forma eléctrica, como se 
muestra en la figura 13-52a, con acumulación de cargas positivas y negativas en 
las superfícies superior e inferior de la cavidad, como en la figura 13-52Ó. Un 
cuarto de ciclo después (t = 774) la energia está toda en forma magnética (Fig. 
13-52c) con corrientes eléctricas fluyendo por las paredes, como en la figura 
13-52 d. 
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Para encontrar la Q dei resonador de cavidad se nota que por definición 


energia total almacenada 


disminución de energia en un ciclo 


La situación de la energia en función dei tiempo se presenta en la figura 13-53. 
Para obtener la energia total almacenada puede integrarse la densidad de energia 
eléctrica w e (= je 0 E y ) en el volumen interior de la cavidad cuando E y es un máxi¬ 
mo y para obtener la disminución de energia puede integrarse la potência prome- 
dio en las paredes de la cavidad y multiplicaria por el periodo T( = 1//). Se supo- 
ne que el medio que llena la cavidad es el aire o el vacío. Entonces, se tiene 


2nW _ 2n ffj w P dv 


( 11 ) 


T( - dW/dt) T{ Re Z c JJ | H t \ 2 ds 


donde H t es la componente dei campo magnético tangente a la pared de la 
cavidad. Tomando en cuenta (6) e integrando para obtener la energia total alma¬ 
cenada se llega a 



(J) (12) 




Cargas 


Corrientes 


Figura 13-52. Energia eléctrica y magnética a Jo largo dei eje dei resonador de cavidad. En el tiempo 
/ = 0 toda la energia está en forma eléctrica, (a) y (6), mientras que después de un cuarto de periodo 
(/ = T/4) toda la energia está en forma magnética, (c) y {d). 
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El factor -dW/dt en (11) es la potência perdida en las paredes. Es conveniente 
calcularia como la potência perdida en tres pares de caras: dos perpendiculares a 
la dirección x, dos perpendiculares a la dirección y (superior e inferior) y dos per¬ 
pendiculares a la dirección z. Entonces, 



P z = 2 H^x 1 y 1 Re Z c ( 15 ) 

donde Z c es la impedancia intrínseca dei material conductor que constituye las pa- 
redes de la cavidad. 

Al sustituir estos resultados en (11), se tiene para la Q de una cavidad rectan- 
gular con un modo TE ím0 

O = v i;_(k l/ mx l ) 2 -Kl 

ReZ c XJlZ| 2 (/z 1 /mx 1 ) 2 y 1 z 1 + [(/zj/mx ,) 2 + l]x,z, + 2x í y l ^ 

Para una cavidad cuadrada (xj = z,) y un modo TE 110 


q = 2 Po n f 


Z c 2 (y 1 z 1 -)- XjZ i + 


_ 2n 0 nf _volumen de la cavidad 


(17) 


Re Z c área de la superfície interior de la cavidad 


o bien 



S área de la superfície interior de la cavidad 


volumen de la cavidad 


(18) 



Figura 13-53. Disminución de 
energia almacenada con el tiempo 
en un resonador. La energia oscila 
de sólo eléctrica en un instante a 
sólo magnética luego de 1/4 de pe¬ 
ríodo. 


Ptef iodos 
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Guta <te onda 
Resonador de cavidad 


Rasonador de cavidad 


—i ti 


E 


-VL 


Uneasooaxiates-3 F 

(a) 


Unea de campo magnético 



Haz de electrones 
/ 


ib) 

\ Haz de electrones 

V 


t' t 


LjJ 

lll E 


_rin__ 


1 

I 

(c) 


í 

(d) 


Figura 13-54. Sección transversal a través de resonadores de cavidad rectangular mostrando acopla- 
mientos (a) con líneas coaxiales, ( b ) con una guia de onda rectangular hueca, y (c) y (d) a haces de 
electrones. 


donde õ = 2 Re Z c /a>fi 0 = l/e de profundidad de penetración. Para el cobre 

ô = 6.6 x ÍO' 2 /^. Sí*! = Zi = 100 mm y >v=50mm, se tiene que la longitud 
de onda resonante X = 141 mm y Q = 17 500 (adimensional). 

En la figura 13-54 se ilustran diversos métodos para el acoplamiento de reso¬ 
nadores de cavidad para una cavidad cuadrada con modo TE m . En la figura 
13-54a se muestran acoplamientos a líneas coaxiales. Estos incluyen una sonda 
eléctrica en el centro de la cavidad (E = máx) y una espira de corriente en lapared 
(H = máx). El acoplamiento a una guia rectangular hueca puede ser por medio 
de un orifício en la pared de la cavidad, como en la figura 13-546. El acoplamien¬ 
to a un haz de electrones puede lograrse con orifícios en las superfícies superior e 
inferior de la cavidad, como en la figura 13-54c. Aqui los electrones se mueven 
paralelamente al campo eléctrico donde éste es un máximo. Para reducir el tiem- 
po de trânsito de los electrones, la cavidad puede modificarse como en la figura 
13-54 d. 


13-18 MODOS 

En la figura 13-55 se muestran diferentes modos en líneas de transmisión y en 
guias de onda (TEM, TE J0 , TE 0 i, TE n , TM 01 ,TM 0 y TE 0 ) y en cavidades 
(TE 110 y TM 01 ) para su comparación. 
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Figura 13-55. De arriba a abajo: ondas electromagnéticas en líneas de transmisión, en guias de onda 
huecas, en guias abiertas y en cavidades. En las guias abiertas (tercer renglón arriba) la propagación 
de onda es de izquierda a derecha; sin embargo para la lamina dieléctrica la dirección de ta onda es ha- 
cia afuera de la página (misma que para las guias de onda y líneas de transmisión de arriba). 


PROBLKMASt 


Grupo 13-1: Secciones 13-1 a 13-4. Gula de planos paralelos y guia rectangular hueca 

13-1-1. Guia rectangular. Una guia de onda rectangular llena de aire tiene una sección transversal de 
50 mm por 100 mm. Si la frecuencia es de 1.6 veces la frecuencia de corte, encuéntrese (a) la longitud 
de onda de corte para el modo dominante y (b) Ia velocidad de fase en la guia. . r 

t Las respuestas a los problemas marcados con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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13-1-2. Guia rectangular. Una guia de onda rectangular llena de aire tiene una seccíón transversal de 
10 mm por 100 mm. Si la longitud de onda es de más de 150 mm, encuêntrese (a) el modo o modos 
transmitidos y (b) la velocidad de fase en la guia de onda a una longitud de onda de 150 mm. Exprése- 
se en términos de c (velocidad de la luz). 

*13-1-3. Guia de onda cuadrada. <\Qué modos son pasados en longitudes de onda mayores de 80 mm 
para una guia de onda cuadrada de 100 mm por lado? 

13-1-4. Guia de onda rectangular. Una guia de onda rectangular hueca llena de aire tiene como di¬ 
mensiones de la sección transversal J i =40 mm y z, = 50 mm. (ff) A frecuencias por abajo de 8 GHz 
t,qué modos transmitirá esta guia dei tipo TE y TM? (ó) Encuêntrese la razón de la velocidad de onda 
en la guia a la velocidad en el espacio libre para cada uno de los modos si / = 1.7 f c . 

13-1-5. Guia de onda rectangular. Ângulo de reflexión. Encuêntrese el ângulo de reflexión 0del modo 
TE 10 para una guia de onda rectangular de 40 mm por 80 mm de sección transversal con E paralelo al 
lado corto a una longitud de onda de (ff) 120 mm, (ó) 135 mm y (c) 150 mm. 

13-1-6. Guia rectangular. Onda TM. Demuéstrese que las componentes dei campo para una onda TM 
en una guia de onda rectangular hueca de un solo conductor (véase Fig. 13-10) están dadas por 
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Grupo 13-2: Secciones 13-5 a 13-8. Guia cilíndrica y atenuación por arriba y abajo dei corte 

*13-2-1. Guia cilíndrica. Una guia de onda cilíndrica llena de aire tiene un diâmetro de 100 mm. (ff) En- 
cuéntrese la longitud de onda de corte para el modo TE 01 de baja pérdida. (ó) Al 99% de esta longitud 
de onda <,qué otros modos pasarán? 

13-2-2. Guia cilíndrica, (o) Una guia de onda cilíndrica llena de aire tiene un diâmetro d = 75 mm. 
Para frecuencias por abajo de 5 GHz, ^qué modos transmitirá esta guia dei tipo TE y TM? ( b ) En- 
cuèntrese la razón de la velocidad de la onda en la guia a la velocidad de la misma en el espacio libre 
para cada uno de los modos si / = 1 2f \. c 

13-2-3. Guia cilíndrica. Atenuación. Una guia de onda cilíndrica llena de aire tiene un diâmetro d — 
50 mm. (a) Encuêntrese la frecuencia de corte para los siguientes modos: TM 0 i,TM 02 ,TM, ,, TM 12 , 
TE 01 , TE 02 , TE n y TE, 2 . {b) Encuêntrese la razón de la velocidad de la onda en la guia a la veloci¬ 
dad en el espacio libre para cada uno de los modos si / = 1,3£ . (c) Si la guia de onda es de cobre, en- 
cuéntrese la atenuación en decibeles por metro para cada uno de los modos a 1.3/’. 

13-2-4. Guia cilíndrica. Potência. Demuéstrese que la potência promedio transmitida por una guia 
cilíndrica perfectamente conductora trabajando en el modo TE, , está dada por 
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13-2-5. Guia de planos paralelos. Atenuación TE. Demuéstrese que la constante de atenuación para 
una onda TE, 0 a frecuencias arriba de la de corte en una guia plana paralela infinita es 


2 Re Z c (A 0 /2 d) 1 

d Re z * yi - (a 0 /2 i) 1 


(Np m *) 


donde Re Z Q — parte real de impedancia intrínseca dei medio de la pared (conductor), Q 

Re Z d = parte real de impedancia intrínseca dei medio qué llena la guia (dieléctrico), ft 
d = espaciamiento entre paredes, m 
A 0 = longitud de onda en un medio no limitado, m 

13-2-6. Guia de planos paralelos. Atenuación TE. Demuéstrese que La constante de atenuación para 
una onda TE m0 a frecuencias arriba de la de corte en una guia plana paralela infinita de espaciamiento 
d es 


_ReZ c 2(A 0 /A^) 2 

d Re y/l - 


donde es la longitud de onda de corte. 

*13-2-7. Línea plana paralela. Atenuación TEM y TE. En una líneade transmisión llena de aire plana 
paralela infinita o una guia de las mismas características de 15 mm de espaciamiento, encuéntrese la 
constante de atenuación a para una onda TEM y una onda TE 10 a 12 GHz. Los planos son de cobre. 

13-2-8. Guia de planos paralelos. Atenuación TM. En una guia plana paralela infinita demuéstrese 
que a una longitud de onda A n , menor que la de corte, la constante de atenuación para una ondaTM 1(1 es 


2a 

sfi - (A 0 /26) 2 


donde a = constante de atenuación para una onda TEM 
b = espaciamiento entre los planos paralelos 


*13-2-9. Guia hueca. Atenuación. i,Cuál es la constante de atenuación y. en decibeles por metro para 
una guia de onda hueca de un solo conductor a una frecuencia aplicada de 0.85 veces la frecuencia de 
corte mínima para la guia? 

13-2-10. Guía cilíndrica. Campos TM. Demuéstrese que las componentes de campo para una onda 
TM en una guía de onda cilíndrica hueca (véase Fig. 13-19) están dadas por 
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viajera £= 75mVm 1 , encuéntrese la potência promedio por unidad de área que se pierde en el me¬ 
dio conductor. 

13-3-4. Lâmina de corriente de una onda superficial. Una onda TEM se desplaza en el aire en forma 
paralela a la frontera plana de un medio conductor. Demuéstrese que si K = p s t\ donde K es la densi- 
dad de corriente pelicular en amperes por metro, p s es la densidad de carga superficial en coulombs 
por metro cuadrado y v es la velocidad de la onda en metros por segundo, se sigue que K = H t donde 
H es la magnitud dei campo H de la onda. 

13-3-5. Impedancia TE 10 de una guia rectangular. En una guia rectangular hueca con modo TE i0 , 
compruébese que la razón de la tensión V entre la parte superior e inferior de la guia (a Ia mitad) res- 
pecto a la corriente longitudinal / dentro de la superfície interior superior o inferior es una impedancia 
dada por 


donde = altura de la guia 
Z] = ancho de la guia 
Z y2 = impedancia transversal 

13-3-6. Impedancia TE de guia rectangular. Demuéstrese que la impedancia transversal de una onda 
TE en una guia rectangular es igual a Z yz = Z d {ljk 0 ), donde Z â es la impedancia intrínseca dei medio, 
/ la longitud de onda en la guia y À 0 la longitud de onda en un medio no limitado dei mismo material 
que llena La guia. 

13-3-7. Impedancia TM de guia rectangular. Verifiquese que la impedancia transversal de una onda 
TM en una guia rectangular es igual a 



13-3-8. Velocidad de grupo en una guia de onda rectangular. Demuéstrese que la velocidad de grupo 
u en una guia de onda rectangular hueca de un solo conductor (igual a la velocidad de transporte de 
energia) está dada por 




donde A 0 = longitud de onda en un medio no limitado 
k oc = longitud de onda de corte 

Tanto .A„ como Â üt ; deben distinguirse de Â, la longitud de onda en la guia. Se concluye que uv = rl , 
donde v es la velocidad de fase en la guia y v 0 es la velocidad de fase en un medio no limitado. 

13-3-9. Potência de una onda superficial en un conductor con recubrimiento. Demuéstrese que para 
un conductor recubieno con un dieléctrico, como en la figura 13-366, la razón de la potência transmi¬ 
tida en el dieléctrico P d a la potência transmitida en el aire P u está dada por 
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donde d es ei espesor dei recubrimiento dieléctrico. 

*13-3-10. Corte de una onda superficial en un conductor recubierlo. Una lâmina plana perfectamente 
conductora de gran extensión tiene recubrimiento dieléctrico (í r = 3) de espesor d = 5 mm. Encuén- 
trese la frecuencia de corte para el modo TM f) (dominante) y su atenuación por unidad de distancia. 

*13-3-11. Guia de fibra infrarroja. Una guia de fibra tiene un núcleo de índice 1 .53 y revestimiento (en- 
vainado) de índice 1.51. Para/. = I hállese el ângulo máximo 0 V en que los rayos entrarán en la 
fibra y quedarán atrapados. 

*13-3-12. Diâmetro dei núcleo de una fibra infrarroja. (ff). Encuéntrese el diâmetro dei núcleo que se 
requiere para un modo único de propagación en una guia de fibra a la longitud de onda infrarroja de 
1.1 /jm si el índice dei núcleo es 1.54 y el índice dei revestimiento es 1.535. ( 6 ) Búsquese el ângulo má¬ 
ximo de entrada 0 r . 

*13-3-13. Atenuación en una guia de fibra infrarroja. Una guia de fibra de índice complejo 
1 54 , 1-/10 10 opera a una longitud de onda de 1 /*m, /< r = 1 y <7 = 0. Encuéntrese la atenuación 
en dB por kilometro. 


Grupo 13-4: Secciones 13-17 a 13-18. Resonadores de cavidad 

13-4-1. Cavidad cuadrada. Un resonador de cavidad cuadrada de x mm por lado tiene una profundi- 
dad de x/4 . A una longitud de onda de /.„ = 10 mm encuéntrense para el modo TE , j n (ff) x para reso- 
nancia y ( b ) Q si la profundidad \/e de penetración en las paredes de la cavidad es de I /im. 

*13-4-2. Cavidad cilíndrica. Un resonador de cavidad cilíndrica de altura igual a su radio funciona a 
/ 0 = 10 mm en el modo TM Ü2 de guia cilíndrica. Encuéntrese (ff) el diâmetro d de la cavidad y ( b ) Q si 
o z= ;40 MU m 1 en las paredes de la cavidad. 

13-4-3. Cavidad cilíndrica con oro depositado. Repítase el problema 13-4-2 para el caso en que las pa¬ 
redes de la cavidad estén recubiertas con oro. 

*13-4-4. Cavidad cuadrada. Repítase el problema 13-4-1 para el caso en el que a = 40 Mü m ~ 1 para 
las paredes de la cavidad. 

13-4-5. Cavidad cuadrada con oro depositado. Un resonador de cavidad lleno de aire funciona en el 
modo TE 1|0 . La cavidad es cuadrada, v, = -- 80 mm, con altura t i = 35 mm La cavidad está 

hecha de cobre y está recubierta con oro por dentro. Búsquese (ff) la frecuencia de resonancia, ( b ) la 
longitud de onda de resonancia y (c*> Q. 

*13-4-6. Cavidad cilíndrica con recubrimiento de plata. Un resonador de cavidad está construído de 
una sección corta de tubo cilíndrico de diâmetro d y cerrado en ambos extremos por medio de placas 
planas separadas por d/2. La cavidad es de bronce y está recubierta con plata en el interior, (ff) <,Cuál 
es el valor requerido de d si la cavidad va a funcionar en su modo dominante en una banda K (10 
mm)? ( b ) /.Cuánto es la Q1 

13-4-7. Comparación de Qs. Compárense los valores de Q que se pueden obtener con un circuito ca- 
pacitor inductor en paralelo y una sección en cortocircuito de línea de dos conductores, una sección en 
cortocircuito de línea coaxial, un resonador de cavidad, un cristal de cuarzo, una molécula de amo¬ 
níaco y un átomo de cesio (iransición hiperfina dei estado base dei cesio 133). 


Grupo 13-5: Aplicaciones práclicas 

13-5-1. Ancho de banda de una guia de onda. Guia H. Una guia de onda rectangular de banda L ta- 
mano cslándar tiene dimensiones interiores de 83 mm por 166 mm. (ff) /,En què intervalo de frecuen- 
cias puede funcionar la guia en el modo 1 E 10 únicamente? {b) i,Es deseable trabajar en lodo este 
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intervalo? (c) Para extender d intervalo de frecuendas dc Ia guia, se instaían rebordes a Io largo de Ias 
superfícies superior e inferior (donde E es un máximo) en una forma similar a la mostrada en la figura 
13-24/para d reentrante de Ia guia en forma de H, Por Ja seíección apropiada de ias dimensiones de 
las salientes la ra/.ón de frecuendas de corte emre los modos TE , „ y TE,,, puede incrementara: hasta 4 
a I en eomparacíón de la razón 2 a l para una guia rectangular estándar. Dénse las dimensiones de las 
salientes y e! ancho de banda usual esperado. 

* 13-5-2. Transí d ón abocinada de guia con corrugaciones. Para redudr los lóbulos laterales de una an- 
rena de bocina o abocinada (véasc Cap, 14) su interior puede corrugarse para evitar ondas que se 
difracten airededor de su borde (o que fluyan comentes super fida les airededor dei borde y regres en 
por d lado externo). Una guia de onda circular abocinada con corrugaciones se muesira en secdón 
transversal en la figura P] 3-5-2, En la secdón de transidón la profundídad de corrugación cambia de 
ki }' en donde las corrugaciones actúan como una superfície conduciora, a A/4, en donde las corruga- 
dones actúan como una región abierta. Las corrugaciones son equivalentes a secciones de lineas de 
transmisión, donde una linea cortada a / 2 presema un cortocircuito mientras que una linea cortada a 
a/4 presema un circuito abierto, CalcúJese la impedancia dc superfície para corrugaciones {a) A/2 de 
profundídad, |/ de profundídad y (c) A/4 de profundidade Las ranuras están llenas de aire. (d) Pa¬ 
ra las dimensiones mostradas, ^cuánto más larga es La longitud de onda de corte de Ja guia para ei mo¬ 
do xxxxi? [e) ^Cuánto más larga es la longitud de onda de corte para d modo TM 01 ? \J) ^Cuàl cs ei 
ancho de banda dei dispositivo? (g) iCuán critico esel espacíamiento A/10 entre corrugaciones 7 [Guta 
y bocina corrugada Re de T. $. Chu, R. W. Wilson, R. W. England, D. A. Cray yW.E, Legg, Crau- 
íord Hill 7-m MiUimeier Wave Antenna, BellSyst. Tech. Jour., 57:1257-1288 (mayo-junio, 1978), j 



Figura P13-5-2, Sección transversal de bocina corrugada de alimentación de guia de onda con transi- 
ción corrugada. 


*1 3 5 u, C ° mUnÍCaCÍÓn e " ,Ünel ‘ (a) En un servicio de comunicaciones que usa unidades móviles es 
deseable que la coraunicación se mantenga aunque sus automóviles y camiones equipados con radio se 
encuentren en un túnel para vehículos. Si ei diâmetro dei túnel más pequefio que se encuentra es de 
m, icuál es la frecuenoa más baja que puede emplearse? (b) iQuè puede instalarse en el túnel para 
permitir a comumcacion a frecuendas más bajas? No se permiten convenidores de frecuenda Suge- 
rencia: el tunel es una guia de onda. iQué puede instalarse de manera que transmita ondas TEM 7 


*l:3-S4. Ondas a través de ventanas. Un edifício de estruetura metálica tiene aberturas.para ventanas 

ui P °, r °' 5 m ' ‘ ,Cual es la longitud de onda más lar 8 a Que puede penetrar fácilmente al interior 
dei edifício? 
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13-5-5. Guia de onda de banda K. La región de longilud de onda alrededor de los 10 mm es conocida 
comúnmente como la banda K, la de 30 mm como la banda X y la de 100 mm como la banda S. Disê- 
fiese una guia de onda rectangular para transmitir ondas de banda K dei modo TE 10 con atenuación 
mínima y con cambio mínimo de velocidad en el intervalo de longitud de onda de 9 a 11 mm. La guia 
debe ser incapaz de pasar otro modo cualquiera queel TE 10 (como el TE 0I ) en este intervalo de longi¬ 
tud de onda y ninguna clase de onda en longitudes de onda mayores que 15 mm. El resultado debe 
darse en forma de dibujo con dimensiones. 

13-5-6. Euga de un horno electrónico. Los calentadores dielèctricos de radiofrecuencia se usan 
ampliamente en muchos procesos industriales, en particular para modelado por inyección de plásti¬ 
cos. El calentamiento se produce por histèresis dieléctrica. Otra aplicación de este efecto de calefac- 
ción es para cocinar en hornos de microondas. El horno consiste en un resonador de cavidad conecta¬ 
da a una fuente de potência de microondas. Disènese tal horno de microondas para trabajar a 2 450 
MHz, con potência de RF de 750 W y un volumen dei horno de 200 mm por 400 mm por 400 mm. (a) 
i,Cuál es la capacidad máxima de elevación de temperatura posible para 3 kg de material dieléctrico 
con permitividad compleja = 4 + j\ si su calor específico es 5 J g* 1 C" 1 ? (A) Si el horno tiene una 
ventana cubierta por una reja metálica, hállense las especificaciones de la rejílla o malla, el material, el 
tamano dei alambre, y el tamafio de agujero requerido para mantener la pèrdída de radiación a través 
de la rejilla en menos de 10 mW cm -2 . También es importante que los alambres de la rejilla estèn uni¬ 
dos en todos los puntos de contacto (c) Describanse el modo o los modos de onda estacionaria en el 
horno y los médios (como ventilador o paletas) que pueden usarse para “agitar” el diagrama de onda 
estacionaria. ( d) <\Cómo pueden sellarse las orillas de la puerta dei horno para evitar la fuga de ra¬ 
diofrecuencia? 

13-5-7. Comunicación lunar. Expliquense las posibilidades de usar modos de onda superficiales de 
placa dieléctrica para comunicación de radio en la Luna a grandes distancias (I 000 km o más). Nótese 
que la Luna no tiene ionosfera. Vèase, por ejemplo, W. W. Salisbury y D, L. Fernald, Post- 
occultation Reception of Lunar Ship Endeavour Radio Transmission, Nature, 234:95 (noviembre 12 
de 1971) también A. F. Wickersham, Jr., Generation, Detection and Propagation on lhe Earth of HF 
and VHF Radio Surface Waves, Nature, 230:125-130 (abril 5 de 1971). 

13-5-8. Guia de Gigawalts. Diséfiese una guia de onda para manejar niveles de potência de gigawatts, 
con atenuación mínima en una distancia de 20 km a 1 GHz. Considérese el uso de una guia cilíndrica 
en un modo o modos que son de un orden mucho mayor que el modo dominante. 

13-5-9. Líneas v guias para Ioda aplicación. Selecciónese un tipo apropiado de línea de transmisión o 
guia de onda para frecuencias, aplicaciones y longitudes de línea como sigue; {a) medición de baja 
tensión de cc, longitud de 5 m, ( b ) línea de potência enterrada de 1 MV de cc, longitud de 10 km, (c) 
línea llexible de potência de baja tensión a 60 Hz (10 kW) 50 m, {d) circuito de audio de ancho de 
banda de 500 Hz a 5 kHz, aplicaciones telefónicas ordinárias a una distancia de 50 km con 100 de tales 
circuitos en un haz en forma de un cable compacto con mínima diafonía, (e) línea de dos conductores 
de 100 kHz de 600 Q desde transmisor de 100 kW a amena, distancia 1 km, (/) línea enterrada de 2 
MHz de 50 Q y 50 kW dei transmisor a la antena, distancia 500 m, (g) linea de 5 a 25 MHz de una an¬ 
tena de onda corta al receptor, distancia 500 m, (/?) línea de 300 n de 54 a 890 MHz de amena recepto¬ 
ra a un receptor de TV a través de ruido electromagnético bajo, distancia 50 m, (/) mismo que (A) pero 
a través de ruido elevado, distancia 200 m, (j) linea o guia de 1.42 GHz con ancho de banda de 6 MHz 
entre antena de radiolelescopio y receptor, distancia 10 m, pèrdida lo más baja posible, (k) linea o 
guia de 3 GHz (banda S) con ancho de banda de 10 MHz de transmisor de radar de 100 kW a amena, 
distancia 10 m, (/) línea c guia de 30 GHz (banda K) con ancho de banda de 10 GHz entre antena de 
radiolelescopio y receptor, distancia 10 m, (m) linea o guia de 100 GHz con ancho de banda de 10 
GHz para transmisión de datos, entre amplificadores, distancia 5 km. Algunos de los tipos que se 
pueden escoger son como sigue: par trenzado o paralelo de dos conductores, dos conductores con 
blindaje, línea coaxial (con dieléctrico), linea coaxial (con airc), línea de cima, y guia de onda (rectan- 
gular o circular) en modos dominantes o de orden superior. Especifiquense las dimensiones dei 
conductor o de la guia y el material en todos los casos. También expliquense las razones para la selcc- 
ción, ineluyendo atenuación, coslo, etc. 
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13-5*10. ^Efecto de difracción? Manténgase una mano entre un ojo y una làmpara o área brillante, 
con ei índice muy cerca pero sin llegar a tocar el pulgar. Explíquese el fenómeno que se observa al mi¬ 
rar el espado entre el dedo y el pulgar. Sugerencias: considérense modos de orden superior entre dos 
fronteras paralelas; considérese la difracción. Este efecto se puede notar siempre que se vea un área 
iluminada a través de una ranura angosta. 







ANTENAS Y 
RADIACIÓN 



14-1 INTRODUCCION 

Al explicar las líneas de transmisión y guias de onda en el capítulo 13, la aten¬ 
dem se centró en la energia guiada a lo largo dei sistema. Se le prestó poca aten¬ 
dem a la radiación, es decir, la perdida de energia en el espacio libre. Mientras 
que las líneas de transmisión o las guias de onda están hechas normalmente de 
manera que la radiación se haga mínima, las antenas están disenadas para 
radiar (o recibir) energia en la forma más efectiva que sea posible. 

En la figura 14-lo se muestra una línea de transmisión de dos conductores, 
conectada a un generador (o transmisor) de RF. A lo largo de la parte uniforme 
de la línea, la energia es guiada como una onda plana de modo TEM con poca 
pérdida. El espaciamiento entre los conductores se supone que es una pequena 
fracción de longitud de onda. A la derecha, la línea de transmisión está abierta. 
Conforme la separación se aproxima al orden de una longitud de onda o más la 
onda tiende a ser radiada, de manera que la línea abierta actúa como antena que 
lanza una onda al espacio libre. Las corrientes en la línea de transmisión fluyen 
hacia la antena y terminan ahí, pero los campos asociados con ellas prosiguen. 
Para ser más explícitos, la región de transición entre una onda guiada y una on¬ 
da en el espacio libre se puede definir como una antena. 

La antena se ha descrito como un dispositivo de transmisión. Como dis¬ 
positivo receptor la definición se invierte y una antena es la región de transición 
entre una onda en el espacio libre y una onda guiada. Entonces, una antena es 
un dispositivo de transición, o transductor entre una onda guiada y una onda en 
el espacio libre o viceversa. Enunciada en otra forma, una antena es un dis¬ 
positivo que sirve de enlace o acoplamiento entre un circuito y el espacio. 

Entonces, en la figura 14-lb, la antena aparece vista desde la línea de trans¬ 
misión como un elemento de circuito de dos terminales, con una impedancia Z 
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o antena en tres dimensiones 

Ííi) 


Espacio 



Figura 14-1. ( a ) La antena como región de transición entre una onda guiada y una onda en el espacio 
libre o viceversa. ( b ) Representación automática de antena como dispositivo de transición entre una 
impedancia de circuito y un campo de radiación. La antena maneja electrones en los conductores y fo- 
tones en el espacio. El ojo es uno de estos dispositivos. 

que tiene una componente resisti va llamada resistência de radiación R r , mien- 
tras que desde el espacio libre la antena se caracteriza por sus configuraciones o 
patrones de radiación que contienen cantidades de campo. 

La resistência de radiación R r no tiene nada que ver con cualquier resistên¬ 
cia en la antena misma, sino que es una resistência acoplada desde el espacio a 
través de un patrón de antena a las termjnales de la antena 

Asociada con la resistência de radiación está también la temperatura de an¬ 
tena T Á . Para antenas sin perdidas esta temperatura no tiene nada que ver con 
la temperatura física de la antena misma, sino que se relaciona con la temperatura 
de regiones distantes dei espacio acopladas a la antena por medio de su patrón o 
diagrama de radiación. En realidad, la temperatura de antena no es tanto una 
propiedad inherente de la antena misma cuanto un parâmetro que depende de 
las temperaturas de las regiones a las que la antena está “observando”. En este 
sentido, una antena receptora puede considerarse como* detector .o sensor re¬ 
moto, dispositivo de medición de temperatura. 
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Figura 14-2. (a) Diagrama o patrón de campo de antena con sistema coordenado. ( b ) Diagrama de 
potência de antena en coordenadas polares (escala lineal), (c) Diagrama de antena en coordenadas rec- 
tangulares y escala en decibeles (logarítmica). Los diagramas (b) y (c) son los mismos. 


Tanto la resistência de fadiación R r como su temperatura T Á son canti- 
dades escalares simples. Los patrones o diagramas de radiación, por otro lado, 
son cantidades tridimensionales que toman ep cuenta la variación dei campo o 
la potência (proporcional al cuadrado dei campo) en función de las coordenadas 
esféricas 0 y (j>. La figura \A-2a muestra un patrón dei campo con distancia 
radial r proporcional a la intensidad de campo en la dirección 0, <j>. El patrón o 
diagrama tiene su lóbulo principal (radiación máxima) en la dirección z {() = 0) 
con lóbulos menores (lateral y posterior) en otras direcciones. 

Para especificar por completo el patrón de radiación respecto a la inten¬ 
sidad dei campo y la polarización se requieren tres patrones: 
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E 0 (0, 0), la componente 0 de E en función de 0 y 0 
E^.0, 0), la componente 0de E en función de 0 y 0 
<5(0, 0), la diferencia de fase de £ # (0, 0) y £,(0, 0) en función de 0 y 0 


o un 


Para muchos propósitos, un patrón o diagrama dei vector de Poynting S(0 0) 
patron de potência normalizado P„(0, 0), es útil.t Entonces, ’ 

S(0. 0) 


P«(0, 0) = 


S(0, 0) 


máx 


d) 


donde S(0, 0) = [Eftfl, 0) + E$(fl, 0 )]/z o 
0máx) = valor máximo de S(0, 0) 

en lí?' d f eStOS patrones . de «mpo o de potência puede presentarse 
en coordenadas esfencas tndimensionales, como en la figura 14-2a, o por medio 

de cortes planos a lo largo dei eje dei lóbulo principal. Dos de tales cortes en 
ângulos rectos. Mamados patrones p/anos principales (como en los planos xz y yz 
en la figura 4_2<7) pueden bastar para una única componente de campo y, si el 
patrón o diagrama es simétrico alrededor dei eje z, un corte es suficiente. 

a , gur ® , es un patrón P Iano principal en coordenadas polares y, 
para mostrar los lóbulos menores con mayor detalle, se presenta la misma con- 

o de a dtL e . n J a í gU , ra 14 f “ C00rdenadas retangulares en escala logarítmica 
o de decibeles. Si el patron es simétrico, la configuración tridimensional seria 

una figura de revolucion de la figura 14-26 alrededor dei eje dei lóbulo principal 
semejante ai patrón de Ia figura 14-2a. pnncipai 

Si bien las características dei patrón de radiación de una antena contienen 
campos vectonales tridimensionales para tener una representación plena, existen 
vários parâmetros escalares simples que pueden proporcionar toda lk info“ 
mación requerida dei patrón para la mayor parte de las aplicaciones de inge- 

ZLwTmZUT°f' dodelhn 

la iMe8ral del pa,r6 “ de P0Mda 




<t>)dÇl (sr) 


( 2 ) 


4rr 


donde dÇl = sen 9 d9 d<j> (véase Fig. 2-24). 

Este ângulo sólido con frecuencia puede describirse, aproximadamente, en tér¬ 
minos de los ângulos subtendidos por los puntos de potência media en los dos 
p anos principales; una aproximación útil que incluye estos ângulos es que 


a 


0 HP 0 


HP 


(sr) 


(3) 


diawImS n ° ,aF f qUC 13 ríSÍ ' ,CnCÍa de radiaeión ' la ‘emperatura de antena y los patrones o 

* szzssr* E ° io! s ”—*■ 

í Distinguir cuidadosamente entre íl, para ângulo sólido del haz y fi para ohms. 
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donde 0 HP y <t> HP son los anchos dei haz de potência media entre dos planos 
principales. La directividad de una antena estâ dada por la razón dei vector de 
Poynting máximo al promedio. Por consiguiente. 


rn 4>Ux 1 ff W’® dn = — 

m <t>) pmm 4n JJ S(0, <A) máx n A 


(4) 


Cuanto menor sea el ângulo sólido dei haz (o ancho dei haz de potência me¬ 
dia) mayor será la directividad. 

Si una antena tiene un lóbulo principal con ambas HPBW = 20°, su direc¬ 
tividad es aproximadamente 


D _ 4ti (sr) _ 41,253 (deg 2 ) _ 41,253 (deg 2 ) 

Ot(sr) 20° x 20° 

= 103 = 20.1 dB (dB isotrópicos arriba) (5)t 

lo que significa que la antena radia una potência en la dirección dei lóbulo prin¬ 
cipal que es 103 veces mayor de la que se radiaria por una antena no direccional 
(isotrópica) con la misma entrada de potência. 

Para una antena isotrópica, que radia con igual forma en todas direcciones 
[P„(0, <j>) = 1], Q a = 4tc y D = 1. Esta es la directividad mínima que una ante¬ 
na puede tener. Para antenas más directivas, Q A es menor que 4n y D es mayor 
que la unidad. 

La ganancia G es igual a la directividad para antenas sin perdidas. Si existe 
pérdida, lá ganancia es menor que la directividad. Entonces, la ganancia G = 
kD, donde k = factor de eficiência (0 < k < 1). 

La abertura útil o eficaz se describirá con la operación de antenas como un 
dispositivo receptor. Así pues, si una onda plana con Vector de Poynting S in¬ 
cide perpendicularmente en Ia abertura de una antena de bocina, como en la 
figura 14-3, la potência recibida P depende de la abertura de colección o útil de 
la antenâ y está dada por P = SA e , a partir de la cual la abertura útil está dada 
por 


A* = j; (m 2 ) (5o) 

donde P = potência recibida, W 

S = vector de Poynting incidente, W m“ 2 

Para una antena grande de bocina con un área o abertura de colección en forma 
de embudo, su abertura útil A e es menor que su abertura física o sección trans¬ 
versal. Esto se explica después en la sección 14-22. 


t 1 sr 
(grad 2 ). 



(grad 2 ) = 3 282.81 grad 2 , de manera que 4 tt sr = 41 253 grados cuadrados 
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Vector de Poynting 
incidente S 


Figura 14-3. Vector de Poynting incidente (watts por 
metro cuadrado) captado por una bocina en su abertura 
(área) útil o eficaz A c que da la potência recibida P. 


Más adelante se demostrará que la abertura útil o eficaz A e en la que la 
antena colecta energia de una onda que pasa, se relaciona también con el ângulo 
sólido dei haz Q Á por medio de la expresión 

X 2 

A ‘ = cT ( 6 ) 


donde X = longitud de onda, m 

Puesto que tanto la resistência de radiación de la antena como el patrón de 
radiación de la misma están determinados por la distribución de corriente de la 
antena, la resistência de radiación se relaciona con el patrón de radiación. Para 
demostrar esto en una forma elemental, considérese la potência radiada por una 
antena como dada por la integral dei vector de Poynting sobre una superfície 
que encierre a la antena. De acuerdo con la figura 14-2 a y de (1) y (2), se tiene 


Potência radiada = 



4ir 


S(0,4>) mi y jjp n (0, <t>)dn 

4 n 


= S(0,<t>) màx r 2 n A (7) 

Ahora, partiendo de la conservación de la potência, la potência radiada 
(para una antena sin pérdidas) debe ser igual a la entrada de potência en la an¬ 
tena o igual a I 2 R r , donde / es la corriente en la? terminales de la antena y R r es 
la resistência de radiación. Al igualar la potência que entra con la potência que 
sale, 


I 2 R r ^S(0 9 4>)^r 2 a A (W) (8) 

Entonces, la resistência de radiación es vista como una función dei parâmetro 
dei patrón Í1 A como dada por 




(9) 


Como ejemplo, considérese una antena con un campo isotrópico (no direc- 
cional) con un patrón dado por E à = 0 y 


Ik 


E< 


r 


(V m 1 rms) 


( 10 ) 









6® 2 Elect romagnet is mo 


Cap. Í4 


Cantidades espaciales 


Temperatura de 
de antena, T A 


de circuito 
Resistência de 
radiación, R r 


Cantidades 



Figura 14-4. Diagrama esquemáti¬ 
co de parâmetros básicos de antena 
que muestra la dualidad de una an¬ 
tena, dispositivo de circuito (con 
una resistência y temperatura) por 
un lado, y dispositivo espacial (con 
diagramas de radiación, ângulos 
de haz, directividad, ganancia y 
abertura) por el otro. 


donde / = corriente terminal rms, A 
r = distancia, m 
k = constante, 


Así pues, de (9) y (10) 



( 11 ) 


donde Z 0 = impedancia intrínseca dei espacio = 376.7 Q 

Puesto que la antena es isotrópica ÍP„(0 , <f>) = 1], Q A = An si, por ejem- 
plo, k = 60 íí, la resistência de radiación 



( 12 ) 


Para resumir: la antena, o región de transición entre una onda guiada o en 
el espacio libre, tiene una distribución de corriente que enlaza, por un lado, un 
dispositivo de circuito con resistência de radiación y temperatura de la misma y, 
por el otro lado, un dispositivo de espacio que tiene patrones de radiación con 
parâmetros asociados de ângulo sólido de haz, directividad, ganancia, y aber¬ 
tura útil o eficaz. Estas interrelaciones se muestran esquemáticamente en la 
figura 14-4. 

Las cantidades mencionadas en esta breve introducción serán tratadas con 
más detalle más adelante en este capítulo, con análisis y estúdio de vários tipos de 
antenas. Entre ellas se incluyen las antenas de dipolo, de espira, de hélice, de reflec- 
tor, de lente, de red y de interferómetro. El dipolo corto es la forma básica y se 
considera en primer término (en la Secc. 14-3). 


14-2 POTENCIALES RETARDADOS 

Al tratar con antenas o sistemas de radiación, el tiempo de propagación es un 
concepto de gran importância. Así, si una corriente alterna está fluyendo en el 
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,P 


/ 




Figura 14-5. Elemento corto por el que fluye corriente. 


elemento corto de la figura 14-5, el efecto de la corriente no se siente de manera 
instantânea en el punto P, sino sólo después de un intervalo igual al tiempo 
requerido para que la perturbación se propague en la distancia r. 

De acuerdo con ello, en lugar de escribir la corriente / como 


I = I 0 COS OJt 


(D 


que implica la propagación instantânea dei efecto de la corriente, puede in- 
troducirse el tiempo de propagación (o tiempo de retardot), como lo hizo 
Lorentz, y escribir 



( 2 ) 


donde [7] es llamada corriente retardada. Los corchetes [ ] pueden agregar se, 
como aqui, o indicarse de manera explícita que se trata de una corriente retardada. 

La ecuación (2) es una forma de enunciar el hecho que la perturbación en 
un tiempo t y a una distancia r dei elemento, es causada por una corriente [/] que 
ocurrió en un tiempo anterior t — (r/c). La diferencia de tiempo r/c es el inter¬ 
valo requerido para que la perturbación viaje la distancia r, donde c es la ve- 
locidad de la luz (300 Mm s _ J ). 

Adviértase que se trabajó con cantidades retardadas en el capítulo 10 en 
relación con la propagación de onda, aunque el término retardado no se usó. 
Por ejemplo, en el capítulo 10 se dio una solución a la ecuación de onda que 
contiene cos (ojt — /0c), que es semejante en forma a la función trigonométrica 
de (2) puesto que+ 



(3) 


+ Llamado tiempo de retardo o tiempo de retraso . porque la fase de la onda en Pse retrasa respecto 
a la fase de la corriente en el elemento en un ângulo orjc. 

+ La expresión cos {ou - flx): en el capítulo díe? se refiere a una onda plana que viaja en la di- 
rección x. La relación cos - (r <)] o cos (tot - jír\ se refiere a una onda esférica que viaja en 
la direccíón radiai Un punto imponante enlre una onda plana y una onda esférica es que una onda 
plana no experimenta atenuación (en un medio no iimitado) pero una onda esférica sí„ porque se 
expande en legiones más y más grandes conforme se propaga. 
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donde fi { — o/c — 2n/X) es la constante de fase. 

En la forma compleja (2) est 

[J] = 1 0 e Ji<at ~P r) (A) 


( 4 ) 


En la situación más general para la densidad de corriente retardada en un 
punto puede escribirse 


[J] = J 0 é>[' - = J 0 ^ ~ M (A m “ 2 ) 


( 5 ) 


Introduciendo este valor de la densidad de corriente en (5-22-10) para el 
potencial vectorial, se obtiene un potencial vectorial retardado que es aplicable 
en situaciones que cambian con el tiempo en donde las distancias incluídas son 
significativas en términos de la longitud de onda. Esto es, el potencial vectorial 
retardado es 




En forma semejante, el potencial escalar V puede ponerse en la forma 
retardada 



( 7 ) 


donde [K] = potencial escalar retardado, V 

[p] = p 0 e J01lt ~ irfL)] = densidad de carga retardada,C m~ 3 

14-3 ANTENA DE DIPOLO CORTO 

A menudo un conductor lineal corto se denomina dipolo corto. En la siguiente 
explicación, un dipolo corto es siempre de longitud finita aunque pueda ser muy 
corto. Si el dipolo es extremadamente corto, es un dipolo infinitesimal. 

Una antena lineal puede considerarse que está constituida por un gran 
número de dipolos cortos conectados en serie. Entonces, es útil el conocimiento 
de las propiedades dei dipolo corto para determinar las propiedades de dipolos 
más largos o conductores de forma más compleja, como los que se usan común- 
mente en la práctica. 

Considérese un dipolo corto como el que se muestra en la figura 14-6 a, La 
longitud / es muy corta en comparación con la longitúd de onda (/ A). Las 

placas en los extremos dei dipolo proporcionan carga capacitiva. La longitud 
corta y la presencia de esas placas producen una corriente uniforme / a lo largo 
de toda la longitud / dei dipolo. El dipolo puede energizarse por medio de una 

+ Se entiende en esta y en la siguiente sección que el valor instantâneo de la corriente está dado 
por la parte real (Re) de las expresiones exponencial como las de (4), (5), (6) y (7); esto es, las expre- 
siones son fasores pero con e ,v>l establecido explícitamente. 
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Figura 14-7. Relación de una antena dipolar 
con un sistema de coordenadas. 


yores que la longitud de onda, deben usarse los potenciales retrasados dados en 
(14-2-6) y (14-2-7). Por lo tanto , se tiene 


E 


V[P] - 


g[A] 

õt 


-v[P] - ma] 


(Vm’ 1 ) 


(4) 


y 


donde 



m = 1 f 

1 J 47t£ 0 J r 


dv (V) 

r 

[A] = ^ í ‘ dv (Wbm" 1 ) 

4n J v r 


( 5 ) 

(5a) 

(Sb) 


En virtud de cualquier configuración de corrientes y cargas los campos 
eléctrico y magnético están dados por (4) y (5), donde el potencial escalar retar¬ 
dado [V \ es una cantidad que depende sólo de las cargas (estacionarias) y el 
potencial vectorial retardado [A] es una cantidad que depende sólo de las co¬ 
rrientes. La ecuación (5) indica que el campo magnético H depende sólo de las 
corrientes, mientras que (4) indica que el campo eléctrico E depende tanto de 
las corrientes como de las cargas. Sin embargo, se mostrará más adelante que en la 
determinación dei campo de radiación (a distancias grandes de una distribución 
de corrientes y cargas) sólo se necesita considerar las corrientes. Puesto que los 
potenciales retardados se usarán exclusivamente en el desarrollo siguiente, se 
omitirán los corchetes por simplicidad, entendiéndose que los potenciales son 
retardados. 
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Ahora se procederá a encontrar los campos eléctrico y magnético en cual- 
quier punto a partir de un dipolo corto, determinando primero el potencial vec- 
torial y escalar y sustituyendo luego esos valores en (4) y (5) y desarrollando las 
operaciones indicadas. 

De acuerdo con las figuras 14-7 o 14-8, la corriente es enteramente en la 
dirección Z- En consecuencia, se deduce que el potencial vectorial retardado 
tiene sólo una componente z. Su valor es 


A., = IA 


H 0 I 0 r' i2 e í <“"“ w 


= m o r 
4n J _,, 2 


dz 


( 6 ) 


donde I 0 — amplitud (valor de cresta en el tiempo) de la corriente (misma en 
todos los puntos a lo largo dei dipolo), A 
l*o = permeabilidad dei espacio libre =400 tc nH m “ 1 
dz = elemento de longitud dei conductor, m 
o* = frecuencia angular ( = 2 nf, donde / frecuencia, Hz) 
t = tiempo, s 

s = distancia de dz al punto P (véase Fig. 14-8), m 
P = constante de fase, rad m _1 ,( = 27r/2) 

Si | a distancia desde el dipolo es grande en comparación con su longitud (r > /) 
y si la longitud de onda es grande comparada con la longitud (2 > /), puede ha- 
cerse s = r y despreciar las diferencias de magnitud y de fase de las contribucjo- 
nes de las diferentes partes dei alambre.t En esta forma (6) viene a ser 

„ Holol^'-^ 


t Si r es grande en comparación con / pero / no es grande comparada con /. puede ponerse s = r 
en el denominadcr de (6) y despreciar la diferencia de magnitud. Sin embargo, en tales casos debe 
retenerse .s en la expresron exponencial puesto que la diferencia de fase de las contríbuciones sí puede 
ser significativa. F 
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La carga eléctrica està confinada en los extremos dei dipolo; asi, si ahora se 
pone atención al potencial escalar retardado, se encuentra que su valor es 


fl (i> iK 1>I - f!s 1 > Vit ~l iS2Í \ 

v=~( --- (V) 

47Tí 0 \ X, S 2 ) 


( 8 ) 


donde q 0 = amplitud (valor de cresta en el tiempo) de la carga en los extremos 
dei dipolo, C 

s, = distancia dei extremo superior dei dipolo a P, m 
s 2 = distancia dei extremo inferior dei dipolo a P, m 


De acuerdo con (1) 


q = f / í/r = -r- 
J J«> 


(9) 


donde q = qo eji ‘" w = carga retardada, C 

/ = / 0 e iu "' ~ l>s] = corriente retardada, A 

Se concluye que q 0 = l 0 /j(o de manera que (8) puede volver a expresarse como 


V = 


/o 


4nc O jo 


JUot- (is i) 


JU'it - (i\ 2 ) 


( 10 ) 


Para r > /, las lineas de longitud y .s 2 desde los extremos dei dipolo al 
punto P pueden considerarse paralelas, como se muestra en la figura 14-9, de 
manera que s x = r — (l/2)cos() y s 2 = r 4- (1/2) cos 0. Sustituyendo éstos en (10) 
y factorizando queda 

f pMwt-M 
V = ~A -“ 

[/■ + {/ 2} cos //] cxp (./l/í/ cos (/) - [r — (/ 2)cos /í] cxp (jll cos //) 

v ^ _ 

(II) 

donde el término (/ 2 cos 2 0) 4 en el denominador ha sido despreciado por com- 
paracióncon r 2 puestoquer > /.Por el teorema de de Moivre,(l l)seconvierteen 


/ oí* 2 ' 


Hv)t - 0r) 


4nc 0 jo)r 2 


fíl cos 0 pl cos 0 

cos —-f j sen—- — 


r 4- - cos 0 
2 


fíl cos 0 


fíl cos 0 


l 


cos 0 


( 12 ) 


Puesto que se supone que la longitud de onda es mucho mayor que la lon¬ 
gitud dei dipolo (A > /), 
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„ „ PI COS 0 7tl COS 0 

COS--- = COS-- 

^ A 

flt cos 0 fit cos 8 
sen ———- ^ —■- 


(13) 


(14) 


Introduciendo (13) y (14) en (12) se reduce la expresión para el potencial 
caiar a 


es- 


V = 


Iole* 


liot ~ fir) 


cos 9 


4ne 0 c 


\r joj r 2 / 


(V) 


(15)1" 


donde / 0 - amplitud (valor de cresta en el tiempo) de la corriente, A 
/ = longitud dei dipolo, m 

co = frecuencia angular (= 2nf, donde /= frecuencia. Hz) 

P = constante de fase, rad m~ 1 ( = 2 tt/A) 
t = tiempo, s 

0 = ângulo entre el dipolo y el radiovector de longitud r al punto P adi- 
mensiona! 

e 0 = permitividad dei espacio libre = 8.85 pF m -1 
c = velocidad de la luz =300 Mm s~ 1 
j = operador complejo = 

'• = distancia desde el centro dei dipolo al punto P, m 

La ecuaciôn (15) da el potencial escalar retardado y (7) el potencial vectorial 
retardado a una d.stancia r y a un ângulo 0 dei dipolo corto. Las únicas restric- 
ciones son que r > l y A > l. antes de sustituir estos valores en (4) y (5) E v A se 
expresan en coordenadas polares. Entonces (véase Fig. 14-7) 


E — f£ r + + <j >E 4 


(16) 


+ Nótese que \k a c = = 376.70. 
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Figura 14-10. Descomposición dei potencial vectorial en sus com¬ 
ponentes A r y A iK 


A = rA r + ÒAq + ^A^ 


07) 


En este caso A tiene sói o la componente z. de manera que .4 4 , = 0, yde la figura 
14-10 

A r = A, cos 0 (17o) 

A g = -A z senO (17 b) 

En coordenadas polares para él gradiente dei potencial escalar se tiene también 


dV - I ÕV . J dV 
V V = r ——I- Ô —— + /i -í / 

dr r d() rsen ü õq) 


(18) 


Se deduce de ( 4 ) y de las relaciones de arriba que las componentes de E son 


cV . t n W 
E r = — jo)A r —— = -joiA. cos 6 — 


dr 


1 dV . „ .. 1 dV 

E 0 — —j(nA„ — - — — .fioA. sen 0 ^ 


1 dV 

v r sen 0 < r/> 


1 dV 


r sen 0 d(j) 


(19) 

( 20 ) 
( 21 ) 


Introduciendo ahora el valor de A, de (7) y V de (15) en estas ecuaciones, se en- 
cuentra que E# = 0 (puesto que V es independiente de qt>, le modo que 
dV/d<f) = 0) y también que 


( 22 ) 




(23) 


Centrando la atención ahora al campo magnético, puede calcularse con (5). En 
coordenadas polares el rotacional de A es 
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V x A = 


rsen 


°L 


písen^ A$) 
Õ<> 


<' 4 > J 


+ _* p-ç 

ô(r sen 0)A l J 

1 . *1 

pM „) PaJ 

rsenil ^<70 

Sr J 


L dr ~ õtí J 


(24) 


/ , -> -p ™ —■>■■■■»»piimcroy cuanoae(24)soncero. De(7), (\7a) v 

( ) se nota que A y A„ son mdependientes de 0. de manera que !os términos 

segundo y terceto de (24) son también cero. Emonces, puesto que sólo los dos 

U " m “ ! !'™ ino ; d ' ,£•) “"l-ibuyen. V X A sàloun, co m p„„ e „,e TZ 

resukadTen Í5^s en |í 24) ' de * arrol Jf" do,as °P™ones indicadas y al sustituireste 
resultado en (5), se llega a H r = = 0 y que 



(25) 


Emonces los campos eléctrico y magnético dei dipolo tienen sólo tres componen¬ 
tes, E b 9 y H+. Las componentes £*. H, y H „ son en todas partes cero 

Cuando r es muy grande, los términos que tienen l/r 2 y l/r 3 en (22) (23)W251 
pueden despreciarse en comparación con los términos que llevan l/r. Emonces en 

LZ* P °F ,an< L Er T desprec,able y efec tivamente se tiene sólo dos componentes de 
campo, E e y dados por 


(26) 



u _ / rj ^o h ,iu " ~“ r) sen 0 ./„/(/ 

ri<h =---—-— í _”L_ pitwt-M 

aír/M* ■ , 4 — 


4nrr ■' 4jrr 


sin 0 


(27) 


Tomando la razón de E„ a H+ como las dadas por (26) y (27), se obtiene para ei ai 
O Ci vacio 



aire 


(28) 


Esta es la impedancia intrínseca dei espaeio libre. 

Hay que notar que £„ y H cs tán en fase en el tiempo en el campo leiano 

donanTn’ f ^ ^ ^ * °^ ^ ^ dei dipT 5E£ 

3 n F r ma h rma qUe ° nda Viajera P ‘ ana Ambos son P ro Porci 0n al es 
f n , Esto , es < ambos son máximos cuando ti - 90 ' y mínimos cuando (í = 0 

(en la d.reccion dei eje dipolar). Esta variación de E„ (o //*) con el angulo puede 
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y 


(a) 


( 6 ) 

Figura 14-11. ( a ) Diagrama de campo (a) tridimensional y ( b ) 
bidimensional de campo lejano (t), o>H^) de un dipolo corto. 

representarse por un patrón de campo como en la figura 14-11, siendo la longi- 
tud f> dei radiovector proporcional al valor dei campo leiano (E 0 o H 0 ) en esa di- 
rección desde el dipolo. L\ patrón de la figura 14-11 a es la mitad de un patrón o 
diagrama tridimensional y representa una sección transversal a través dei patrón 
tridimensional. El patrón tridimensional dei campo lejano dei dipolo corto es en 
forma de nuez, mientras que el patrón bidimensional tiene la forma de un ocho. 

De acuerdo con (22), (23) y (25) se nota que para un valor pequeno de r el 
campo eléctrico tiene dos componentes, E r y E 0 , estando ambos en cuadratura de 
fase respecto al tiempo con el campo magnético H#. Entonces, en el campo cer- 
cano, E y H se relacionan como en el caso de una onda estacionaria. A distancias 
intermedias, E 0 y E r pueden aproximarse a la cuadratura de fase en el tiempo uno 
con otro de manera que el vector de campo eléctrico total gira en un plano para¬ 
lelo a la dirección de propagación y conteniendo el dipolo, exhibiendo el fenómeno 
dei campo cruzado. 

En el campo lejano la energia que fluye es real. Esto es, el flujo de energia 
es siempre radial hacia afuera. Esta energia es radiada. En función d.el ângulo, su 
máximo está en el ecuador (0 = 90°). En el campo cercano de flujo de energia es 
principalmente reactivo. Esto es, la energia fluye hacia afuera y hacia adentro 
dos veces por ciclo sin que sea radiada. Existe también flujo angular de energia 
(en la dirección 0 )* Esta imagen dei flujo de enprgía se muestra en la figura 14-12, 
en donde las flechas representan la dirección dei flujo de energia en instantes su- 
cesivos.t 

Considérese ahora la situación a muy bajas frecuencias. Este caso será cono- 
cido como el caso cuasiestacionario. Si se nota que / 0 = jo)q 0 , pueden expresarse 
las componentes de campo como 

f La dirección instantânea y la velocidad dei flujo de energia por unidad de área están dados por 
el vector de Poynting instantâneo ( = E x H). 
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! Eje polar 

j#«0° 

I 

| Campo cercano 



; V 7 


Campo 

lejano 


Flujo 


Ecuador 

-0-9Õ 5 " 


^ergla 

ra diada 


Figura 14-12. Flujo de energia en 
regiones cerca nas y lejanas de un 
dipolo corto. 




9o 


<at - (ir) 


E u = 


2 nt 0 

q 0 le i(c, '~ ílr) sen 6 
4ne 0 


os 0 íjio 1 \ 

—bv) 

/ (O 2 jw 1 \ 

( c 2 r + cr 2 + r 3 ) 


(29) 

(30) 


H 


<t> — 


sen 6 
4;r 



(31) 


Conforme la frecuencia se aproxima a cero (cu —> 0). los términos con co dei 
numerador pueden despreciarse. También se aproxima a la unidad. Así 

pues, pai a el caso cuasiestacionarío (o de cc)t las componentes de campo se con- 
vierten en 


J, _ Çfo / cos 0 

r_ ^2^P“ 

r _ q 0 1 sen fí 
/ o /sen0 


(32) 

(33) 

(34) 


Las componentes dei campo eléctrico, (32) y (33), son las mismas que (2-15-4) y 
(2-15-5) para dipolo eléctrico estático, mientras que la componente dei campo 
magnético en (34) es equivalente a (5-3-3) para un elemento de corriente. 
Puesto que estos campos varían de acuerdo con 1 /r 2 o 1 /r 3 , estàn efectivamente 
confinados a la vecindad dei dipolo y la radiación es despreciable. A altas fre- 
cuencias en el campo lejano, sin embargo, se advierte de (26) y (27) que los cam- 


t Para este caso la longitud de onda es muy grande (A - ac) de manera que A > > > /. Se tiene 
también r p i y en consecuencia en este caso /. > r. 
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pos (E„ y H#) varían según l/r. Estos campos son radiados y en consecuencia se 
les llama a menudo campos de radiación dei dipolo. 

Las expresiones para los campos de un dipolo corto, desarrollados arriba, se 
resumen en la tabla 14-1. En la tabla se aplica la restricción que r|> / y que 1. 
Las tres componentes de campo no listadas son cero en cualquier punto; esto es, 
E* = H r = H g = 0. 

Si se hubiera estado interesado sólo en el campo lejano, el desarrollo siguien- 
te (7) podría haberse simplificado mucho. El potencial escalar V no contribuye'al 
campo lejano, de manera que tanto E como H pueden determinarse a partir de A 
sola. Entonces, de (4), E„ y H# dei campo lejano pueden obtenerse simplemente 
por E„ = |E| = -jcoA„ y H <t> = |H| = E g ,/Z 0 = ~(j(o/Z 0 )A e , donde Z 0 = 

= 376.7 fi. O puede obtenerse directamente de (5) y E e de ella. En¬ 
tonces, 

/í* = |H| = -~|V x A| (35) 

Vo 

y, despreciando términos con l/r 2 , 

E e = |E| = ZH# = — |V x A| (36) 

Vo 

De acuerdo con (26) para el campo lejano E fí de un dipolo corto, es conve¬ 
niente separar la expresión en sus seis factores básicos. Entonces, 

E„ = 60rr I 0 - - senO (37) 

a r 

Magnitud Corriente Longitud Distancia Fase Patrón 

donde 607 r es un factor constante (magnitud), / 0 es la corriente dipolar, Ijk es la 
longitud dipolar en términos de longitudes de onda, l/r es el factor distancia , 
es e j f actor de fase y sen 0 es el factor dei patrón o diagrama que da la 
variación dei campo con el ângulo. En general, la expresión para el campo de 
cualquier antena incluirá estos seis factores. 

Las relaciones de campo de la tabla 14-1 son las de un dipolo corto. Las ante¬ 
nas lineales más largas o antenas grandes de otra forma pueden considerarse 


Tabla 14-1. Campos de un dipolo corto 


Componente 

Expresión general 

Campo lejano 

Cuasiestacionario 

E r 

cos f) 

( 1 + 1 ) 

0 

q 0 / cos 6 

2m 0 

W 1 >rV 

2ner ò 

E» 

l 0 le*°*- fr 'sen 0 , 

(i”> . 1 + 1 \ 


< 7 0 / sen 0 

4ftí n 

cr 1 ,-mrV 

r Í 

4ntr 3 


sen 1) 


JI 0 e H,ut ‘*'sen0 / 

7 0 /sen 6 

H* 

4n 

2r À 

4nr 2 
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como si estuviesen hechas de muchos dipolos cortos. En consecuencia, los cam¬ 
pos de esas antenas más grandes pueden obtenerse integrando las contribuciones 
de campo de todos los pequenos dipolos que forman la antena (véase Secc. 14-9). 


14-4 RESISTÊNCIA DE RADIACIÓN DE ÚN DIPOLO CORTO 

Tomando la integral de superfície dei vector de Poynting promedio sobre una su¬ 
perfície cualquiera que encierre a una antena, se obtiene la potência total radiada 
por la antena. Entonees, 

p = fs prom . -ds (W) (1) 

•f s 

donde P = potência radiada, W 

S prom = vector de Poynting promedio, W m“ 2 

La superfície más simple que puede escogerse es una esfera con la antena en ei 
centro. Puesto que las ecuaciones de campo lejano para una antena son más 
simples que las relaciones para el campo cercano, será ventajoso hacer el radio de 
la esfera grande en comparación con las dimensiones de la antena. En esta forma Ia 
superfície de Ia esfera queda en el campo lejano y sólo se necesita considerar las 
componentes dei campo lejano. 

Suponiendo que no haya pèrdidas, la potência radiada por ia antena es igual 
a la potência promedio proporcionada a las term inales de la antena. Esta es igual a 
jlnR. donde / 0 es la amplitud (valor de cresta en e! tiempo) de la corrienteen las 
terminales y R es ia resisienda de radiación que aparece en las terminales. Enton- 
ces, P = {/;)/?, y la resistência de radiación es 


i 0 


(A) 


( 2 ) 


donde P es la potência radiada en watts. 

Ahora se continua con el cálculo como se describió arriba para encontrar la 
resistência de radiación de un dipolo corto. La potência radiada es 



( 3 ) 


En el campo lejano, sólo E e y H^ son diferentes de cero, de manera que (3) se 
reduce a 


P 



Re £*//*?-rfs 


( 4 ) 
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donde r es el vector unitário en la dirección radial. Entonces, el flujo de potência 
en el campo lejano es enteramente radial (perpendicular a la superfície de la esfe¬ 
ra de integración). Pero r • ds = ds; de modo que 

P= X - jRe E e H% ds (5) 

donde E e y H% son complejos, siendo //* el conjugado complejo de H+. Ahora 
E e = f/^Z; de manera que (5) se convierte en 

P = \ j*Re HçH%Zds= X - jj H,1 2 Re Z ds (6) 

Puesto que Re Z = ^/p 0 /e 0 y ds = r 2 sen 9 dd d<f > y t 



( 7 ) 


donde los ângulos 6 y <j> son como se muestra en la figura 14-7 y | H+\ es el valor 
absoluto (o amplitud) dei campo //. De acuerdo con (14-3-27) éste es 


i ojIpromJ sen 0 

d>\ — Z - 

47rcr 


Sustituyendo ésta en (7), se tiene 




Por integración (9) se convierte en 


Po (/^4>rom. 0 


p _ ir ~u v^^prom 

c 0 1 2n 


(W) 


( 9 ) 


( 10 ) 


Esta es la potência radiada por el dipolo corto donde / prom es la corriente prome- 
dio en el dipolo. 

Sustituyendo la potência P de (10) en (2) da, para la resistência de radiación 
dei dipolo corto 


t Puesto que v ^oAo = ^ 120ir, también puede escribirse 


P 


I 

24Õit 



| E e 1 2 r 2 sen 0 d9 d 
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R = fio Wf //prom V 

V £ O 6n [ I 0 / 


(«) 


Puesto que > JHq/Cq — 376.7 % 120tt Í2, (11) se reduce a 


R = 20( pi) 2 = 80k 2 



(«) 


( 11 ) 


( 12 ) 


Ejemplo: Resistência de radiación de una antena vertical corta. Calcúlese la 
resistência de radiación de una antena de radio que tenga 30 m de altura, 
conductor vertical alimentado por la base trabajando sobre una tierra per- 
fectamente conductora a una frecuencia de 500 kHz. 

Solución. La longitud de onda A = c/ f = 3 x 10 8 /5 x 10 5 = 600 m, y por 
ello la altura es = jqX. 

Como se analizó en la sección 7-16, e] mástil tiene una imagen como se 
muestra en la figura 14-13. La resistência de radiación de la antena de mástil 
(medida entre la terminal 1 y tierra) es la mitad de la resistência de radiación 
de una antena dipolar dei doble de altura sin que haya tierra presfente (medi¬ 
da entre las termmales 1 y 2). 

La corriente de ta antena debe ser cero en la parte superior dei mástil 
creciendo casi linealmente a partir de este valor en las terminales. Entonces, là 
corriente promedio es la mitad de la corriente terminal / 0 y por (12) 

R r = 2 X 807T 2 ^j I (fi) 

donde / = 60 m 
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Entonces, el másíil de 30 m tiene una resistência de radiación de 

r - - 1 * so ' ! (^) j * 1 n 

Si hay alguna perdida de calor en la antena a causa de una conductividad fi¬ 
nita o a perdidas en la estructura dieléctrica asociada, aparecerá una resistência 
de pérdida equivalente /? pèrd y la resistência terminal estará dada por 

R = R pèrd +R r (Q) (13) 


donde R^ rd = resistência de pérdida, Q 
R r — resistência de radiación, Ç1 


Supòngase, por ejemplo, que R pérd = 1 O para la antena dei ejemplo de arriba. 

La resistência terminal es entonces 2Q (= 1 -1- 1). La eficiência k de fa antena es 

k = HÜ2£Í2.[5ÍÍl da = __ 3— , = 50% (13») 

potência de entrada R r + R pérd 1 + 1 

Una antena más alta con mayor resistência de radiación seria entonces más 
eficiente puesto que R pérd permanece pequefia. 

La resistência de radiación de antenas diferentes a la de dipolo corto puede 
calcularse como antes puesto que se conoce el campo lejano en función dei ângu¬ 
lo. Entonces, partiendo de (2) y (6) la resistência de radiación en las terminales de 
una antena está dada por 


K 



120 * 



(O) 


donde \H\ 
1 £| 

/o 

Z 0 


amplitud dei campo H lejano, Am' 1 
ampiitud dei campo E lejano, Vm H 
amplitud de la corriente terminal, A 
impedancia intrínseca dei espacio = 376.7 ü 


(14) 


Si se integra el vector de Poynting complejo ( = ^E x H*) sobre una superfí¬ 
cie que encíerre una antena, se obtendrá, en general, tanto una parte real igual a 
la potência radiada y una parte imaginaria igual a la potência reactiva. Mientras 
que la parte real, o potência radiada, es la misma para cualquier superfície que 
encierre la antena, la potência imaginaria, o reactiva, obtenida, depende de la 
ubicación y la forma de la superfície que encierra la antena. Para una superfície 
grande que este sólo en el campo lejano la potência reactiva es cero, pero para 
una superfície que esté en el campo cercano puede ser de magnitud considerable. 
En el caso de una antena lineal muy delgada, resulta que si la superfície de in- 
tegración se reduce de manera que coincida con la superfície de la antena, la 
potência compleja así obtenida dividida entre el cuadrado de la corriente terminal 
dará la impedancia terminal R + jX , donde R es la resistência de radiación. 
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14-5 ABERTURA ÚTIL O EFICAZ, OIRECTIV1DAD \ GANANCIA 


Una forma útil de describir d patrón o diagrama de radiación de una antena es en 
términos dei ancho angular dei lóbulo principal en un nivel particular. En la figu¬ 
ra 14-2Ó, el ângulo a la mitad de ia potência o ancho de haz de media potência 
(HPBW)t es normalmente la dada. El ancho dei haz entre primeros nuios 
(BWFN) se usa también algunas veces. 

El patrón o diagrama de potenda de la antena en función dd ângulo puede 
expresarse como la componente radial dd vector de Poypting promecUo multipli¬ 
cado por ei cuadrado de la distancia r a la que se mide. Entonces, independiente- 
mente de la polarización de la onda, se tiene de (11-3-12) y (11-3-13) que 

m <j>) = sy = r 2 = iHfy (War -1 ) (1) 

L Zq 

donde S, = componente radial dei vector de Poynting a una distancia r, 
Wm -2 

E(6, </>) = campo eléctrico transversal total en función dei ângulo, Vbi' 1 
H(6, 4>) = campo magnético transversal total en función dei angulo, Am -1 
r = distancia de ia antena al punto de medición, m 
Z 0 = impedancia intrínseca dei medio, Í1 por cuadro 


Se supone que el medio no tiene pérdidas. En el campo lejano el vector de Poyn¬ 
ting es enteramente radial (campos enteramente transversales) y E y H varían 
según l/r, de manera que P(9, <j>) es independiente de la distancia. La cantidad 
P(6, <f>) a menudo se conoce como intensidad de radiación (W sr" 1 o W rad -2 ). 
Al dividir P(9, 4>) entre su valor máximo [P(0, <£) mix ], se obtiene el patrón o 
diagrama normalizado de potência de la antena, 

P(0 é) 

P„(6, (j>) = — ’ — (adlmensional) (2) 

(Pfmâx 


Un patrón o diagrama normalizado de potência de una antena se muestra en la fi¬ 
gura 14-14 a con el máximo,dei patrón coincidiendo con la dirección 0 = 0. Una 
tornia altamentc significativa de describir un patrón de antena es integrar el 
diagrama normalizado de potência respecto al ângulo y obtener el ângulo sólido. 
Entonces, integrando P n (0.<l>) eu 47rsr(rad 2 ), se obtiene ql ângulo sólido dei 
patrón total o ângulo sólido de! haz 



( 3 ) 


+ También llamado ancho dei haz de 3 dB. 
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0=0 sen $ d$ 

VsiXyS^ dQ ~ sen 0 d$ d& 


<t>=Q 


Figura 14-14a. Diagrama de potência de antena con el máximo alineado con la dirección 0 = 0 
(cenit). 

Si bien el término ângulo sólido dei patrón total seria más explícito, el término 
ângulo sólido dei haz es el que se acostumbra usar para . 

El ângulo sólido dei haz Q Á es el ângulo a través dei cual toda la potência de 
una antena transmisora emitiría si la potência (por angulo sólido unitário) fuese 
constante en todo el ângulo y además igual al valor máximo. Resulta que para 
patrones simétricos comunes este ângulo es aproximadamente igual al cuadrado 
dei ancho dei haz de mitad de potência (HPBW). (Véase la Fig. 14-14Ó, también 
14-6.6-6). 

La integración sobre el lóbulo principal da el ângulo sólido dei lóbulo principal t 



(sr) 


(4) 


lóbulo 

principal 


Se sigue que el ângulo sólido dei lóbulo menor fi m está dado por la diferencia dei 
ângulo sólido dei haz (patrón total) y el ângulo sólido dei lóbulo principal. Esto es. 


— Í2jw (sr) 


(5) 


t En patrones o diagramas (o configuraciones) para los que no existe un máximo definido, la 
extensión dei lóbulo principal puede ser algunas veces indefinido, y puede usarse entonces un nivel ar¬ 
bitrário como —20 dB para delineado. 
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Angulo 
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dei haz íl A 


Ancho dei 
haz de media 
potência 
ÍHPBWI 


Figura 14-146. Diagrama de potência de antena y su relación 
con el ângulo sólido dei haz. 


Si la antena no tiene lóbulos menores (íi m = 0), entonces = íi M . Para 
una antena isotrópica (misma radiación en todas direcciones) P n (0, <j>) = 1 
para todos los 0 y </>, y Çl A = 4jr.t 

Otro parâmetro importante de antena es la directividad D que puede definir- 
se como la razón de la máxima intensidad de radiación (antena transmitiendo) a 
la intensidad de radiación promedio, o 


_ intensidad máxima de radiación PQK <ft)mâ « 

intensidad de radiación promedio - P proiI1 (adimensional) 


( 6 ) 


La intensidad de radiación promedio está dada por la potência total radiada W 
dividida entre 47tsr. La potência total radiada es igual a la intensidad de 
radiación P((), cf>) integrada sobre 4 tt sr. En consecuencia, 


p 0)min _ 4nP((K<l>) mit 
W/4n P{0. 4>)<tQ 

4ir 

_ 4n 

K [m WWiXm “ W p n((K (7) 

Notése que el denominador dei último miembro de (7) es el ângulo sólido dei haz 
según se da por (3); de manera que 


_ 4 n 



(adimensional) 


( 8 ) 


Entonces, Ia directividad de la antena es igual al ângulo sólido de una esfera 
(47 t sr) dividido entre el ângulo sólido dei haz de la antena Sl A . En esta relación, 
la directividad se obtiene a partir dei patrón o diagrama. La directividad es una 
cantidad única adimensional. Ésta indica cuán bien concentra la antena la po- 


La eficiência del haz < u se puede definir como t w - íi u jíi A . 
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teflcia en el ângulo sólido limitado; tanto menor es el ângulo cuanto mayor es la 
directividad. 

Ejemplo I. Calcúlese la directividad de una antena isotrópica (intensidad 
uniforme de radiación en todas direcciones). 

Solución. Para una antena isotrópica P„(0, (j>) = I y Cl A = 4tt; de manera 
que 




(9) 


Entqnces, la directividad de una antena isotrópica es ta unidad. Éste es el 
mínimo valor que puede tener la directividad. 

EjeiopM) 2. Calcúlese la directividad de un dipolo corto. j- 

Solucíón. El dipolo corto tiene sólo una componente dei çampo magnéti¬ 
co, como se indica en (14-3-27). Entonces, su patrón o diagrama de potência 
normalizada es 


W <t>) = 




y notando (3) y (8), 


D = 


4n 

Y^tr?(ídÕd4> 


3 

2 


( 10 ) 


( 11 ) 


En consecuencia, la directividad de un dipolo corto es 3/2. Esto es, la máxi¬ 
ma intensidad de radiación es 1.5 veces ma^or que si la potência fuese ra¬ 
diada uniformemente en todas direcciones. 

La directividad se basa por completo en la forma dei patrón o diagrama de 
campo lejano (o radiado). No tiene que ver la eficiência de la antena. Sin embar¬ 
go, la ganancia en potência, o simplemente ganancia de una antena sí incluye la 
eficiência. Ésta se define como 


Ganancia = 


_ intensidad máxima de radiación _ 

intensidad máxima de radiación de una antena 
de referencia con la misma entrada de potência 


( 12 ) 


Puede tomarse como referencia cualquier tipo conveniente de antena. Si la antena 
de referencia es dei tipo isotrópiço sin pérdidas (intensidad de radiación uniforme 
en todas direcciones), la ganancia (designada como G 0 ) está dada por 


( 13 ) 
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donde P' m = intensidad máxima de radiación de ia antena en consideración 
Pq — intensidad de radiación de una antena isotrópica sin perdidas 
(100% eficiente) con la misma entrada de potência 

Puesto que P m se relaciona con la intensidad de radiación P m de una antena 
100% eficiente por el factor de eficiência k de la antena, que es la misma que la k 
de (14-4-13a), 


G 0 = ~ = kD (14) 

"0 

Así pues. Ia ganancia de una antena sobre un tipo isotrópico sin perdidas es igual 
a la directividad si la antena es 100% eficiente (At = 1), pero es menor que la di- 
rectividad si se presentan pérdidas cualesquiera en la antena (k < I). 

La gapancia G 0 (sobre una fuente isotrópica) cuando se expresa en decibeles 
se puede escribir dBt ( decibeles en el caso isotrópico ) para distinguiria de la ga¬ 
nancia sobre una antena X/2 de referencia, como se estudia en la sección 14-19. 
La ganancia es igual a la directividad D si la antena no tiene pérdidas. 

La directividad D nunca es menor que la unidad. Su valor debe quedar entre 
1 e infinito (1 < D < gc). Por otro lado, la ganancia (G o G 0 ) puede quedar 
entre cero e infinito. 

Una antena transmisora radia energia. Una antena receptora, por el otro la¬ 
do, colecta o capta energia. A este respecto, con frecuencia es útil considerar que 
la antena receptora posee una abertura 0 área de la que extrae energia de una on¬ 
da de radio que pasa, siendo ia potência colectada igual al vecior de Poynting 
incidente (W m‘ 2 ) multiplicado por el área (m 2 ). 

Entonces, supóngase que una antena receptora está inmersa en el campo de 
una onda plana viajera, como se muestra en la figura 14-15rr. La antena está ter¬ 
minada en una carga de impedanda Z L = R L + jX L . Deíínase la abertura A de 
la antena como la razón de la potência recibida (potência proporcionada a la car¬ 
ga) a la densidad de potência (o vector de Poynting) de la onda incidente. La po¬ 
tência recibida es igual a donde / es la corriente terminal. Por lo tanto 

J2 n 

j _ ' L _ _ potênc ia recibida 

S densidad de potência de la onda incidente 


donde A = abertura, m 2 

/ = corriente terminal eficaz (rms), A 

S — vector de Poynting (o densidad de potência) de la onda incidente 
WnT 2 

R l = resistência de carga, fi 


Al reemplazar la antena por su equivalente, o generador de Thévenin que 
tenga una fem equivalente 1 e impedanda Z A (= R A + jX A ), puede dibujarse el 
circuito equivalente mostrado en la figura 14-156. La corriente terminal / es 


/ = 


r 


z L + z A 


(A) 


(16) 
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Dirección de 


propagación 




Antena 

receptora 


de la onda plana 

(a) 



Figura 14-15. (a) Antena receptora terminada 
inmersa en ei campo de una onda viajera plana y 
( b ) ( b ) circuito equivalente. 


donde t' 
Zl 
Z A 


fem rms inducida por la onda que pasa, V 
impedancia de carga, Q 
impedancia de antena, Q 


Cuando (16) se sustituye en (15), se deduce que 

A = _ TL r l _ 

SUR Á + R,.) 2 + (X A + AY) 2 ] 


(IV) 


donde R 4 

X A 

Rl 

Xl 


resistência de antena, Q 
reactancia de antena, Q 
resistência de carga, O 
reactancia de carga, O 


La fem / ' será máximo cuando la antena se orienta para máxima respuesta. En 
estas condiciones la potência máxima será transferida a la carga cuando X L = - X A 
y R l = R r . Se supone que la antena no tiene perdidas, de modo que R A es entera- 
mente resistência de radiación ( R A = R r ). En estas condiciones se obtiene la má¬ 
xima abertura, conocida como la abertura útil o eficaz A e , según dada por 


i 2 R L= í' 2 
4 SR] ~ 4 SR r 


(m 2 ) 


( 18 ) 


La abertura útil o eficaz A e tiene un valor único, definido simplementepara todas 
las antenas. 

Ejemplo 3. Encuéntrese la abertura útil o eficaz de un dipolo corto con 
corriente uniforme. 

Solución. De acuerdo con (18), es necesario conocer 1 \ S y R r . La fem in¬ 
ducida en el dipolo corto es máxima cuando el dipolo es paralelo al campo 
eléctrico incidente E. En consecuencia 


t = El (V) 


(19; 














Secc. 14-5 


Antenas y radiación 705 


El vector de Poynting es 


s =§- (W m 2 ) (20) 

donde Z 0 es la impedancia intrínseca dei medio (aire o vacío) (= vW c o)- De 
(14-4-11) la resistência de radiación es 


Rr = 


[fi m 2 

\j e 0 6n 


(D) 


( 21 ) 


Al sustituir estos valores para tT, S y R, en (18), se obtiene la abertura útil 
dei dipolo corto: 


A e = ~l l * 2 = 0.119A 2 (22) 

Entonces, independientemente de cuán pequeflo sea el dipolo, éste puede 
colectar potência en una abertura de 0.119A 2 y suministrarla a su impedan¬ 
cia o carga terminal. Se supone aqui que el dipolo no tiene pérdidas. Sin em¬ 
bargo, en la práctica se presentan pérdidas a causa de la conductividad finita 
dei conductor dei dipolo, de manera que la abertura real es menor (R A = 

R r -f“ f^pérd). 

Considérese en seguida que una antena con abertura útil A e tiene el ângulo 
sólido dei haz Q„, como se indica en la figura 14-16. Si el campo E a es constante 
en la abertura, la potência radiada es 

p = Y A ' (W) ( 23 ) 

donde Z es la impedancia intrínseca dei medio. Sea el campo E r a un radio r. En¬ 
tonces, la potência radiada está dada por 

P = \r 2 Çl A (W) (24) 

Al igualar (23) y (24) y sustituyendo E r = E a AJrX [véase (14-7-5)] conduce a la 
relación importante 


X 2 = A e íi Â (m 2 ) 


donde À = longitud de onda, m 

A e = abertura útil o eficaz, m 2 
Q a = ângulo sólido dei haz, sr 


(25) 


De acuerdo con (25), el producto de la abertura útil y el ângulo sólido dei haz es 
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Figura 14-16. Radiación de la abertura A v con 
Campo uniforme E (t . 


igual al cuadrado de la longitud de onda. Si A e se conoce, puede calcularse Q Á (o 
viceversa) para una longitud de onda dada. 

De (25) y (8) se sigue que 



(26) 


Aqui la directividad se basa en la abertura. La abertura se explica más adelante en 
la sección 14-22. Se han dado ahora tres expresiones para la directividad D . Elias 
son 


D = 


P((K 




dei patrón de radiación 
dei patrón de radiación 
de la aberturat 


(27) 

(28) 
(29) 


14-6 TEORIA DE SISTEMAS DE ANTENAS 

Mucho de la teoria de antenas (y casi toda la teoria de los sistemas de antenas) 
implica algo más que la adición apropiada de las contribuciones dei campo de to¬ 
das las partes de una antena. Debe estudiarse el campo (no la potência) ya que es 
necesario incluir la magnitud y la fase. 


14-6.1 Dos fuentes puntuales isotrópicas 

Considérense dos fuentes puntuales isotrópicas separadas por una distancia d , co¬ 
mo en la figura 14-17a. Una fuente punmal es una idealización que representa 
aqui un radiador isotrópico que ocupa un volumen cero. Por reciprocidad (véase 


t En este caso A v es independiente de las perdidas óhmicas. Entonces, la ganancia G de la antena 
es la misma que la dada por (29) para una antena sin perdidas pero menor que si hubiera perdidas pre¬ 
sentes. 
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Secc. 14-17) los patrones o diagramas de radiación de los sistemas de antenas de 
tales fuentes (caso de transmisión) serán idênticos a los patrones o diagramas 
de radiación cuando el sistema de antenas se use como una antena receptora. 

Sean idênticas (en amplítud) las dos fuentes puntuales y en la misma fase. 
Supóngase también que ambas fuentes tienen la misma polarización; esto es, 
estén polarizadas ambas con E perpendicular a la página. Cuando el punto de re¬ 
ferencia de la fase se toma a la mitad entre las fuentes, el campo lejano en la dí- 
rección 6 está dado por 


E = £ 2 é ^ /2 + E x e-» tz (D 

donde Ei = campo eléctrico lejano a una distancia r debido a la fuente 1 
E z = campo eléctrico lejano a una distancia r debido a la fuente 2 
ij/ = fid cos 0 = (2 n d/X) cos 6 


La cantidad \j/ es la diferencia angular de fase entre los campos de las dos fuentes 
cuando se miden a lo largo de la linea dei radiovector con un angulo 6 (véase Fig, 
14-17o). Para E í * E 2 , se tiene 


E « 2Ej 




+ e 


-M2 


é 

= 2Ej cos - 


( 2 ) 


Para un espaçiamiento de A/2 el patrón o diagrama de radiación dei campo es 
como se muestra en ia figura 14-17Ó. 




Figura 14-17. (a) Dos fuentes puntuales isotrópicas separadas por una distancia d y V>) diagrama de 
campo cuando las fuentes son de igual amplitud y en fase çon una separaciòn de A/2. 
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Si la fase de referencia de las dos fuentes de la figura 14-17 se hubiese toma¬ 
do en la fuente 1 (en lugar dei punto medio entre las fuentes), el campo lejano 
resultante tendría como patrón o diagrama de radiación 


E = E x + E 2 e» 


( 3 ) 


y para E x = E 2 



( 4 ) 


El patrón o diagrama (amplitud) dei campo es el mismo de antes, pero el diagra¬ 
ma de fase no. Esto se debe a que la referencia no se tomó en el centro de fase 
(punto medio dei sistema) en el desarrollo de (2) sino en un extremo dei sistema al 
desarrollar (4). 


14-6.2 Multiplicación dei patrón o diagrama de radiación 

Arriba se supuso que cada fuente puntual era isotrópica (completamente no di- 
reccional). Si las fuentes puntuales individuales tienen diagramas direccionales 
que sean idênticos, el diagrama resultante está dado por (14-6.1-2) [o (14-6.1-4)], 
donde Ei es ahora también una función dei ângulo = E(0)]. El diagrama 
E(6) puede llamarse diagrama primário y cos ij//2 diagrama secundário o factor 
dei sistema de antenas . Este es un ejemplo dei principio de la multiplicación dei 
patrón o diagrama de radiación , que puede establecerse en una forma más gene¬ 
ral como sigue: el patrón o diagrama de radiación dei campo total de un sistema 
de antenas de fuentes no isotrópicas, pero similares, es el producto dei patrón o 
diagrama individual de la fuente y el diagrama de un sistema de antenas de fuen¬ 
tes puntuales isotrópicas ubicada cada una en el centro de fase de la fuente indivi¬ 
dual, con la amplitud relativa y fase de la fuente, mientras el diagrama total de 
fase es la suma de los patrones o diagramas de radiación de fase de las fuentes in¬ 
dividuales y el sistema de antenas de fuentes puntuales isotrópicas.^ 


14-6.3 Sistema o arreglo binomial de antenas 

Según (14-6.1-2) el patrón de radiación relativo de campo lejano de dos fuentes 
puntuales isotrópicas en fase espaciadas en A/2 está dado por 



(D 


t Se supone que el patrón de radiación de la fuente individual es el mismo cuando está en el siste¬ 
ma que cuando está aislada. 
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Figura 14-18. (a) Sistema binomial con amplitudes de fuente 1 : 2:1 y (b) sistema binomial con ampli¬ 
tudes de fuente 1:3:3: 1 . El espaciamiento entre las fuentes es de A/2. 


Por conveniência se ha establecido £ ] =4 en (14-6.1-2) de manera que el patrón 
o diagrama de radiación está normalizado. Esíe patrón, como se muestra en la fi¬ 
gura 14-17Ó, no tiene lóbulos menores. Si un segundo sistema de antenas idêntico 
de dos fuentes se coloca a A/2 dei primero, se obtiene el arreglo mostrado en la 
tigura I4-I8a. Las dos fuentes dei centro se deben superponer pero se muesíran 
separadas para mayor claridad. Por el principio de !a multiplicación de patrones 
de radiación, et patrón resultante está dado por 


E = 



( 2 ) 


como se muestra en la figura 14-18o. Si este sistema o arreglo de tres fuentes con 
amplitudes 1:2:1 está arreglado con uno idêntico a un espaciamiento de A/2, se 
obtiene el arreglo de la figura 14-18Ó con el patrón 



como se muestra en la figura 14-18Ó. Este arreglo de cuatro fuentes tiene amplitu¬ 
des 1:3:3:1, y tampoco tiene lóbulos menores. Continuando este proceso, es po- 
sible obtener un diagrama de radiación con directividad arbitrariamente alta y sin 
lóbulos menores si las amplitudes de las fuentes en el sistema corresponden a los 
coeficientes de una serie binomial. f Estos coeficientes se muestran en forma 
desplegada y conveniente por medio dei triângulo de Pascal (Tabla 14-2). Cada 
entero interno es la suma de los adyacentes superiores. El diagrama de radiación 
dei sistema es entonces 



(4) 


t J.S. Stone, U.S. Pats, I 643 323 y 1 715 433. 
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Tabla 14-2. Triângulo de Pascal 


I 

I l 

I 2 1 

13 3 1 

14 6 4 1 

1 5 10 10 5 ) 

6 15 20 15 6 1 


donde n es el número total de fuentes. 

Aunque el sistema de arriba no tiene lóbulos menores, su directividad es me¬ 
nor que la de un sistema dei mismo ta mano con fuentes de amplitudes iguales. En 
la práctica, la mayor parte de los sistemas de antenas se diserian como un término 
medio entre estos casos extremos (binomial y uniforme). 


14-6.4 Sistema con n fuentes de igual amplitud y espaciamiento 

El arreglo binómico es un arreglo o sistema no uniforme. Para un sistema unifor¬ 
me con n fuentes isotrópicas de igual amplitud y espaciamiento, como en la figura 
14-19, el campo lejano es 

E = E 0 (\ + e*+ + e> 2 + + + e*"- 1 *) (1)T 

obien E = E 0 (2) 

n= I 

donde <// = jíd cos 0 + Ò 

J = espaciamiento entre fuentes 
ò = diferencia de fase progresiva entre fuentes 

Multiplicando (1) por e** da 


Ee» = Eo^* + e i2 * + ^ + • ■ • + <>'") 
Restando (3) de (1), se tiene 


E = 


, 1 - t>* _ sen (m/j/2) 
0 f- e Rl ~ E ° sen (ip/2) 


L(n - 1) 


* 


( 3 ) 

( 4 ) 


Si se escoje el centro dei sistema como referencia para la fase, en lugar de la fuen- 
te 1, el ângulo de fase, (n — 1 )iA/2, se elimina. Si las fuentes no son isotrópicas, 


+ Este es un polinomio de grado n — 1, como puede verse haciendo c >0 igual a un fasor unitário r. 
Entonces (1) se convierte en 


— = 1 + r + r 2 + -’’ + r M "' 
£o 
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9=90° 

7=0° 



Figura 14-19. Sistema de n fuentes puntuales isotrópicas de igual amplitud y espaciamiento. 


sino semejantes, £ 0 representa el patrón o diagrama de la fuente individual o 
diagrama primário, mientras que sen (#/2)/sen (iA/2) es el factor dei sistema. 

Para fuentes isotrópicas y el centro dei sistema como referencia para la fase, 
el diagrama de radiación es 


sen( 

sen (ijfr/2) 

Cuando t// —► 0, (5) se reduce a 


(5) 


E = "E 0 (6) 

Este es el valor máximo dei campo. Es n veces el campo de una fuente sola. En 
!â dirección dei máximo se satisface la condición ^ = 0 o fid cos 9 = — S Al 
dividir (5) entre (6) se obtiene el patrón o diagrama de campo normalizado. 


g _ E _ 1 sen 04/2) 
#?£ 0 // sen (ift/2) 


En relación con (4), las direcciones nulas dei patrón ocurren para e*** = | 
siémpre que e" * 1. Esto requiere que 4 = ±2kn y o bien 



i 2)tn 

+-= fid cos 0 o + S 

n 

(8) 

o 


(9) 


donde 0 o = ângulo nulò 

k = 1, 2, . . (pero k / nm y donde m = 1, 2; 3,. , .) 
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14-6.5 Sistema de antenas con n fuentes de igual amplitud y 
espaciamiento: caso de radiación transversal 


En la dirección dei máximo dei patrón, la condición fid cos 6 = — Ô debe satisfa- 
cerse. Para un sistema de radiación transversal (máximo en 9 = 90°) las fuentes 
deben estar en fase (ô = 0). Cuando 0 se reemplaza por su ângulo complementa¬ 
do 7 (véase Fig. 14-19), los ângulos nulos están dados por 



Si el sistema es grande, de manera que nd P kA (y y 0 es pequena), 


k ^ k 
nd/Ã % L/Ã 


( 2 ) 


donde L = longitud dei sistema, m 

L = (n — \)d x nd si n es grande 

.Los primeros nulos (?oi) ocurren cuando k = 1. Por lo tanto, el ancho dei haz 
entre primeros nulos (BWFN) es 


mi/iTXT ^ 2 , 114.6° 

BWFN-2, 01 «— rad»— (3) 

El parâmetro usado màs comúnmente es el ancho dei haz de mitad de potência 
(HPBW), que es de alrededor de la mitad (más precisamente 0.44) dei BWFN de 
un sistema de radiación transversal largo y uniforme. Por ello, 


HPBW a 


BWFN 

2 



57.3° 

~l[x 


(4) 


El patrón o diagrama de radiación de campo de un sistema de radiación 
transversal de 20 fuentes de igual amplitud espaciadas a X/2 se muestra en la figu¬ 
ra 14-20a. El BWFN es 11.5°, y el HPBW es 5.1 °. El patrón tridimensional es una 
figura de revolución (en forma de disco) obtenida haciendo girar el patrón de 
la figura 14-20a alrededor dèl eje dei sistema de antenas. 


14-6.6 Sistema de antenas con n fuentes de igual amplitud y 
espaciamiento: Caso de radiación longitudinal 

Para un sistema de antenas de radiación longitudinal (máximo cuando 0 = 0 o ) la 
condición fid cos 8 = — S requiere que la diferencia de fase progresiva entre las 
fuentes sea — fid. Por (14-6.4-8) 
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9 = 90° 

I 

Aj#*" Lóbulo principal 
i — HPBW = 5.1° 


Eje dei sistema 


Z,=9,5v— 

Sistema de radiación transversal 
n=20 
d=X/2 

\í 





20fuentes 


*i 


(a) 



n— 40 

d = XI4 (6) 


Figura 14-20. (<i) Sistema de radiación transversal de 20 fuentes puntuales de igual amplitud y espa- 
ciamiento /. 2 con diagrama de campo; (b) sistema de radiación longitudinal (ordinário) de 40 fuentes 
puntuales de igual amplitud y espaciamiento //4 con diagrama de campo. Nótese que ambos sistemas 
son aproximadamente de la misma longitud (9.5 contra 9.75 /.). 



COS 0 O - 1 = + - 

- nd/X 

(1) 

o bien 

2*—"(*,/*<«) 

(2) 

Para un sistema largo 


(3) 


donde L (n X)d nd si n es grande. Los primeros nulos (0 nt ) ocurren cuan- 
do k = 1. Por lo tanto, 1 



(4) 
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El diagrama de radiación de campo de un sistema de antenas de radiación longi¬ 
tudinal de 40 fuentes espaciadas Ã/4 es mostrado en la figura 14-206. El BWFN es 
52° y el HPBWt es 34°. El diagrama o patrón tridimensional de radiación es una 
figura de revolución (en forma de puro) que se obtiene haciendo girar el diagrama 
de la figura 10-206 alrededor dei eje dei sistema. 

Aunque los dos sistemas de antenas de la figura 14-20 son aproximadamente 
de la misma longitud (sistema de radiación transversal 9.5Ã, sistema de radiación 
longitudinal 9.7 5Ã), se nota que el ancho dei haz es mucho más pequefio para el 
sistema de radiación transversal (5 o en comparación con 34°) pero sólo en el pla¬ 
no mostrado en la figura. El diagrama de radiación dei sistema de radiación 
transversal es en forma de disco con un pequeno ancho de haz en el plano de la fi¬ 
gura, pero el ancho dei haz es de 360° en un plano perpendicular a la página. Por 
otro lado, el diagrama dei sistema de radiación longitudinal es elipsoidal, o en 
forma de puro, con el mismo diagrama en ambos planos principales (en el plano 
de la página y perpendicular a la página a través dei eje dei sistema), y, como se 
mostrará más adelante (compàrense los Ejemplos 1 y 2), la directividad dei siste¬ 
ma de antenas de radiación longitudinal es mayor. 

De acuerdo con (14-5-28) la directividad de una antena está dada por 



(5) 


Una evaluación exacta dei ângulo sólido dei haz Çí A requiere una integración co¬ 
mo en (14-5-3). Sin embargo, puede hacerse una aproximadón í muy simple usan¬ 
do los HPBW en los dos planos principales como sigue: 


4 n 41 253 

0HP0HP ^5p0HP 


( 6 ) 


donde 0 HP = HPBW en el plano 9 , rad 
<f) HP = HPBW en el plano </>, rad 
0 hp = HPBW en el plano 9 , grad 

<£hp = HPBW en el plano 0 , grad 

En çonexión con (6) se advierte que 

4tt sr = 471 rad 2 = 4tt( — J deg 2 = 41 253 deg 2 (7) 

Ejemplo 1. Para el sistema de radiación transversal de 9.5 X analizado arriba, 

con 0 hp = 5.1° y <í>hp = 360°, calcúlese la directividad aproximada. 


t Este HPBW se calcula exactamente con (14-6.4-7). Para un sistema de antenas de radiación lon¬ 
gitudinal ordinário largo y uniforme HPBW * i BWFN, mientras que para un sistema de radiación 
transversal largo uniforme HPBW w i BWFN, según se da en (14-6,5-4). 

+ Los lóbulos menores se ignoran y es aproximadamente igual al ângulo sólido dei haz. 

En consecuencia (6) puede diferir en 1 dB o algo así. 
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Solución. Por (6) 



= 22.5(o 13.5 dB) 


( 8 ) 


Ejemplo 2. Para el sistema de antenas de radiación longitudinal de 9.75 X 
analizado arriba, con 0„ P = 0 hp= 34 o , calcúlese la directividad aproximada. 

Solución. Por (6) 


= 35.7(o 15.5 dB) 


( 9 ) 


34° x 34° 


Esta directividad es 2 dB más que la de un sistema de antenas de radiación 
transversal de aproximadamente la misma longitud. 

14-6.7 Representaciòn gráfica de la adición de campos fasoriales 

Al principio de la sección 14-6 se estableció que gran parte de la teoria de los siste¬ 
mas de antenas es básicamente algo más que la adición apropiada de las contribu- 
ciones al campo de todas las partes de una antena. Esto puede resaltarse analizando 
dos sistemas simples de antenas usando sólo métodos gráficos. 

Ejemplo 1: Sistema de antenas de una estación de radiodifusión con patrón o 
diagrama en cardioide. Encuéntrese el patrón o diagrama de radiación en el 
plano horizontal para un sistema de dos antenas verticales cortas espadadas 
entre sí Á/4 sobre una línea Este Oeste y de corrientes alimentadas de igual 
magnitud y en cuadratura de fase (la corriente en la antena hacia el Este atra¬ 
sada 90° respecto a la corriente en la antena hacia el Oeste). 

Solución. La figura 14-21 a es una vista en planta con las flechas de los faso- 
res indicando una fase \jj = 0 o para la antena 1 (antena dei Oeste) y una fase 
ijs = 270° para la antena 2 (antena dei Este).f Para encontrar el campo ra¬ 
diado hacia el Este por el sistema de antenas, puede uno imaginarse que se 
comienza en la antena 1 y se viaja hacia el Este ílotando con el campo de 
onda radiada en la forma que un deslizador flota en una ola a lo largo de una 
rompiente. La fase dei campo de la onda sobre la que se está flotando no 
cambia, pero por el tiempo que se ha viajado A/4 y llegado a la antena 2, ha 
pasado ± de periodo, de manera que la corriente en la antena 2 habrá avan- 
zado 90 ° y por ello su fase ^ = 0 o (el mismo que el dei campo que se ha 
estado acompanando). Entonces, los campos de las antenas 1 y 2 se suman y 
se refuerzan para la transmisión hacia el Este (E) así que £(E) = 2E U donde 
Ei = campo de una antena cualquiera sola. 

t La magnitud de las flechas (fasores) se considera constante en funciõn de la distancia (aunque 
los campos se atenüan con la distancia) porque se está imeresado en la diferencia de las componentes 
de campo en un punto distante. Entonces, cuando se observa a una distancia de mil es de longitudes de 
onda, existe una diferencia despreciable en la magnitud de las fuentcs separadas por A/4, como arriba, 
y este etecto puede pasarse por alto, Sin embargo, la diferencia de fase no puede despredarse. 
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Figura 14-21. (a) Vista en planta de 
un sistema de radiodifusión de dos an¬ 
tenas verticales con espaciamiento A/4 
y fase en cuadratura(«A = 0 para la an¬ 
tena 1 y ^=270° para la antena 2). El 
ângulo de fase & avanza en sentido 
contrario al de movimiento de las ma- 
necillas dei reloj. Se muestra la adición 
de fasores para campos en diversas di- 
recciones dei sistema. ( b ) El diagrama 
de campo tiene forma de corazón con 
un máximo hacia el Este, un nulo ha- 
cia el Oeste y una disminución de 3 dB 
al Norte y al Sur. 


Imagínese ahora que se comienza en la antena 2 con un campo de \j/ de 
fase = 270° y se viaja al Oeste hacia la antena 1. Por el tiempo en el que se" 
llega, la fase de la antena 1 habrá avanzado de i// = 0 o a ^ = 90° y, por lo 
tanto, estará en oposición de fase con el campo que se está acompanando desde 
la antena 2, de manera que el campo total hacia el Oeste es cero [ii(W) = 0], 
En seguida, se inicia en la antena 1 y se viaja hacia el noreste (NE), 
desplazándose 0.707 A/4 para llegar a una linea perpendicular que pase por la 
antena 2 y en este tiempo la fase de la antena 2 ha avanzado 0.707 x 90°= 63.6°, 
de manera que su fase es i// = 333.6°, o —26.4°. Sumando los campos vecto- 
rialmente £(NE) = 1.95E,. En una forma similar, E(N) = \AIE 1 y 
E( NW) = 0.46E!. Por simetria E( S) = E( N), E(SE) = £(NE) y E( SW) = 
E{ NW). Graficando estos campos se obtiene el diagrama o configuración 
cardioide de la figura 14-21 b. 

El diagrama de radiación debe ser apropiado para una estación de radio 
que desee atender un área hacia el Este mientras protege a una estación dis¬ 
tante hacia el Oeste que opere a la misma frecuencia. 
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Ejem P l # 2: Red de antenas de radiación transversal de seis fuentes. Calcúlese 

seis dC rad,ac,ón de un sistema de antenas de radiación transversal de 

SjEfl? adS C n ’ SOt , rÓPÍC f COn d = À/2y dibú j ense los diagramas fa- 
oriales (la adición) para los máximos y los nulos dei patrón. 

SoLuctóN. El patrón está dado por (14-6.4-5) con «5 = 0 o . Por (14-6 4-8) los 
nulos (raices) ocurren cuando ' ' ° os 


i ~ —y 2 cos 6 ~ 71 cos 0 


2kn 2n X 


(D 


o bien _ 

( 2 ) 

Los máximos de los lóbulos menores ocurren aproximadamente cuando 


n * 

cos 0 = + - 


•A = ± 


(2 k + I) K 


( 3 ) 


tthlíií í’ V” ' ' L ° S Val ° reS de k * 9 y * se relacionan como en la 

sores unitaritK C .° lumna “ adlC]ón de fasore s” en la tabla seflala cómo los fa- 
sores umtanos de cada fuente se suman para las diversas condiciones ívéase 

amb.en la Secc. 14-6.7). N6.ese „ue en ,a dirección dei mâximoLÕs los S! 
sores suman en linea mientras que en la dirección dei cero o nulo los faso- 

• El pa,r6n del campo dd sisMma * ~ 

ram ^ Tf ejempl ° y también en otros casos considerados en esta sección el 
campo total es n veces el campo de una fuente sola (E = «£,) en la dirección de la 

rsétr - b F sí, t 6 - s <-«—™ 

i* n 1 tota * en dirección de la máxima radiación Esta 

ndicion se usa algunas veces para conseguir una directividad aumentada. 


14-6.8 Interferómetro simple de dos elementos 


El interferómetro es un tipo especializado de antena que se usa ampliamente nara 
observacones en radioastronomía. Proporciona un buen ejemplo deTukiXa 
con dei patrón o d,agrama y de la teoria de sistemas de aitenas ? 

como T° ^ conectadas 

p Gr ‘ ^ 4 “ 6 * el patrón o diagrama de campo está dado 


E = 2£, cos ^ 
2 


d) 


donde <// = p s cos d 
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Parâmetros par» sistema lineal dc seis fuentes puntuales isotrópicas ênfase de 
IgpalamplHud y espadamiento d = Â/2. £1 diagrama de campo está en la figura 14-22 

Condición k 0 \jt Adición de fasores 


Máximo 0+90° 0 


Nulo 


±70.5° ± * (±60°) 



Máximo - ±60° ±*(±90°) 

dei lóbulo 
menor 


£ = 1.41 



(4 = 60 a ) 



Nulo 


2 ±48.2° ± f tt( ± 120°) 


£ =0 



(9 = 48.2°) 



- 120 ® 


(9 = —48,2°) 


Máximo 
dei lóbulo 
menor 


±33.7° ±fn(± 150°) 



(4=33.7°) 



Nulo 


3 0 o , 180° ±Ji(±180°) 


£ = 0 


\p = 180° 


(4 = 0°) 


[p = -180° 


( 4 = 180°) 


Por multiplicaçión dei patrôn o diagrama, E, es el diagrama de campo dei dipolo 
corto [=sen 0. véase (14-3-37)], y cos(^/2) es el factor dei sistema. En consecuen- 
cia, el diagrama o patrón completo dei interferómetro es 


E = 2 sen 0 cos 



( 2 ) 


Cuando 0 se remplaza por su angulo complementado y, el primer nulo o anula- 
ciôn ocurre cuando (ns/Â) sen Voi = */2 o 


= sen 


ls/X 


(3) 


- 
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90 ° 



Figura 14-22. Diagrama de campo de seis 
fuentes puntuaíes isotrópicas en fase de 
iguaJ ampíiíud y con espaciamiento À/2 
(vèase ia rabia 14-3 para la adición gráfica 
de campos en diferentes direcdones). 


Diagrama de campo 
de dípolo corto 


^ 5 - 7 ° 
Envolvente h] / 

de diagrama r f - W 


Diagrama de campo 
dei interferómetro 


Dipoio cortg 
(elemento II 



/^ Dipoio corto 
(eiemento 2 ) 


Línea de transmisión 


Ai receptor 


Jtuerferómetro sitnple de dos elemeniAc llca „^ a- i 
•k»™*. te elemenios individu*. <* **'£££££/ 
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Si se supone que el espaciamiento s es de muchas longitudes de onda, el ancho dei 
haz entre primeros nulos (BWFN) es entonces 



( 4 ) 


Esle BWFN es la mitad dei valor para un sistema uniforme de antenas de n tuen- 
tes, como lo da (14-6.5-3). El patrón de campo dei inierferòmetro se muestra en la 
figura 14-23 para s = IlU. El BWFN de este patrón dei inierferòmetro es, según 
la ecuación (4), igual a 5.7°, La envolvente dei diagrama muitilobular es de la 
misma forma que el patrón dei dipolo corto {= sen 6). 

En aplicaciónes de radioastronomía se usa un inierferòmetro para recepción 
de radiadón proveniente de objetos celestes cuando pasan por el patrón de 
radiación de la antena, La detección y ubicación de los objetos se facilitan por los 
pequenos anchos de haz de los lóbulos dei patrón. Se ha supuesto que el objeto 
detectado es de extensión angular pequena (o mucho menor que 5.7 en este 
ejemplo). Si no, el patrón se modifica (se llenan las anulaciones). Este efecto hace 
posible deducir el tamafto angular de los objetos.* 


14-7 DISTRIBUCIÕN DE ABERTURA CONTINUA 

En las páginas anteriores se han estudiado los sistemas de antenas de fuentes 
puntuales, es decir, sistemas de un número finito de fuentes separadas por distan¬ 
cias finitas. Considérese ahora un sistema continuo de fuentes puntuales separa¬ 
das por distancias infinitesimales. Por el principio de Huygens (Secc. 12-4) un 
sistema continuo de antenas de fuentes puntuales es equivalente a un campo con¬ 
tinuo (o distribuciõn laminar de la corriente). En esta lorma el análisis de siste¬ 
mas de antenas puede extenderse para incluir los patrones de distribuciones de 
campo a través de aberturas de bocinas electromagnéticas o de antenas de plato 
parabólico. 

Considérese la distribuciõn de abertura de longitud a en la dirección y y 
ancho x, en la dirección x (perpendicular a la página), como se muestra èn la ligu- 
ra 14-24. La tnagnilud dei campo a lo ancho de la abertura es una función de y 
pero no de jc. El campo está en la misma fase sobre la abertura entera. El campo 
infinitesimal, a una distancia de una abertura elemental de área dxdy es, desde 
E = - j«>A y (14-3-7)4 

+ Esta explicación està muy simplificada. Para un análisis másdeiallado vèase, por ejemplo, J.D. 
Kraus. “Radio Astronomy,” cap. 6, Cygnus‘Quasar Books, Powell, Otiio 43065, 1982. 

♦ Nótese que /Ctrl '/. = Ejy\ 7. = H, - donde es el espesor de la lâmina equivalente de 

corriente en ta abertura. Entonces, en (14-3-7) sea I,. - A y 1 - <E' 
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A un punto 



Figura 14-24. Abertura angular a y distribución de amplitud E(y). 


clE 


-j<o[dAJ = 


-j(OfiE(y) 
4nrZ e 


ji ‘ r dx dy 


(Vr 1 ) 


(D 


donde [/IJ = componente * dei vector retardado [véase (14-2-6)], Wb nr 1 

E(y) = distribución dei campo eléctrico en función de y a través de la 
abertura, Vm" 1 

Z = impedancia intrínseca dei medio, Q 


El campo total eh la dirección 
se obtiene por integradón de 
entonces r = r 0 — r cos 0 y 


0 a una distancia r 0 desde el centro de la abertura 
(1) en la abertura (extensión a por a ,). Si r $> a. 


rvm _ Jfr ° f +a ' 2 

E( P> Ãnr^Z -J_ 2 £(v) ex P (JPy cos 0)dy 


La magnitud de E(0) es entonces t 


( 2 ) 


p+o/2 

m = 2^xj /2 £ O’)expO/3ycos0)</y 
p ara una distribución de abertura uniforme [£(>•) = £J (3) se reduce a 

= 2r^í J CXp ^- v cos W)' 


' Nótese que a>fi 4nZ = I 2/.. 
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En el eje (0 = 90°) se tiene 

E(0 = 90°) = 

2r 0 Ã 


2r 0 A 


(5) 


donde A t , = íi.v, es la abertura (o área) útil o eficaz (metros cuadrados). Si la 
abertura es unidireccional (radiación máxima a ti = 90° pero ninguna ti = 270°^ 
el valor de E(0) debe duplicarse. Este es el valor que se usó en la obtención de 
(14-5-25). Al integrar (4) da 


E(0) = 


E a A c sen [(/ia/2) cos if] 
2 r 0 Ã (/ia/2) cos tf 


( 6 ) 


Esto da el patrón dei campo lejano en funciòn de 0 para una distribución conti¬ 
nua, uniforme y en fase de la intensidad dei campo E u en una abertura rectangu- 
lar de área A e , con longitud a (en la dirección y ). 

En el sistema de antenas de n fuentes isotrópicas de igual amplitud y espa- 
ciamiento analizado anteriormente en la sección 14-6-4, recuérdese que el patrón 
o diagrama de campo fue dado en (14-6.4-5) como 


E(0) = E 0 


sen mp/2 
sen ^/2 


(7) 


donde ^ = fid cos 0 + õ 

£ 0 = campo de una fuente individual 


Para el caso de radiación transversal, S = 0. y (7) se convierte en 


sen[(a/ií//2) cos ti ] 
sen [(/i<//2) cos íi] 


( 8 ) 


Sea a' = longitud dei sistema. Entonces si n y a f son grandes, a = (n — 1 )d ^ nd Si 
se centra la atención a los ângulos cercanos a 90° (dirección dei haz principal), (8) 
puede volver a escribirse como 


E(0) - 


sen[(/ia'/2) cos 0] 
(/ia72) cos ti 


(9) 


Comparando esta expresión con (6), se ve que para una abertura grande y con ân¬ 
gulos cercanos al haz principal, el patrón de campo de una abertura continua es 
idêntico al patrón o diagrama de un sistema de antenas de radiación transversal 
de n fuentes de la misma longitud (a = a). También los campos tienen el mismo 
valor absoluto puesto que nE 0 = E a A r/ 2r fí Ã. 
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Figura 14-25. Siete diferentes distríbudones de abertura de antena con diagramas asociados 
de campo lejano. : ? > 
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14-8 RELACIONES DE LA 
TRANSFORMADA DE FOUR1ER 
ENTRE EL PATRÓN DE CAMPO LEJANO 
Y LA DISTRIBUClÓN 
DE LA ABERTURA t 

Una distribución de abertura unidimensional E(y) y su patrón de campo lejano 
E(ü) son recíprocos de las transformadas de Fourier . Para una abertura finita 
una de estas transformadas puede escribirse 



E(y) exp (jfiy cos 0) cly 


( 1 ) 


Esta es idêntica a (14-7-3) excepto por un factor constante. + En la figura 14-25 se 
presentan ejemplos de patrones de campo lejano E(0) para diferentes distribu- 
ciones de campo E(y). 

Tomando la distribución de abertura uniforme y su patrón (Fig. 14-25fl) 
como referencia, se encuentra que las distribuciones abocinadas (triangular y co- 
senoidal) tienen mayores anchos de haz pero lóbulos menores más pequenos, 
mientras que las distribuciones abocinadas en forma más gradual (coseno cuadrado y 
gaussiana) tienen anchos de haz todavia mayores pero no lóbulos menores. Por 
otro lado un abocinamiento inverso, como en la figura 14-25/, proporciona un 
ancho de haz menor, pero lóbulos menores más grandes que en el caso de la 
distribución uniforme. Llevando el abocinamiento o ahusamiento inverso hasta 
su limite extremo, da la distribución de la figura 14-25g que es equivalente a la de 
un interferómetro de dos elementos. El patrón en este caso tiene un ancho de haz 
de la mitad dei de la distribución uniforme pero con lóbulos laterales iguales en 
amplitud al lóbulo principal (central). 

Una propiedad útil de (1) es que una distribución de abertura puede tpmarse 
como la suma de dos o más distribuciones componentes con el patrón resultante 
igual a la suma de las transformadas de esas distribuciones. 


14-9 ANTENAS LINEALES 

En la sección 14-3 se analizó la antena dipolar para el caso en que su longitud 
fuera pequena comparada con la longitud de onda, (por ejemplo 2/10 o menor). 


+ H.G. Booker y P.C. Clemmow, The Concept of an Angular Spectrum of Plane Waves and lts 
Relation to That of Polar Diagram and Aperture Distribution, Proc. IEE Londres , (3)97:11-17 (ene- 

io, 1950). 

í La ecuación (14-7-3) es una relación absoluta, mientras que (1) es relativa. 
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A un purto 


Distribución 
senoidal da corriente 





K 


V dy 


L 



Figura 14-26. Geometria para antena dipolar lineal alimentada por el centro, de longitud L con distri- 
bución senoidal de corriente. 


Considérense ahora las antenas dipolares lineales de cualquier longitud L. Se 
supone que la distribución de corriente es senoidal. Esta es una aproximación sa- 
tisfactoria puesto que el diâmetro dei conductor es pequeno, por ejemplo A/200 o 
menor. 

Usando la figura 14-26 se calculará el patrón de campo lejano para una ante¬ 
na dipolar alimentada por el centro, siendo esta antena lineal y de longitud L . Es¬ 
to se hará considerando la antena como si estuviese constituida por una serie de 
dipolos cortos elementales de longitud dy y corriente / e integrando su contribu- 
ción en una distancia grande. La forma de la distribución de corriente en la ante¬ 
na se encuentra a partir de mediciones experimentales que están dadas aproxima¬ 
damente por 



(A) 


(D 


donde l 0 es el valor de la corriente en el punto de corriente máxima y así (Z./2) 
+ y se usa cuandoy < 0 y (L/2) —y se usa cuando y > 0. En la tabla 14-1 para los 
campos de un dipolo corto, el campo (eléctrico) lejano de una antena de longitud 
L se encuentra que es 



L 2 


( 2 ) 


donde I; = \ j6()n exp [/(<«;/ - fir 0 X\}/r 0 À. 
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Figura 14-27. (o) Diagrama de campo lejano de antena dinnlar i/i ,• 

diagrama de campo iejano de antena dipolar de 1.5, alimentada plrlulnío ^ '' Cemr ° Y <A) 


Sustituyendo (1) para / en (2) e integrando se llega a 

/60[/o] Jcos [(/ILcos <))/2] - cos (fíL/2) 


E<i = 


sen 0 


(3) 





( 4 ) 


con ia forma mostrada en la figura 14-27«. Este patrón cs sólo un poco más direc 
a 


E„(0) 


_ cos (| n cos 0) 
sen o 


( 5 ) 


c«To“ e r s f iTflL def™! 276 ' CO " d PUn ‘° medi ° de la 

Ejemplo. Encuéntrese la directividad de un dipolo lineal A/2 . 
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Soluciôn. Para el dípolo de A/2 se tiene de (4) y (14-5-7) que 


D - 


4 n 


4 n 


íí PM <t>)dsi 


2 n 


í 


cos 2 [(rt/2) cos 9 ] 

sen 2 0 


= 1.64 ( = 2.15 dBi) (6) 


sen o j() 


Esto es 1.64/1.5 = 1.09 ( = 0.4 dB) mayor que la directividad de un dipolo 
corto o infinitesimal. Nota: La integración de (6) incluye las integrales seno 
(Si) y coseno (Ci). 


Para encontrar la resistência de radiación R dei dipolo de A/2 se íntegra el 
vector de Poynting promedio sobre una esfera grande, dando la potência radiada, 
Esta potência se iguala luego a l 2 R. donde / es la corriente terminal eficaz o rms. 
Al realizar este cálculo para el dipolo de A/2 se obtíene 


R = 30 Cin 2rr = 30 x 2.44 (7) 

= 73 í) 

donde Cin es ia integral coseno modificada. Esta es la resistência presentada por 
un dipolo de A/2 a las terminales de una línea de transmisión (Fig. 14-27o). La 
impedancia Z que presenta la antena también contiene una reactancia positiva de 
42.5 O (Z=73 + /42.5 íl). Para hacer resonante a la antena (X = 0), Ia longitud 
puede acortarse un pequeno porcentaje. Sin embargo, esto también produce una 
pequena reducción de la resistência dé radiación (en aproximadamente 70 íí). La 
resistência de radiación para el dipolo lineal de 1.51 es de alrededor de iOOfi. 


14-10 CAMPOS DE ANTENA ' 

DIPOLAR DE A/2 

Para ilustrar la configuración de los campos radiados por una antena, en la figura 
14-28 se muestran las líneas de campo eléctrico de una antena A/2 en cuatro ins¬ 
tantes sucesivos. Aunque los campos fueron generados por computadora (y grafi¬ 
cados por la misma) para un esferoide alargado con distancia interfocal A/2, esos 
campos son esencialmente los mismos que para un dipolo A/2 alimentado por 
el centro f exceplo en la proxímidad inmediata de la antena. En el tiempo t = 0 
(Fig, 14-28 a) la corriente de ia antena es cero, y la carga en los extremos dei dipo¬ 
lo es.máxima. Un octavo de periodo después (r = r/8) !a corriente ha empezado 
a fluir, como se sugiere en la figura 14-28Ó. A r = r/4 (Fig. 14-28c) la corriente 


t Para el dipolo delgado de a!2 la componente E t se obtendría de una ecuación como (14-9-2), 
pero que se cumple para distancias pequebas (véase la expresión general en la tabla 14-1). En forma 
semejante, calcular una componente L, hace posible determinar el campo total èn cualquier punto. 










Ffcxti orna fpr I kfftf i 
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ha alcanzado su valor de cresta y Ia carga en los extremos es cero. A un ttempo l = 
|T (Fig. 14-2 Sd) la eorriente contínua fiuyendo en la misma dirección pero con 
magrvitud reducida. Con ( = 772 la eorriente es de nuevo cero y ta carga es máxi¬ 
ma en los extremos. La configuractón de campo cuando / = 7/2 es idêntica a la 
mostrada en la figura 14-28# excepto que las flechas y los signos se invierten. 
Cuando i = |7 la eorriente ha comenzado a fluir en la dirección inversa (hacia 
arriba), y ei campo es idêntico al mostrado en la figura I4-28Ó excepto que todas 
las flechas estarían invertidas. Nótese que las líneas de la figura 14-28 son las 
líneas dei campo reales, no el patrón dcl campo (intensidad de campo contra eí 
ângulo). Compárese con la figura 14-27# con el dipolo girado en forma vertical, 
Viendo todas las partes de la figura 14-28 se nota que un punto de fase cons¬ 
tante, como P, se mueve radialmente hacia afuera aproximadamente 2/2 en 4 
período (viajando aproximadamente a ia velocidad de la luz, c), Sin embargo^ 
mediciones cuidadosas demuestran que P se mueve más aprisa que c cerca de la 
antena, como una onda de modo de ordçn superior confinada entre las placas pa¬ 
ralelas de una guia de onda, pero más lejos la velocidad de la luz se hace exacta- 
mente igual ac.i La figura 14-28 es incompleta ya que las líneas de campo magné¬ 
tico no se muestran, Consisten en espiras circulares concêntricas con la antena y 
perpendiculares al plano de la figura. Desde el punto de vista dei flujo de potência 
la situación es semejante a la mostrada por las flechas en la figura 14-12 para el 
dipolo corto con potência máxima radiada hacia afuera en el plano ecuatorial 
— X) ) Este es flujo de potência real, Existe tambien flujo de potência reactiva 
(no radiante), que oscila hacia uno y otro lado cerca de Ea antena, como se indica 
en la figura 14-12. 


14-11 ANTENAS DE ONDA VIAJERAÍ 

En la sección 14-19 sobre la antena lineal se supone una distribución senoidal de 
eorriente. Este tipo de distribución de eorriente es bastante aproximado si la ante¬ 
na es delgada (conductor de diâmetro < A/200) y siempre y cuando la antena no 
esté terminada . 


^ st0 se P ue de inferir dei hecho que las distancias entre puntos de fase semejante (P, P\ P") mi- 
den más de A/2 cerca de la antena pero miden exactamente A/2 a mayores distancias. 

+ ^ ara ^ na explicación más detallada de antenas de ondas viajeras, véase por ejemplo, C.H. Wal- 
ter, “Traveling Wave Antennas,” Dover Publications, Inc., Nueva York, 1972. 


ligUFa 14-28, Configuractón de campo eléctrico para una antena A 2 en cuatro instantes sucesivos: 
r { t — 778, (c) t =; 774, {d) t — jj de T, donde T = período. Nótese el movimiemo hacia 

afuera de los puntos de fase constante P* y P" conforme eí tiempo pasa. La fuerza dei campo eléctrico 
es proporcional a la densidad de líneas. (Tomado de “A Resonant Spfteroid Radiator, ” producido en 
la Ohto State Vnivenity para el National Commiíee for Electrícal Engineeríng Pilms; Project lm- 
tia/or, Prof. Edward Kennaugh; diagramas cortesia dei Prof. John D. Cowan r Jr.) 
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Transmisor 


Onda estacionaria 

Onda viajando (distribución senoidal de corriente) 

^ Antena lineal 

^ Orcuítq 



(o) 


Onda que viaja 


Transmísof 




A 


Onda viajera progresíva 
(ampütud de corriente) 


£ 


Onda no reflejada 


- Terminación 


(b) 


Transmiaor 


Dipolo >2 




Dipolo 

infinitesimal 


Onda viajera o progresiva 


T 


R 

-vw 


Dipolo ^ 

/ 


/ 

Terminación 


fc) 



Sistema de radiación longitudinal de-i fuentes 

(d) 

Diagrama de campo de dipolo infinitesimal 


Figura 14-29. Antenas lineales largas (a) sin, ( b ) y (c) con terminación; {d) sistema de radiación longi¬ 
tudinal equivalente de fuentes puntuales isotrópicas. 


Considérese una antena lineal delgada de varias longitudes de onda de lengi- 
tud situada a una distancia h arriba de un plano de tierra perfectamente conduc- 
tor, como en la figura 14-29 a, con un transmisor conectado dei lado izquierdo. 
La combinación formada por la antena y el plano de tierra actúa como una linea 
de transmisión de circuito abierto. El transmisor envia una onda viajera por la 
linea (hacia la derecha), que se refleja en el extremo abierto produciendo una on¬ 
da de igual amplitud que viaja de regreso (hacia la izquierda). Como resultado, se 
establece una onda estacionaria en la linea con una distribución senoidal de 
corriente. La corriente en el extremo abierto y es máxima a A/4 dei extremo 
abierto, como se muestra en la figura 14-29 a (véase también Secc. 10-6). Esta es la 
situación supuesta en la sección 14-9 en la antena dipolar lineal. 

Conéctese ahora una resistência R igual a la resistência característica de la 
linea de transmisión antena plano de tierra entre el extremo abierto de la antena y 
tierra, como se muestra en la figura 14-296. Esto convierte la antena en una de tipo 
terminado . Existe una onda viajera que sale (hacia la derecha) pero (idealmente) 
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no hay onda reflejada. La amplitud de la corriente es constante en toda fa longi- 
tud de la antena puesto que las perdidas son despreciables y existe un cambio de 
fase uniforme progresivo a lo largo de la antena. Un arreglo para e! estableci- 
miento de una onda viajera en una antena lineal larga remota de la tierra se 
muestra en ía figura 14-29c. El punto medio de una antena Â/2 se usa como un 
equivalente de tierra. 

El patrón de una antena lineal con una orida viajera puede determinarse con 
facilidad, si se considera la antena como constituída por un sistema con un gran 
número de dipolos infinitesimales conectados en serie trabajando como un siste¬ 
ma de antenas de radiación longitudinal, como en la figura 14-294. Entonces de 
acuerdo con las secciones 14-6.6 y 14-6.4, el patrón dei campo eléctrico lejàno 
de una red de antenas semejante está dado por 


&m = 


£o 


sen(»i^/2) 

iJsen(^/2) 


(D 


donde <A - jià cos 0 - fid = fld (cos 0 - 1 ). El primer factor (E 0 j representa el 
patrón de los elementos infinitesimales dei sistema que tienen el mismo patrón 
que el dipolo corto (£ 0 = sen 0). El segundo factor es el patrón o diagrama nor¬ 
malizado de un sistema de n fuentes isotrópicas. Por el principio de Ia multiplica- 
ción de patrones o diagramas, el diagrama resultante [£„{(>)] es el producto de 
esos dos factores. Para L grande[ = d{« - 1) * n<Q. que es el resultado de una n 
grande y una d pequefia, (1) puede expresarse aproximadamente como 


E„(0) = sen 0 sen ~ fos 0)] 

(jíL;2)( I - cos 0) 


( 2 ) 


Por ejemplo, el patrón de una antena lineal de 9.75Â con onda viajera o progresi- 
va se muestra en la figura 14-30 a, como el producto det patrón de radiación de un 
dipolo infinitesimal y el patrón de un sistema de antenas de radiación longitudinal 
de 40 fuentes isotrópicas con espaciamiento de Â/4 y desplazamiento de fase 
progresivo uniforme S = —fid = - n/2. Este es el mismo sistema que el de la sec- 
cion 14-6.6 (vèase tambiên la Fig 14-206). El patrón dei sistema de 40 fuentes 
isotrópicas tiene un máximo en 0 = 0 o (dirección de la radiación longitudinal). 
Sm embargo, los dipolos infinitesimales que forman el sistema tienen un nulo en 
0-0 y un máximo en 0 = 90“. El patrón resultante (producto) es de forma có¬ 
nica con sección transversal como se muestra en la figura 14-30» (diagrama de la 
derecha). El primer lóbulo menor es sólo 4.7 dB abajo. Los lóbulos menores 
grandes son característicos de las antenas lineales largas. En contraste, el primer 
lobulo menor de un sistema de fuentes isotrópicas está a 13.5 dB abajo (véase la 
Fig. 14-30», patrón central). 

La máxima radiación para la antena lineal de 9.75Â está a 0 15" Acomo¬ 

dando esas dos antenas lineales en forma de V con un angulo de alrededor de 30°, 
como en la figura 14-306, se obtiene una antena unidireccional qu'e puede alimen- 
tarse de manera conveniente por medio de una línea de transmisiòn de dos 
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Figura 14-30. {a) Diagrama de campo lejano de antena lineal (terminada) de 9.75A, obtenido por mui- 
tiplicación de diagrama de dipolo corto con diagrama de sistema de radiación longitudinal de fuentes 
puntúales isotrópicas. ( b ) Combinación de dos antenas de (a) para formar una antena V. 
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conductores equilibrada. El patrón resultante de esta antena V con terminación se 
muestra en la figura 14-306 (patrón de la derecha). 

Los patrones verticales de estas antenas, cuando se trabajan en paralelo a un 
plano de tierra, como en la figura 14-296, se pueden obtener multiplicando los 
diagramas de la antena aislada por el de un par de fuentes isotrópicas, una al 
centro de la antena y la otra (como su imagen) a una distancia igual debajo dei 
plano de tierra (véase la sección 14-19.1). 


14-12 ANTENA DE CUADRO PEQUENO 

Considérese una antena de cuadro o espira circular pequena de diâmetro d , como 
en la figura 14-3 la. Sus dimensiones se suponen pequenas en comparación con la 
longitud de onda (d < A), de manera que la corriente es de amplitud y fase cons¬ 
tantes alrededor de la espira. Esta pequena espira circular puede aproximarse por 
una espira cuadrada de igual área [s 2 = 7r(d/2) 2 ], como se muestra en la figura 
14-316. En esta forma la espira puede analizarse como cuatro dipolos cortos cu- 
yas propiedades se consideraron en la sección 14-3. La espira cuadrada se orienta 
respecto a las coordenadas como en las figuras 14-316 y c. El campo en el plano 
yz es producido por la radiación de los dipolos cortos 2 y 4. Los dipolos cortos 1 y 
3 no contribuyen puesto que sus campos son exactamente iguales y en fase opues- 
ta en todos los ângulos dei plano yz . Puesto que los dipolos cortos (2 y 4) no son 
direccionales en el plano yz, el patrón de campo en este plano es el mismo que pa¬ 
ra dos fuentes puntuales isotrópicas en fase opuesta (contrafase). Entonces, el 
patrón de campo eléctrico está dado por 

E(9) = E 2 e~ m2 - E^ 1 (1) 

donde E 2 = E 4 es el campo eléctrico es el campo dei dipolo corto individual. Su- 
poniendo que s A, se deduce que 

E(9) = -jE 2 $s sen 0 (2) 

Introduciendo el valor dei campo lejano E 2 de un dipolo corto de la tabla 14-1, se 
obtiene 


E(9) = ^9^1 p s sen q 
rA 


(3) 


donde / es la longitud dei dipolo corto. Pero en este caso / = s y s 2 = A 
(= área de la espira); asi 


E(9) 


\20n 2 I A 


sen 9 


(Vnr 1 ) * 


r A 2 


(4) 
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(a) <6) 

Figura 14-31. (ff) Antena de espira circular y < b ) de espira cuadrada; (c) geometria para calcu¬ 
lar dõmpo lejano. 


Este es el valor dei campo eléctrico de una antena de cuadro (espira) pequena de 
área A (cuadrada o circulart). Es el mismo en cualquier plano perpendicular al 
plano de la espira. La aproximación (cuadrada para espira circular) se vuelve 
exacta çuando las dimensiones de la espira se vuelven muy pequenas. 


14-13 ANTENA HELICOIDAL í 

Una hélice con una circunferência de aproximadamente 1A actúa como una ante¬ 
na de haz de radiación longitudinal con radiación máxima en la dirección axial. 
La radiación está circularmente polarizada en el eje, y la directividad de la hélice 
aumenta linealmente con la longitud de la hélice; esto es, duplicando la longitud 
se duplica la directividad. 

La antena helicoidal está alimentada convenientemente con una linea de 
transmisión coaxial y tierra cuadrada o circular, como se muestra en la figura 
14-32a. Las dimensiones importantes de la hélice son su diâmetro Z>, su circunfe¬ 
rência C, el espaciamiento entre vueltas S, 1a longitud de la vuelta /, y el ângulo de 
paso a. Éstos se relacionan como en la figura 14-32Ó. Cuando la circunferência 
de la hélice es (C = nO) es aproximadamente 1 A, la distribución de carga y de 
corriente instantâneas en una sola vuelta, será como se muestra en una vista desde 
el extremo en la figura 14-32c, con el campo E resultante como se indica. Confor¬ 
me la onda avanza hacia afuera de la hélice, el vector dei campo eléctrico gira, 


t O cualquier otra forma. 

t J.D. Kraus, Helical Beam Antenna, Electronics , 20:109-111 (abril, 1947); también J.D. Kraus, 
Helical Beam Antennas for Wide Band Applications, Proc. IRE , 36:1236-1242 (octubre, 1948). Para 
un análisis más amplio véase J.D. Kraus, “Antennas,” Cap. 7, McGraw-Hill Book Company, Nueva 
York, 1950. 
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produciendo una polarización circular en el eje. La antena helicoidal actúa como 
una antena de onda viajera o progresiva sin requerir una terminación. La distri- 
bución de corriente es esencialmente la de una sola onda que viaja hacia afuera 
con amplitud uniforme; la onda que se refleja hacia el punto de alimentación des¬ 
de el extremo abierto de la hélice es muy pequefia. 

El patrón de una antena helicoidal puede calcularse con facilidad si se consi¬ 
dera como un sistema de radiación longitudinal de n fuentes isotrópicas, repre¬ 
sentando cada fuente una vuelta. Por el principio de multiplicación de patrones o 
diagramas, el diagrama real de la hélice es entonces el producto de este diagrama 
o patrón dei sistema o red y el diagrama o patrón de una vuelta. El diagrama o 
patrón de una sola vuelta puede aproximarse a una función coseno, E(0) = cos 0. 
Esta es una sobresimplificación, pero el diagrama de una sola vuelta tiene poco 
efecto, especialmente cuando se trata de hélices largas, porque el diagrama de ra¬ 
diación dei sistema es mucho más agudo que el diagrama de una sola vuelta. En¬ 
tonces puede escribirse para el diagrama o patrón dei campo. 



(D 


donde 



( 2 ) 


Adviértase que (1) difiere dei diagrama o patrón de una antena lineal de onda 
progresiva como se da en (14-11-2) en que el diagrama de la hélice de una sola 
vuelta (cos fí) tiene un máximo en el eje (en la misma dirección que el máximo dei 
sistema) mientras que para la antena lineal el diagrama de dipolo infinitesimal 
tiene un cera o nulo en el eje (en la dirección dei máximo dei sistema), producien¬ 
do el patrón o diagrama cónico de la figura 14-30a y menor directividad. 

Puesto que la radiación está circularmente polarizada en el eje y es simétrica, 
(1) es el diagrama para ambas componentes, esto es, E g (0) y E^O). 

Si todos los campos se suman en fase en el eje, se tendría la condición ordiná¬ 
ria de radiación longitudinal, que requiere p = 0. ±2n. ±4rr, etc. En el presente 
caso i j/ 2n. Comparando un diagrama calculado con este valor de ip con el 
diagrama real medido se observa que el diagrama real es mucho más agudo o 
mucho más direccional (véase Fig. 14-32 d). Para obtener un diagrama o patrón 
calculado que concuerde con uno real se requiere un cambio adicional de fase por 
vuelta de aproximadamente n!n, de manera que el cambio total de fase por vuelta est 


n 


(3) 



t Hansen y Woodyard han mostrado que el cambio de fase n, 


mn adicionai produce un aumento en 
tciple in Directional Antenna Design, 
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Plano de tierra 




(20 vueltas, a = 12°) 



ie) 

Figura 14-32. (o) y ( b ) Dimensiones de una antena helicoidal, (c) Vista extrema de la hélice con direc- 
ción instantânea dei campo eléctrico giratorio (£). (d) Diagrama de campo lejano de antena helicoidal 
obtenido por multiplicación de diagramas dei diagrama de una vuelta con el sistema de radiación lon¬ 
gitudinal de fuentes isotrópicas con la directividad aumentada. El diagrama para un sistema de ra¬ 
diación longitudinal ordinário de la misma longitud se muestra para comparación. (e) La.hélice actúa 
como una lente, difractando o desviando las ondas que Megan, sobre si mismas por una abertura útil 
A v que es mayor que su sección transversal o abertura física A t> . 


El cumplimiento de este requisito implica que la onda en la hélice viaje con una 
velocidad que satisfaga automáticamente (3). Entonces, de (2) y (3) se tiene que 


— 2n — 



VI 

p 


(4) 
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donde p = 

v = 
c = 
/ = 
5 = 


v/c = velocidad relativa de fase de la onda en la hélice, adimensio- 
nal 

velocidad de la onda en la hélice, ms -1 

velocidad de la luz o de las ondas de radio = 300 Mm s _1 

longitud de la vuelta, m 

espaciamiento entre vueltas de la hélice, m 


Despejando de (4) para encontrar p , se tiene 


P = 


1/A 

(S/A) + (2 n + l)/2n 


(5) 


En un caso típico en que las dimensiones de la hélice sean C = A, a = 12 c y 
n = 20, se obtiene una velocidad de fase p = 0.82. Este valor calculado concuerda 
con el valor real medido. Es una propiedad notable de la antena helicoidal el que 
la velocidad relativa de fase p de la onda que avanza hacia afuera de la hélice se 
ajuste automâticamente, de manéra que se obtiene directividad aumentada en un 
intervalo considerable de ângulos de paso (5 o < a < 20°) y un ancho de banda de 
más de 2 a 1 (|A < C < \k) siempre que n > 3. La directividad puede hacerse ma- 
yor aumentando el número de vueltas. El limite pràctico en este caso es que la 
estructura dielêctrica que sostiene la hélice no debe ser capaz de soportar otros 
modos en una medida apreciable. Los diagramas de radiación mostrados en la fi¬ 
gura 14-32 d son los de una hélice de 20 vueltas con y. = 12 y un sistema ordinário 
de radiación longitudinal de la misma longitud con 20 fuentes cada una con un 
patrón o diagrama cos 0. 

La directividad aproximada de una antena helicoidal está dada por t 



( 6 ) 


Para una hélice de 20 vueltas con parâmetros típicos C = X y a = 12° la directivi¬ 
dad D = 64 (o 18 dB). 

Con un ângulo de paso de a = 12 \S = 0.213A, de numera que haya casi 5 
vueltas por longitud de onda, y la hélice de 20 vueltas sea 4.3A de largo (= nS 
= 20 x 0.213A). Un sistema ordinário de emisión longitudinal de esta longitud 
tiene menos de la cuarta parte de esta directividad. A causa de esta directividad o 
ganancia dei cuádruple, la mejoría de una antena helicoidal sobre una antena 
ordinaria de emisión longitudinal de la misma longitud, la antena helicoidal se 
llama antena de super ganancia. 

La antena helicoidal se comporta como una lente colectando ondas en una 
abertura útil o eficaz A e que es mucho mayor que su sección transversal o su 
abertura física A p , como en la figura 14-32e. 


t Kraus, “Antennas,” p. 197. 
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Figura 14-33. Satélite Fleetsatcom 
(de comunicación en órbita de 
Clarke o geoestacionaria a 36 000 
km arriba dei ecuador terrestre. La 
antena parabólica con hélice de ali- 
mentación es para transmitir (enla¬ 
ce hacia la Tierra) y la hélice mayor 
única es para recibir (enlace desde 
la Tierra). Cuatro de tales satélites 
están en órbita con intervalos de 
90 alrededor de la órbita de Clarke 
para una cobertura mundial com¬ 
pleta. (Realmente podría ser un 
mínimo de tres con intervalos de 
120 para lograrlo). (Cortesia 
de TRW Corporation.) 


La alta ganancia, el ancho de banda grande, la simplicidad y la polarización 
circulart de la antena de haz helicoidal la han hecho indispensable para aplica- 


Tabla 14-4. Anchos o aberturas dei haz y directividades de sistemas de antenas t 


Tipo de sistema 

BWFN 

HPBW 

Directividad 


1 1 5 C 

51° 


Radiación transversal 

L/À 

L/Ã 

2L/À 

Radiación longitudinal 

162° 

108° 

3 L/À 



(ordinaria) 

^LjÀ 


Antena helicoidal 

115“ 

32 ' 

J c Y L 

(radiación longitudinal con 
directividad incrementada) 

ir /.) N l >. 

(C X\ L X 

u) à 

Sistema de radiación 

115‘ 

51° 

i3 (La ) 2 

transversal de abertura 
cuadrada (unidireccional) 

L/À 

L/Ã 



|*L - longitud dei sistema para sistemas de radiación longitudinal o longitud lateral para 
radiación transversal (las relaciones son menos precisas para L <, À) 

C — circunferência de la hélice 
À - longitud de onda 

t Con amenas polarizadas linealmenie, el plano de polarización de la onda de la antena transmi- 
sora se debe alinear con la amena receptora I \/M„ = 0 en (I 1-4-4)] Cuando los planos son perpen¬ 
diculares, la potência recibida baja a cerol M M u = ISO) En virtud de la rotación de un satélite o nave 
espacial o por causa de la rotación de Faraday en la ionosfera, el plano dc polarización puede girar y 
provocar variaciones de la sehal. Este atenuamienlo se supera con antenas polarizadas circularmente. 
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ciones de comunicación espacial. Por ejemplo, el satélite de comunicaciones 
mostrado en la figura 14-33 tiene dos antenas helicoidales, una para la i ecepción 
desde la Tierra y la otra como una antena de aiimentacíón para una parábola que 
transmite hacia la Tierra. Cuatro de esos satélites en órbita de Clarke, o geoesta- 
cionaria a una altura de 36 000 km sobre el ecuador terrestre proporeionan un 
cubrimiento global para los servicios de comunicación. (Véanse los problemas 
10-6-1, 14-5-13 y 14-6-8). 


14-14 ANCHO DE HAZ Y DIRECTIVIDAD DE SISTEMAS DE 
ANTENAS 

En las secciones anteriores se han explicado las propiedades direccionales de algu- 
nos de los tipos de sistemas uniformes, tanto de radiación transversal como de ra- 
diaciõn longitudinal. La tabla 14-4 resume las relaciones aproximadas para los 
BWFN, el HPBW y la directividad para un sistema lineal de emisión transversal 
uniforme, Un sistema ordinário de emisión longitudinal de fuentes isotrópicas y 
para una antena helicoidal (radiación longitudinal con directividad mayor). Ade- 
más, se citan las aberturas angulares o anchos y la directividad para un sistema de 
antenas de radiación transversal de abertura cuadrada con distribución uniforme. 


14-15 ANTENAS EXPLORADORAS 

En las secciones 14-6.5 y 14-6.6 se consideraron los sistemas de antenas de ra¬ 
diación transversal y longitudinal. En el sistema de radiación transversal todas las 
fuentes están en fase (á = 0), mientras que en el sistema de radiación longitudinal 
(ordinário) la diferencia progresiva de fase entre fuentes es - /W, donde d es el es- 
paciamiento entre las fueníes. Realmente, el máximo dei haz puede inclinarse con 
una dirección arbitraria 0 màx si la diferencia de fase ò satisface la relación 

ô = f$d cos 0 miiX (1) 

Para un sistema de radiación transversal 0 màx = 90° y d = 0. Para un sistema de 
radiación longitudinal 0 màx = 0 C y S = — ffd . Para dirigir la radiación máxima a 
45° (0 máx = 45°) se requiefe que ô = -0.707 ffd. Controlando la diferencia de fase 
entre elementos de un sistema se puede ajustar el ângulo dei haz o explorar sin ha- 
cer girar la antena. Tales sistemas son conocidos algunas veces como sistemas o 
antenas exploradoras . 


14-16 ANTENAS INDEPENDIENTES DE LA FRECUENCIA 

Una antena independiente de la frecuencia puede defínirse conto una antena para 
la que la impedancia y el diagrama o patrón (y en consecuencia Ia directividad) 
permanecen constantes en función de la frecuencia. 
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Cinte 

de rnedir 



Figura 14-34. Una antena independiente 
de la frecuencia hecha de cintas de medir de 
bolsillo de manera que L es igual a Ã/2 a 
la frecuencia de operación. 


Considérese el arreglo de la figurá 14-34, que consiste en un dipolo A/2 ajus- 
table hecho con dos cintas de medir de bolsillo. Si se ajusta L a aproximadamente 
A/2 a la frecuencia de operación, la impedancia y el diagrama permanecen cons¬ 
tantes. Estrictamente hablando, el espesor o ancho w dei elemento debe también 
ajustarse, pero este efecto es pequefio y para muchos objetos se puede considerar 
despfeciable. Esta antena simple ilustra el requisito de que la antena debe expan- 
derse o contraerse en proporciôn a la longitud de onda para ser independiente de 
la frecuencia , o si la estructura de la antena no es ajustable mecánicamente como 
arriba, el tamano de la región activa o de radiación debe ser proporcional a la lon¬ 
gitud de onda. 

Rumseyt propuso que una antena que se defina solamente en términos de 
ângulos debe ser independiente de la frecuencia. í Este requisito puede satisfacer- 
se con varias estructuras físicas, como un par de espirales equiangulares con¬ 
cêntricas. 

La antena de periodicidad logarítmica § es otro ejemplo de una antena inde¬ 
pendiente de la frecuencia y en la figura 14-35 se muestra una que emplea dipolo. 
Las longitudes dei dipolo aumentan a lo largo de la antena de manera que el ân¬ 
gulo ^ incluído es una constante y las longitudes y espaciamientos de elementos 
adyacentes se gradúan de manera que 



(D 




donde k es una constante. A una longitud de onda cercana a la mitad dei intervalo 
de operación, ocurre una radiación principalmente de la región central de la ante¬ 
na, como se muestra en la figura 14-35. Los elementos en esta región activa son de 
alrededor de A/2 de longitud y el enfasamiento es (como lo indican las flechas) ba- 
jo los elementos. Al tiempo en que el campo radiado a la izquierda dei elemento 8 

+ V. H. Rumsey, “Frecuency Independem Antennas,” Academic Press, Inc., Nueva York, 1966. 

t Tales antenas poseen un ancho de banda instantâneo, mientras que la antena de la figura 14-34 
tiene un ancho de banda angosto pero es sintonizable. 

$ Llamada así porque el logaritmo de (1) da un incremento logarítmico constante para cada paso 
o período en la estructura. 

* D. E. Isbell, IRE Trans . Antennas Propag . AP-8:260-267 (1960). 
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liega al elemento 7, la fase de 7 ha avanzado 90° y su campo se suma en fase al dei 
elemento 8. Cuando estos campos de los elementos 8 y 7 llegan al elemento 6, su 
fase ha avanzado de manera que los campos de los tres elementos se suman en fase, 
produciendo un campo resultante grande que radia hacia la izquierda, como se 
muestra en la parte de abajo de la figura 14-35. Examinando el campo radiado 
hacia la derecha por el elemento 6, se encuentra que se combina con los campos 
de los elementos 7 y 8 para producir sólo un pequefio campo resultante que radia 
hacia la derecha. Entonces, la radiación máxima es hacia la izquierda o en la di- 
rección de regreso de la onda que entra en la antena por la linea de transmisión o 
de alimentacióh. Los elementos 9, 10 y 11 están en la vecindad de IÀ de longitud y 
llevan solamente corrientes pequeftas (presentan una impedancia grande a ia 
linea). Las pequenas corrientes en los elementos 9, 10 y 11 significan que la ante¬ 
na está efectivamente truncada a la derecha de la región activa. Cualesquiera de 
los campos pequenos de los elementos 9, 10 y 11 tienden también a cancelarse 
en las direcciones hacia uno y otro lado. Sin embargo, puede ocurrir algo de ra¬ 
diación transversal puesto que las corrientes están aproximadamente en fase. Los 
elementos que están a la izquierda (1, 2, 3, etc.) son menores que X/2 de longitud 
y ofrecen una gran reactancia capacitiva a la linea. Por 1 q tanto, las corrientes en 


Región inactiva ( / >X/2) 


11 


Región inactiva 
í J ínea de transnnfsión| 
(KX/2) 


Regíòn 

activa 

(radiante) (/ - X/2) 


10 -- 
^-T 


Linea de alimentación 


3 _ 


4 


5 


>-HT „ 

>H'jJ 

Ângulo 

comprendido, a 


Corrientes 

eiementales 


Campos 

radiados 


í ^*1 




ÂT 


X/10 



9 


b —M 

Onda hacia la izquierda 


Corrientes: 

Campos: 


-£ resultante (región activalt 


Resultante -0 

n = 11, a =30°, k = 1.25, D = 6, BW :3 a 1 


Figura 14-35. Antena independiente de la frecuencia de periodicidad logarítmica, de 8 dBi de ganan- 
cia con 11 dipolos, que muestra la región activa (central) y las regiones inactivas (a derecha e izquierda). 
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estos elementos son pequefias y la radiación es pequefia. Así pues, en la condicióh 
que se supone arriba de que la longitud de onda está cercà dei centro de la región 
de operación, sólo la porción media de la antena es activa, mientras que los extre¬ 
mos derecho e izquierdo son relativamente inactivos. Si se aumenta la longitud de 
onda, la región activa se mueve a la derecha, y si la longitud de onda disminuye, 
la régión activa se desplaza hacia la izquierda. En consecuencia, se ve que a cual- 
quier frecuencia dada, sólo se usa una fracción de la antena (en donde los dipolos 
tienen aproximadamente una longitud de À/2 ). En el limite corto de la longitud de 
onda dei ancho de banda, sólo puede usarse el 15% de la longitud, mientras que 
en el limite largo de longitud de onda se usa una fracción mayor pero algo menor 
que el 50%. Para la antena de periodicidad logarítmica de la figura 14-35, el ám 
guio subtendido a = 30°, k = 1.25, la directividad es de alrededor de 6 (= 8 dB), 
y el ancho de banda de alrededor de 3 a 1. 


14-17 RECIPROCIDAD 

Por la reciprocidad se deduce que elpatrôn o diagrama , la directividad , la abertu¬ 
ra y la impedancia terminal de una antena son las mismas en la transmisión que 
en la recepción. En general, sin embargo, la distribución de corriente en una ante¬ 
na no es la misma en la transmisión que en la recepción. 

Para demostrar que la reciprocidad se aplica a las antenas, considérense las 
dos antenas 1 y 2 (Fig. 14-36^) en un medio que es lineal, pasivo e isotrópico. Co- 
néctese un transmisor de frecuencia / de impedancia cero a los terminales de la 



Terminales 
de la antena 1 



Teif minates 
de la antena 2 


(c) 


Figura 14-36. (a) y (b) Reciprocidad entre dos antenas, (c) Circuito equivalente. 
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Receptor 


Figura 14-37. Medición dei patrón o 
diagrama en círculo de observación que 
muestra la reciprocidad de los patrones 
o diagramas de antenas. 


antena 1 (Fig. 14-36a), produciendo una comente I j e induciendo una tensión 
V 2 \ en los terminales (abiertos) de la antena 2. Transfiérase ahora el transmisor a 
los terminales de la antena 2 (Fig. 14-366), produciendo una corriente I 2 y una 
tensión inducida V l2 en los terminales abiertos de la antena 1. Puesto que cual- 
quier red de cuatro terminales puede reducirse a una sección T equivalente, el sis¬ 
tema o arreglo de antena de las figuras 14-36a y b puede remplazarse por la red 
de la figura 14-36c. Puesto que la reciprocidad puede demostrarse fácilmente pa¬ 
ra esta red, se concluye que 



y que la reciprocidad se aplica a las antenas. En otras palabras, el teorema de la 
reciprocidad para antenas establece que si una corriente /, en los terminales de 
la antena I induce una tensión V 2l en los terminales (abiertos) de la antena 2 y una 
corriente í 2 en los terminales de la antena 2 induce una tensión V l 2 en los termina¬ 
les (abiertos) de la antena 1, entonces , si I 2 = I u V l2 = V 2l . En la figura 14-36c 
^nes la autoimpedancia de la antena I, Z 12 es la autoimpedancia de la antena 2, 
y Z m es la impedancia mutua de las antenas 1 y 2 dada por 



( 2 ) 


Diagrama o patrón. Si todos los médios considerados son lineales, pasivos e 
isotrópicos, se satisface la reciprocidad y se deduce que los patrones o diagramas 
de transmisión y recepción de una antena son idênticos . En la figura 14-37, 
mídase el diagrama de la antena A (transmisora) observando su campo con una 
antena receptora B en los puntos alrededor de un círculo de observación que ten- 
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como centro, t La tensión en los terminales de la antena B es una medida dei 
campo en el círculo de observación. Si los procedimientos de observación se in- 
vierten, intercambiando transmisor y receptor de manera que la antena B trans¬ 
mita y la antena A reciba, se deduce por reciprocidad que el patrón o diagrama de 
la antena A, observado por la antena B en movimiento será idêntico al que se ob- 
tuvo cuando la antena A estaba transmitiendo. 

Directividad y abertura. La directividad se analizó en la sección 14-5 para una an¬ 
tena transmisora. En general, la directividad es igual a 


jj P„«K<i>)dn ' J 

donde P„(0, <j>) es el patrón o diagrama de potência normalizado. 

Entonces, D depende únicamente de la forma dei patrón de potência. Como 
se muestra en la subsección anterior, una antena tiene el mismo patrón tanto para 
la transmisión como para la recepción. En consecuencia, la directividad determi¬ 
nada con un patrón de transmisión de antena es idêntica a la directividad determina¬ 
da con el patrón de recepción de la antena. De acuerdo con ello, la directividad, 
como término puede aplicarse tanto a antenas transmisoras como a antenas 
receptoras, siendo la directividad de una antena la misma en ambas situaciones. 

De acuerdo con (14-5-29), la abertura (área) útil o eficaz A e de una antena es 
igual a la directividad de la antena multiplicada por una constante. En consecuen¬ 
cia, el término abertura efectiva puede aplicarse tanto a antenas transmisoras, co¬ 
mo a receptoras, entendiéndose que la abertura útil de una antena transmisora es 
la misma que su abertura útil cuando opera como antena receptora. 

Impedancia. Cuando una antena está transmitiendo, ésta puede excitarse sólo en 
un punto. Sin embargo, cuando se usa para recepción, la antena se excita en toda 
su extenSión por la onda recibida.J En consecuencia, la distribución de corriente 
en la antena no es, en general, la misma para transmisión que para recepción. Sin 
embargo, la antena se comporta siempre como el mismo circuito independiente- 
mente dei modo de excitación, de manera que la impedancia de una antena es 
la misma para transmisión que para recepción. Esto significa que si la impedancia 
terminal de una antena transmisora es Z T , la impedancia de carga requerida para 
una transferencia máxima de potência cuando la antena está recibiendo, es igual 
a su conjugado complejoZÍ. 

Que Z T debe ser la misma para transmisión y para recepción también puede 
verse considerando un circuito o red de muchas mallas. Aunque las corrientes en 


t El mismo resultado se obtiene manteniendo fija la antena B y haciendo girar la antena A alrede- 
dor de su punto central. 

+ Más aún, la manera en que se excita la antena receptora depende de la dirección de la onda inci¬ 
dente. 
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la red son dependientes de la ubicación o ubicaciones de las fuerzas electromotri- 
ces, las impedancias dei circuito son independientes de la distribución de las fuer¬ 
zas electromotrices. 


14-18 AUTOIMPED AN CIA E IMPEDANCIA MUTUA Y SISTEMAS 
DE DIPOLOS 


La impedancia presentada por una antena a una línea de transmisión se puede 
representar por una red de dos terminales. Esto se muestra en la figura 14-38, en 
que la antena se remplaza por su impedancia equivalente conectada a las termina¬ 
les de la línea de transmisión. Esta impedancia se llama impedancia terminai o en 
ei punto de aiimentación Z T . Si la antena está aislada, es decir, a distancia de 
otros objetos y no tiene pérdidas, su impedancia terminal es la misma que la 
autoimpedancia de la antena (Z r = Z u ). Esta impedancia tiene una parte real 
igual a la resistência de radiación R X{ y una parte imaginaria llamada autorreac- 
tancia X x v Si existen objetos en la cercania, como por ejemplo otras antenas acti¬ 
vas, se modificará la impedancia terminal para incluir las contribuciones que 
incluye la impedancia mutua entre las antenas y las corrientes que fluyen por 
ellas. 

En la sección 14-9 la resistência de radiación de un dipolo delgado de A/2 se 
calculo y se encontró que era igual a 73 fl. En este método se hizo un cálculo de la 
potência (real) radiada integrando el vector de Poynting sobre una esfera grande 
(en el campo lejano). No hubo término de reactancia en este cálculo. Para incluir 
la reactancia de la antena se necesita la integración dei vector de Poynting sobre 
una superfície cerrada, de manera que se ajuste a los conductores de la antena. En 
esta forma, la potência reactiva (no radiante) que circula hacia uno y otro lado 
cerca de la antena es incluída en la integración y, en general, se producirá un tér¬ 
mino de reactancia. Tales cálculos son tediosos y se omitirán aquí.t Como se es- 
tablece en (14-9-7), la autoimpedancia de un dipolo de A/2 lineal alimentado por 
el centro está dada por 


Zn — R || -\-jXi | — 73 + /42.5 fi 


( 1 ) 


Antena 


Terminales 


Línea de 
transmisión 



y Impedancia 
I equivalente 


Figura 14-38. Línea de transmisión con antena y con impedancia 
equivalente (terminal )Z 7 . 


' Para una explicación detallada véase, por ejemplo, Kraus, “Antennas”, capítulos 9 y 10. 
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- Ea impedancia terminal de una antena de dipolo lineal delgado alimentada 
pürèl centro en funciòn de la frecuencia se muestra por medio de la linea espiral 
continua de la figura 14-39.t La razón de la longitud al diâmetro (razón l/d) para 
esta antena (curva continua) es de 2 000. Con el cambio de frecuencia la impedan¬ 
cia varia en un amplio intervalo de valores. Para frecuencias en que 1/A « 0.5 la 
resistência es pequefta y la reactãncia cambia rápidamente de valores negativos 
grandes a valores positivos grandes con el aumento de frecuencia (aumento en 
//A). En condiciones de resonancia IjX = 0.48 y Z n = 70 + jOíl, A frecuencias 
mayores en que //A « 1 la resistência es de vários miles de ohms, y la reactancia 



Figura 14-39. Diagrama de autoimpedancia ( R , X) en función de la frecuencia expresada en razones 
// X indicadas a lo largo de Ias curvas para antenas lineales con razones de longitud a diâmetro (i/d) de 
60 (discontinuas) y 2 000 (continua gruesa). La resonancia (X = 0) ocurre cuando la curva de impe¬ 
dancia cruza el eje horizontal. El diagrama de la izquierda es un agrandamiento de la región de Las 
resonancias primera y tercera cerca dei origen dei diagrama principal. (Según Hallén). 


+ Erik Hallén, Admittance Diagrams for Antennas and the Relation between Antenna Theories, 
Harv. Univ., Cruft. Lab. Tech, Pep, 46, junio I, 1948. 
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puede ser de magnitud comparable. Otra resonancia (la segunda) ocurre cuando 
l/X = 0.93 y para esta condición Z n = 3 300 + j0 Q. A frecuencias todavia ma- 
yores los valores de la impedancia se hacen de nuevo pequenos y ocurre otra reso¬ 
nancia (la tercera) l/X = 1.48. Para esta resonancia Z n = 100 + j0/íl. Con el 
aumento posterior de la frecuencia la impedancia de la antena pasa a través de 
posteriores resonancias. En las resonancias impares la resistência es pequena y en 
las resonancias pares, la impedancia es alta. Sí se aumenta el espesor de la antena 
(razón l/d menor), la variación de la impedancia con la frecuencia es pequena. 
Esto se muestra con la curva espiral discontinua de la figura 14-39 que es para un 
dipolo alimentado por el centro con una razón l/d de 60. Los valores de la resis¬ 
tência de este dipolo en sus resonancias primera y tercera no son muy diferentes 
de los que se tienen para el dipolo más delgado, pero los valores de la resistência 
en las resonancias segunda y cuarta se reducen grandemente. Al aumentar toda¬ 
via más el espesor de la antena, la variación de la impedancia se hace aún menor. 

Antena básica de banda ancha. Una explicación simple para esta tendencia se 
deduce de una consideración de la antena tipo V mostrada en la figura 14-40. Si 
una linea de transmisión de dos conductores se abre gradualmente y la razón dei 
espaciamiento entre conductores D al diâmetro d se mantiene constante, la impe¬ 
dancia característica de la linea será también constante. En consecuencia, no 
habrá onda reflejada en la linea si no hay reflexión en el extremo, y este será el 
caso si D es suficientemente grande (D > X) en el extremo de estructura. En 
la región abierta de los conductores gruesos, la linea de transmisión actúa como 
una antena y la mayor parte de la potência es radiada en un haz hacia la derecha. 
De acuerdo con esto, la impedancia terminal de la antena será igual a la resistên¬ 
cia característica de la linea de transmisión, y su valor permanecerá esencialmente 
constante en todas las frecuencias para que las condiciones se cumplan. Entonces, 
para una antena como la de la figura 14-40, la espiral de la impedancia se reduce a 
un solo punto que representa la impedancia característica (sólo resistência) de 
la linea de transmisión que se abre. 



figura 14-40. Antena direcdonal básica 
de banda ancha en la que una linea de 
Iransmisión de dos conductores se abre en 
una antena. Manteniendo constante la ra¬ 
zón D/d el arreglo presenta una impedan¬ 
cia constante Z**en una amplia gama de 
frecuencias. 
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Figura 14-41. Antenas direccionales de banda 
ancha con líneas de transmisión abiertas. (a) Fjr- 
ma simple. (á) Disefio con los extremos rizados pa¬ 
ra mejorar el rendimiento a bajas frecuencias. L 
debe ser por lo menos A/2 a la frecuencia más baja. 


El arreglo de la figura 14-40 puede considerarse como una antena básica de 
banda ancha. Si una linea de transmisión de dos conductores con conductores 
de diâmetro uniforme se abre, como en la figura 14-41a, se comportará como la 
antena básica de banda ancha a frecuencias mayores, pero no a frecuencias infe¬ 
riores en donde D es menor que IA puesto que la onda que sale habrá sido ra¬ 
diada sólo parcialmente y habrá reflexión y difracción en los extremos de los 
conductores. Para mejorar el rendimiento a baja frecuencia, los extremos de los con¬ 
ductores se pueden curvar hacia atrás como en la figura 14-41Ó, extendiendo 
la operación a frecuencias para las que D sea tan pequeno como A/4. El rendi¬ 
miento a alta frecuencia se deteriorará cuando el espaciamiento d (en el extremo 
de entrada) se hace demasiado grande (algo así como A/4). 



i 


? 


Figura 14-42. Dos antenas lineales paralelas A 2 alimentadas por el 
centro con espaciamiento A, 2 
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Entonces, el ancho de banda útil de la antena se determina por la razón D/d 
que, en la práctica, puede ser bastante grande (50 a 1 o más). Mientras que la di- 
rectividad de una antena de periodicidad logarítmica (véase Secc. 14-16) es relati¬ 
vamente constante en su ancho de banda de 4 a 1, la directividad de esta antena 
aumenta con la frecuencia. 


Impedancia mutua. Considérese la impedancia mutua de las dos antenas de la fi¬ 
gura 14-42. La impedancia mutua está dada por 


z m = z , 2 = z 


21 


= ^! = -l Cie 

/i V2J0 z z 


dz 


( 2 ) 


donde / 2 , E z = corriente y campo a la distancia z a lo largo de la antena 2 induci- 
do por la corriente de la antena 1 
1 2 = corrientes terminales de las antenas 1 y 2, respectivamente 

La integración es en la longitud L de la antena 2. La evaluación de (2) se omitirã 
aqui. Sin embargo, para el caso de dos antenas A/2 lineales delgadas y paralelas 
alimentadas por el centro y distanciadas A/2, como en la figura 14-42, 

Z m = Z 12 = Z 21 = -13-/29 Q (3) 



Figura 14-43. Diagrama de impedancia mutua(/?„,..V„)en función dei espaciamiento de los elementos 
' P ara dos dipolos paralelos >j2 alimentados por el centro con relaciones longrtud diâmetro (l/d) de 
73 (línea discontinua) y 11 000 (continua). (Según Taiy Cárter.) 
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La impedancia mutua de dos antenas A/2 lineales paralelas en función dei 
espaciamiento se muestra con las curvas espirales de la figura 14-43.+ La curva es¬ 
piral continua es para elementos de antena con una razón l/d de 11 000. La curva 
espiral discontinua es para una razón l/d de 73. Conforme aumenta el espa¬ 
ciamiento s entre las antenas, la impedancia mutua rápidamente se contrae espi¬ 
ralmente alrededor dei origen ( R m = X m = 0). Hay que hacer notar que mientras 
que la autorresistencia de una antena es siempre positiva, la resistência mutua 
puede ser positiva o negativa. 

La impedancia mutua Z m de dos antenas es normalmente una función complica¬ 
da dei tamano, la separación y la orientación de las antenas. Sin embargo, en el 
caso de dos antenas de dipolo corto, la relación es relativamente simple e ilustra 
con claridad el efecto de esos parâmetros. 

En la figura 14-44, la impedancia mutua de dos dipolos está dada por 


60nl 2 

sk 


(sen 6 sen 0')(sen Ps + j cos Ps) 


(4) 


Nótese que el primer factor es un factor de magnitud , el segundo un factor de 
orientación y el tercero un factor periódico o complejo con parte real e imagina¬ 
ria. Nótese tambiên que cuando la distancia de separación s = nk/A y n es impar, 
Z m es real; pero si n es par, Z m es imaginaria. Ambos dipolos están en el mismo 
plano y se supone que / <1 A y l < s y tambiên que la corriente es de magnitud 
uniforme y fase constante en cada dipolo. 


Sistema de dos elementos. Con la autoimpedancia e impedancia mutua gran parte 
de la teoria de campo de sistemas de antenas se puede reducir a una teoria de cir¬ 
cuitos de redes como se ilustra por medio dei siguiente ejemplo. 

Considérese un arreglo de dos elementos de antena dipolares idênticos que 
sean lineales, delgados y paralelos, alimentados por el centro que sean accionados 
con corrientes iguales en fase y alimentados por una linea de transmisión de 



Figura 14-44. Dos dipolos cortos de longitud /, separación s y 
ângulos de orientación 0 y 0 para la ecuación de impedancia 
mutua. 


t C-T Tai, Coupled Antennas, Proc. /RE. 36:487-500 (abril, 1948); P. S. Cárter, Circuit Rela- 
tions in Radiating Systems and Applications to Antenna Problems, ibid., 20:1004-1041 (junio, 1932). 
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Figura 14-45. Sistema de amenas de radiación transversal de dos dipolos delgados Â/2 alimentadas 
por el centro con espaciamiemo a/2 mostrando los diagramas de campo en ambojplanos principales. 


dos conductores de 300fí. Esto se puede lograr con el arreglo de la figura 14-45. 
La tensión en las tenninales dei elemento 1 es 


F, =/ 1 Z 11 +I 2 Z 12 


(5) 


donde /1 

h 

Zn 

Z 12 


corriente terminal en el elemento 1 
comente terminal en el elemento 2 
autoimpedancia dei elemento 1 
impedancia mutua entre los elementos 


En forma semejante, se tiene para la teflsión terminal dei elemento 2 


V 2 = I 2 Z 22 + I t Z 2i (6) 

donde Z 22 es la autoimpedancia dei elemento 2. Se necesita que /, = / y tam- 
bién se sabe que Z xx = Z 22 y Z l2 = Z 2l . Por lo tanto, 

*i — ^i(2 n Z 12 ) = V 2 (7) 

y la impedancia terminal Z, dei elemento 1 y Z 2 dei elemento 2 son iguales y es- 
tàn dadas por 


y 

z i = 7 i = ^n +Z 12 = z 2 
1 1 

Para el caso en que / = X/2 y s = A/2 

Z u = 73 +>43 Q 

Z í2 = -13 -/29Q - 


( 8 ) 

(9) 

( 10 ) 
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Por lo tanto, 

Z x = Z u + Z 12 = 73 - 13 + X43 - 29) = 60 + j\4Q (11) 

Si cada elemento se acorta ligeramente, la autorreactancia o reactancia propia 
(43 Q) puede reducirse más que la reactancia mutua de manera que nos da una 
reactancia total de cero. Al hacerlo así, la autorresistencia se reducirá a 70 i\ de 
manera que 


Z t = 57 + jOQ (12) 

Para que el sistema presente una carga resistiva de 300 Q en el punto de acciona- 
miento dei sistema (punto P en la Fig. 14-45) las secciones de la línea de transmi- 
sión entre P y las terminales dei elemento pueden const ruirse de m anera que su 
longitud a = A/4 y su impedancia característica Z 0 = yj51 x 6ÕÕ = 185 fi. Por 
lo tanto, cada sección A/4 transforma la resistência terminal dei elemento de 57 a 
600 íi y ias dos líneas en paralelo producen una impedancia en el punto de ac- 
cionamiento de Z = 300 + j0 íl. 

El arreglo anterior que consiste en dos elementos de antena A/2 delgados y 
paralelos alimentados con corrientes iguales y en fase tienen una radiación trans¬ 
versal máxima. Los patrones o diagramas en el plano principal son como se 
muestra en la figura 14-45 y están dados por 


Plano E 

EM = 2/c/, 

COS [(7r/2) COS fl] 

(13) 

sen 0 

Plano H 

EM) = 2/c/, 

n cos ò 

cos- 

2 

(14) 


La forma dei patrón o diagrama en el plano E es la misma que para una antena li¬ 
neal A/2, según la proporciona (14-9-4), mientras que la forma dei diagrama en el 
plano H es la misma que para dos fuentes puntuales isotrópicas iguales^y separa¬ 
das A/2, según lo da (14-6.1-2) con d = A/2. 

La directividad dei sistema de arriba puede calcularse con (14-5-7) integrando 
el patrón de potência en 4n sr. Otro método para calcular la directividad será 
descrito ahora y emplea la autorresistencia y la resistência mutua de los elementos 
de antena. 

Suponiendo que no haya pérdidas térmicas, la potência de entrada al sistema 
(Fig. 14-45) está dada por 


P = 2l\(R li + R l2 ) 

En consecuencia, las corrientes de los elementos individuales son 


/ =/ = / í 

1 2 V2(R II +/i l ,) 


(15) 


( 16 ) 
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Si se suministra la misma potência a una sola antena A/2 aislada, su comente es 



En el plano H el diagrama o patrón de la antena A/2 no es direccional y está dado 
por t 


Ehw(</0 = kl 0 = k 



(18) 


La radiación máxima dei sistema ocurre en la dirección (j> = 90° (Fig. 14-45). En 
consecuencia, la ganancia dei sistema sobre la antena A/2 como referencia está 
dada por la razón de (14) a (18) con <t> = 90°, o 


Ganancia dei ^ 

sistema (campo) =-!. = 

kl 0 


Ahora R ll = 70Q y R 12 = —13Q. Por lo tanto, 

_ ■ • /2 x 70 

Ganancia dei sistema = /—-— = 1.57 ( = 3.9 dB) 

Esta ganancia es con respecto a una antena A/2 (con la misma potência de entra¬ 
da) como referencia. La directividad de una antena A/2 lineal (dipolar) ha sido 
calculada anteriormente como 1.64 (= ganancia de la antena A/2 sobre una fuen- 
te isotrópica). Por lo tanto, la directividad dei sistema de la figura 14-45 es 
D = 1.57 2 x 1.64 = 4 (=6 dBi)t 

Esta es la misma directividad que se obtendría integrando el patrón o diagrama de 
potência dei sistema sobre 4n sr y todavia no se ha llevado a cabo tal integración, 
al menos no explicitamente. Sin embargo, tal integración o su equivalente está 
implícita en la autorresistencia o resistência propia y en la resistência mutua. 


í 


2R U 


^11 + ^12 


(19) 


14-19 ANTENAS DE REFLECTOR Y DE LENTE 

En esta sección se analizan varias antenas tipo reflector. La antena tipo lente se 
analiza también. Es conveniente tratar ambos tipos (de reflector y de lente) juntos 
en vista de que el disefto de ambas tiene que ver con el principio de la igualdad de 
longitud de trayectoria. 

La figura 14-46 muestra seis tipos de antenas de reflector. En la figura 14-46a 
el reflector es una lâmina plana infinita, pero en (b) la lâmina es de extensión fini¬ 
ta. La lâmina plana infinita puede analizarse por la teoria de imágenes simples, 

, subindice HW de E en (18) es para la antena de media longitud de onda. 

+ Decibeles sobre isotrópica. 
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(a) W 


Elemento lineal delgado 



(O 




Figura 14-46. Antena lineal (a) con lâmina reflectora infinita y (b) con lâmina de extensión finita. En 
(c) la lâmina reflectora ha degenerado a un elemento lineal delgado, (d) Reflector diédrico con elemen¬ 
to excitado (activo) y (e) reflector diédrico pasivo (sin elemento excitado). (J) Elemento excitado y 
reflector parabólico. 


pero la lâmina finita requiere la adición de la teoria de difracción. En la figura 
14-46 c, el reflector ha degenerado en un elemento lineal delgado, y este arreglo se 
analiza en la teoria dei sistema de antenas y la teoria de circuitos. En las figuras 
14-46c y d se muestran las antenas de reflector diedro. En un caso, el reflector 
diedro es activo (contiene elemento de accionamiento), y en el otro caso, el reflec¬ 
tor diedro es pasivo. Una antena de reflector parabólico se muestra en la figura 
14-46/. 

14-19.1 Reflector de lâmina plana infinita 

En la figura 14-46o una antena lineal está situada a una distancia d de una lâmina 
metálica perfectamente conductora, plana e infinita, sobre un plano de tierra. Es¬ 
ta combinación se puede analizar simplemente remplazando el plano de tierra 
por una imagen de la antena a una distancia 2 d de la antena (Fig. 7-17). El diagra¬ 
ma de radiación en el plano d (plano //)f es el de dos fuentes puntuales isotrópi- 


t En el plano E el diagrama es el de una antena aislada multiplicada por (1). 
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cas separadas una distancia 2 d y en fase opuesta o contrafase, o bien 

E<*>(0) = sen (Pd cos 0) j ] 

Si d = A/4, el patrón es como se indica en la figura 14-46o con un máximo en 
6 = 0 o . 

14-19.2 Reflector de lâmina plana finita 

Cuando la lâmina reflectora o el plano de tierra se reducen de tamano el análisis 
no es tan símple. Considérese, como se muestra en la figura 14-466, que ia lâmina 
conductora plana se reduce en su ancho a2| de A y que el elemento de acciona- 
miemo es un dipolo A/2 separado § de la lâmina. El arreglo se muestra en seceión 
transversal en la figura 14-47a. 

De acuerdo con la óptica geométrica, los campos se pueden dividir en tres 
zonas o regiones: 

En la región 1 (arriba o al frente de la lâmina) el campo radiado está dado por la 
resultante dei campo que viene directamente dei dipolo (campo directo) y el 
campo rèflejado por la lâmina (campo reflejado). 

En la región 2 a los lados de ia lâmina existe sólo el campo directo dei dipolo (sin 
reflexión), de manera que êsta es ia región dei campo directo. La región 2 está 
en la sombra de ia onda reflejada pero no de la onda directa, de manera que 
puede llamársele una región de sombra parcial. 

En la región 3 (abajo o detrás de la lâmina) la lâmina actúa como un obstáculo 
produciendo una sombra completa (no hay campo directo ni reflejado). 

El diagrama o patrón de campo por óptica geométrica está mostrado por la 
línea gruesa continua en la figura 14-476, con escalones abruptos en los limites de 
los rayos reflejados y directos. El diagrama para el dipolo solp (sin la presencia 
de la lâmina y para la misma corriente) se muestra a través dei círculo continuo. De 
acuerdo con la teoria geométrica de ia difracción (GTD), las transiciones serán 
menos abruptas y existirá difracción alrededor de las orillas aunque originândose 
en una fuente lineal débil a lo largo de cada orilla, produciendo el diagrama que 
se muestra con iinea punteada. Por comparación, la línea discontinua muestra el 
diagrama de una lâmina o plano de tierra infinito. 

Para reducir la radiación difractada en la parte de atrás, que viene de los bor¬ 
des agudos de la lâmina, pueden incluirse los bordes rolados como se ilustra en la 
figura 14-47c, con material absorbente (fx y e complejos) para atenuar las ondas 
que se mueven en los bordes. Con esta modificación el espesor de la lâmina 
aumenta ligeramente, pero se obtiene un diagrama o patrón de radiación que eli¬ 
mina en gran medida ia radiación de Ia parte de atrás (en la Región 3). 

14-19.3 Reflectores y directores delgados 

Cuando la lâmina reflectora degenera en un conductor lineal deígado, como en la 
figura 14-46c, el arreglo se puede analizar por la teoria de circuitos y sistemas de 
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Dtpü/o SO^° 

Isin reflector de lâmina) 

( 6 ) 

/ Antena d ipolar 

, Reflector de 

• lâmina plana 


Onda [legada / 
a la orilla \J 




" Capa absorbente 
(c) 


Figura 14-47. Antena dipolar con 
reflector de lâmina plana de 2{À 
con tres regiones de radiación de 
acuerdo con la óptica geométrica, (b) 
Diagrama de campo de dipolo y reflec¬ 
tor de lâmina según la óptica geo¬ 
métrica (línea continua gruesa), y con 
la teoria geométrica de la difracción 
(línea punteada). El círculo continuo 
indica el campo dei dipolo solo sin lâ¬ 
mina reflectora presente y la línea dis- 
continua da el diagrama para el dipolo 
con un reflector de lâmina infinita, (c) 
La modificación de los bordes de la lâ¬ 
mina para reducir la radiación poste¬ 
rior difractada (en la región 3). 
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antenas como sigue. t Desígnese el elemento activo (accionado) como elemento 1 
y desígnese el elemento pasivo (lâmina plana degenerada) como elemento 2, como 
en la figura 14-48a. Las relaciones para este arreglo son 


Vl — h^ll + ^ 2^12 

o = 1 2 Z 22 + 1 1^21 


donde V x 


/i 

h 

Zn 


Zl2 


= tensión terminal de elemento 1 
= corriente terminal dei elemento 1 
= corriente terminal dei elemento 2 
= autoimpedancia dei elemento 1 

= autoimpedancia dei elemento 2 (si se abriera al centro y se midiera 
en situadón aklarfa) 

= Z 2 1 = impedanda mutua de los elementos 1 y 2 


De (1) 


I 2 = -I l hl= _/ \Z 12 \Ltan l (X 12 /R t ,) 
Z 22 1 |Z 22 | Z-tan" 1 ^/^,) 

El diagrama dei campo E/0) (plano H) es entonces 

E/0) = *(/,+ I 2 jfid cos (j>) 


( 2 ) 

(3) 


Bemenio excitado 

\ 


(«) 


h h 




2 t 


í 



U 1 

(6) -d-M 

2 1 


iiSL 


(d) 


2 13 


Figura 14-48. {a) y {b) Elemento excitado con elemento 
do con reflector y director parasitos. 


parasito a (pasivo) y (c) y {d) elemento excita- 


(enero, 1937). 


+ G. H. Brown, Directional Antennas, Proc . IRE, 25:78-145 
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donde I 2 es como se da en (2) y k es una constante. En general, I x e I 2 serán de 
diferente magnitud, de manera que el diagrama no puede reducirse a las formas 
simples usadas en la sección 14-6.1. Nótese también que, en general, Z 22 ^ Z n . 
Supóngase que el elemento accionado 1 es aproximadamente A/2 de largo (/i ^ A/2) 
y que l 2 es de aproximadamente de la misma longitud pero no la misma. En la fi¬ 
gura 14-39 se nota que la reactancia de un elemento lineal delgado varia rápida¬ 
mente en función de la frecuencia cuando //A « 0.5, llendo de valores negativos a 
valores positivos de reactancia al reducirse la longitud. Entonces, si la longitud 
dei elemento 2 es mayor que A/2 (/ 2 /A > 0.5), tiene una reactancia propia positiva, 
mientras que si es algo más corto (por ejemplo / 2 /A < 0.48), tiene una reactancia 
negativa. El cálculo dei patrón E 9 ((j)) anterior muestra que en el primer caso 
(reactancia positiva dei elemento 2) el elemento 2 actúa como un reflector y la má¬ 
xima radiación dei sistema es hacia la derecha (0 = 0 = 0, Fig. 14-48a y b ). Por 
otro lado, si es más corto, de manera que su reactancia propia sea negativa, la 
máxima radiación es hacia la izquierda (0 = 0 = 180°) y el elemento 2 actúa co¬ 
mo un director. Se supone que la separación entre elementos es pequena, por de- 
cir de 0.1 a 0.2X. 

Una extensión dei arreglo de la figura 14-48a y b es agregar un tercer elemen¬ 
to (pasivo) como en la figura 14-48c y d. Puede decirse que el elemento 2 esté 
hecho inductivamente reactivo (X 22 positivo) y el elemento 3 capacitivamente 
reactivo (X 33 negativo). En esta forma el elemento 2 actúa como reflector y el 
elemento 3 como director. Para un elemento lineal delgado las dimensiones 
típicas son como sigue: longitud dei elemento accionado = 0.48A (para hacer 
X tl =0), longitud dei elemento reflector l 2 = 0.50A, longitud dei elemento 
director / 3 = 0.46A y las separaciones entre elementos d í2 % d í3 ~ 0.1 A-t ga- 
nancia dei sistema es de alrededor de 5 (= 7 dB) en comparación con el dipolo de 
referencia A/2 y la directividad 0 = 5x 1.64 = 8.2 (— 9 dBi = ganancia sobre 
fuente isotrópica). Con un elemento reflector (o director), como en la figura 14-48a 
y bj la ganancia máxima posible es de alrededor de 5 dB con respecto a un dipolo 
A/2 (D = 7 dBi). 

En sistemas semejantes a los analizados arriba, en donde un elemento es ac¬ 
cionado y los otros son pasivos, es costumbre referirse a los elementos pasivos co¬ 
mo elementos parásitos . Entonces, los elementos reflector y director de arriba son 
elementos parásitos; se pueden construir sistemas con grandes números de ele¬ 
mentos parásitos, por ejemplo, YagiJ ha construído sistemas con muchos elemen¬ 
tos directores parásitos y los sistemas con un número de elementos parásitos son 
conocidos como antenas Yagi o Uda- Yagi. § 


t Las longitudes exactas son una función dei espesor dei elemento. Entonces, compárense las cur¬ 
vas continuas y discontinuas en el diagrama RX de las figuras 14-39 y 14-43. 

t H. Vagi, Beam Transmission of Ultra-short Waves, Proc. IRE f 16:715-740 (junio, 1928). 

§ S Uda and Y. Mushiake, “Yagi-Uda Antenna,” Research Institute of Electrical Communication, 
Tohoku University, Sendai, Japón, 1954. 
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14-19.4 Reflectores diedros t 

Un reflector diedro consiste en dos lâminas reflectoras planas que se intersecan en 
ângulo, como en la figura 14-46 d. Cuando el angulo diedro es de 90° las lâminas 
se encuentran en ângulo recto, formando un reflector diedro rectangular. Con un 
elemento excitado colocado çomo se muestra, el arreglo es una antena direccional 
efectiva (activa) para un amplio intervalo de ângulos diedros (0 < ü 0 < 180°). 
Sin elemento excitado un diedro rectangular es un reflector de onda eficaz (pasi- 
vo) en un amplio intervalo de ângulos de incidência (0 < < ±45°). La onda 

reflejada se dirige hacia atrás a lo largo de la dirección de la trayectoria de la 
onda que llega, como se ilustra en la figura 14-46e. Entonces, el reflector diedro 
pasivo actúa como un retrorreflector. 

El reflector diedro activo (con elemento excitado) se puede analizar con faci- 
lidad usando el método de imágenes para ângulos de esquina iguales a 180 °/n> 
donde n = 1, 2, 3,. . . Será conveniente ilustrar el método para una esquina 
rectangular , como en la figura 14-49. Para este caso existen tres imágenes, como 
se indica. El elemento excitado y todas las imágenes llevan corrientes iguales, El 

\ Longitud f 




^ Ancho de abertura 


Figura 14-49. (a) Reflector diédri- 
co rectangular con elemento exci¬ 
tado analizado como elemento 
excitado con tres elementos ima- 
gen. (b) Longitudes de trayectoria 
en un reflector diédrico. 


( 6 ) 


t J. D, Kraus, The Comer Reflector Antenna, Proc. IRE, 28:513-519 {noviembre, 1940); J. D. 
Kraus, U.S. Patent 2 270, 314, enero 20 de 1942. 















Cap. 14 




demento excitado 1 y el elemento imagen 4 estàn en fase, mientras que los ele¬ 
mentos imagen 2 y 3 estàn en fases opuestas (con respecto a 1 y 4). El diagrama de 
campo £*(0) (plano H) está dado por 

£*(0) = 2 kl t |cos (Ps cos 0) — cos (Ps sen 0)| (1) 

donde s es la separación entre la esquina y el elemento excitado. La radiación má¬ 
xima es en la dirección 0 = 0 o (a lo largo de la bisectriz de la esquina) para todos 
los valores de s < A. 

La tensión terminal para el elemento excitado es 


Vi — /,Z n + /iZ 14 2/,Z 12 


( 2 ) 


donde Z u = autoimpedancia dei elemento 1 (elemento excitado) 

Z 12 = impedancia mutua entre los elementos 1 y 2 o entre 1 y 3 
Zi 4 = impedancia mutua entre los elementos 1 y 4 


Se pueden escribir expresiones semejantes para la tensión en las terminales de 
cada uno de los elementos imagen. Entonces, para una jotencia P para el elemen¬ 
to excitado (la potência para cada imagen es también P) t se tiene 




V A n + ^i4 — 2£ 12 

El diagrama o patrón para el elemento excitado aislado (sin reflector presente) es 


(3) 


EM = k I— 


(4) 


Al sustituir (3) en (1) y tomando la razón de (1) a (4) da la ganancia sobre el ele¬ 
mento (excitado) de referencia (en la dirección 0 = 0) como 


Ganancia I 

sobre referencia = 2l — |( C os ps- 1)| 


(5) 


En los pequeflos espaciamientos s, el factor de diagrama o patrón (cos Ps - 1) de 
(5) se hace pequefio, pero el factor de acoplamiento o de resistência (con el signo 
de la raiz cuadrada) se hace grande y en esta forma su producto, o ganancia, se 
aproxima a una constante cuando s tiende a cero puesto que la antena es sin pér- 
didas. En la pràctica las pérdidas no son cero y con espaciamientos pequeflos la 
eficiência y la ganancia disminuyen (véase Secc. 14-4) y además el ancho de banda 
se vuelve muy pequeflo.í 

Si el elemento excitado es de A/2 de longitud, los elementos imagen son tam- 


t Pero la potência total real suministrada para la antena reflectora de esquina es la alimentada al 
elemento excitado (= P). 

+ Para una explicación más detallada dei espaciamiento, la eficiência y el ancho de banda, véase 
Kraus, “Antennas,” McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1950, secc. 11-5. 
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bién de À/2 de longitud y para una separación típica dei elemento excitado a la es¬ 
quina s — 0,252 la ganancia de la antena de reflector diédrica rectangular sobre 
una antena dípolar de À/2 es 10,2 dB (directividad D — 12,35 dBi), El análisis de 
arriba suporie laminas reflejantes de tamano infinito, En la prâctica se eneuentra 
que si la longitud lateral (en el plano de la página, Fig. 14-49 a) es por lo menos dei 
doble de la separación dei elemento excitado a la esquina, la reducción de ganan¬ 
cia es pequefia. La longitud dei reflector perpendicular a Ia página debe ser igual 
o exceder un poco a la dei elemento excitado, t El reflector diédrico se emplea 
ampliamente en muchas aplicaciones de televisión, de comunicaciones purtto a 
punto y de radioastronomia. 


14-19.5 Reflectores parabólicos y antenas de lente 

Los reflectores parabólicos y las antenas de lente pueden considerarse juntos 
puesto que el disefio de ambos tiene que ver con el principio de la igualdad de lori- 
gitud de trayectoria. Considérese, por ejemplo, el reflector parabólico mostrado 
en la figura 14-50a. Se desea convertir el frente de onda circular dei elemento exci¬ 
tado o fuente en el punto O (foco) en un frente de onda plano.* Según la óptica 
geométrica, el principio de ia igualdad de longitud de la trayectoria o camino 
(principio de Fermat) exige que la longitud eléctrica a lo largo de todos los rayos 
entre un par de frentes de onda sea igual. § Esto significa aquí que la distancia 
eléctrica O.A C) ~ OBC o que 2L — R 4 H cos 0, a partir dei cual * 


1 + cos 0 


( 2 ) 


Esta es la ecuación de la superfície requerida. Se trata de una parábola con foco 
en O. 


t Para una explicación detallada de los parâmetros dei reflector diédrico, véase Kraus “Anten- 
nas,” pp. 328-336. 

* Un frente de onda es una superfície equifásica; esto es, la fase es la misma en todos los puntos 
de la superfície. 

§ Para una explicación más detallada véase, por ejemplo, S. Silver, “Microwave Antenna Theory 
and Design,” McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1949. 

Más explícitamente debe escríbirse 

2 L + £ = R + R cos 0 + | ( 1 ) 

donde las distancias se expresan en longitudes de onda. Las ondas reflejadas en la-superficie parabóli¬ 
ca experimentan una inversión de fase (cambio de fase de 180°) que es equivalente a una longitud de 
trayectoria de à/ 2. Por ello los términos con 1/2 que aparecen en (1). 
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<«) (b) 


Figura 14-50. (a) Antena de reflector parabólico, (b) lente dieléçtrica y (c) antena de lente metálica 
con longitudes de trayectoria utilizadas en el análisis. 


Considérese en seguida la lente dieléctrica de la figura 14-506 con elemento 
excitado o fuente en O. El principio de la igualdad de longitud dei camino o tra¬ 
yectoria exige que d4.fi = OCD o que R = q(R cos 0 - L) + L, según lo cual 




fo - DL 

rj cos 0 - 1 


(3) 


donde rj es el índice de refracción (rj = yjê r para médios no magnéticos). La 
ecuación (3) da la forma requerida de la superfície curva de la lente; se trata de 
una hipérbola . 

Nótese que con el reflector parabólico, rj — 1 en cualquier punto y la veloci- 
dad de la onda v = c. Para la lente dieléctrica, sin embargo, rj > 1 en la lente y en 
consecuencia v < c. Por lo tanto, la distancia eléctrica, o cambio de fase, es ma- 
yor por unidad de distancia en la lente que en el aire de afuera y esto se toma en 
cuenta en (3). Una expresión general para la longitud eléctrica es 


Longitud eléctrica= 



(4) 
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donde A 0 es la longitud de onda en el espacio libre y la integración es en todo lo 
largo de la trayectoria física. En (2) y (3) se ha aplicado (4) en forma incremental 
con rj = 1 en aire y r\ = en la lente dieléctrica, La forma integral de (4) se 
requiere sólo si rj es una función que varia continuamente en función de la dis¬ 
tancia. 

Finalmente, se analiza la lente de placa metálica de la figura 14-50c. La lente 
consiste en un conjunto de laminas metálicas paralelas separadas ligeramente más 
que A/2 y en consecuencia es capaz de transmitir una onda de modo superior (E 
perpendicular a la página), como en una guia de onda (véase Secc. 13-3). t Por 
igualdad de longitud de trayectoria eléctrica se debe tener OAB = OCD de 
R + (L — R cos 0)rj = L, a partir de la que 
♦ 


» - n)L 

I - rç cos 6 


(5) 


Esta relación es idêntica a la relación (3) para la lente dieléctrica. Sin embargo, en 
la lente de placa metálica v >c y t]<] y por eso se usa la fórmula (5) para mante- 
ner positivos tanto el numerador como el denominador. Para este caso 0/ < 1), 
(5) es la ecuación de una elipse . Las antenas de lente de placa metálica con E pa¬ 
ralelo a la página (y las placas metálicas paralelas a la página) son también 
posibles. Se analizan en la misma forma que la lente de la figura 14-50c. 

Esta explicación de las antenas de la figura 14-50 se aplica tanto a geometria 
cilíndrica (todas las superfícies iguales a como se muestra con la fuente lineal per¬ 
pendicular a la página) y a geometria esférica (las superfícies dadas por figuras de 
revolución alrededor de los ejes) con fuente puntual. Como generalización, todas 
las antenas de la figura 14-50 se pueden considerar como transformadores de on¬ 
da que convierten una onda cilíndrica o esférica en una onda plana o viceversa. 


14-19.6 Algunos comentários sobre los reflectores diédrieos comparados 
con los reflectores parabólicos 

El elemento excitado o fuente para las antenas parabólicas (y también de lente) 
debe ser direccional y, para lograr la máxima eficiência de operación, la mayor 
parte de su ângulo dei patrón o diagrama debe estar incluído dentro dei ângulo f 
subtendido por el reflector (o la lente) (Fig. 14-50). Esto pone un requisito adi¬ 
cional en la antena primaria o de alimentación que se usa en el foco de un reflec¬ 
tor parabólico. Este requisito no se presenta en el reflector diédrico, en el que el 
elemento excitado es una antena lineal simpie con patrón omnidireccional (en 
el plano de la página, Fig. 14-49). 

+ W. E. Kock, Metal Lens Antennas, Proc. IRE , 34:828-836 (noviembre, 1946). 
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Se debe hacer notar que las ventajas principales dei reflector diédrico o angu¬ 
lar son para aberturas pequefias. Cuando el ancho de abertura (Fig. 14-496) es 
menor que 2A, un reflector diédrico puede ser más simple y más práctico que un 
reflector parabólico, pero para aberturas mayores la parábola es mejor. Para 
aberturas pequefias la forma real dei reflector viene a ser algo secundário en im¬ 
portância puesto que las diferencias de trayectoria o de camino de los rayos 
comprendidos son pequefias. 

Es instructivo aplicar el principio de igualdad de longitud de la trayectoria o 
camino al reflector diédrico. En el caso dei reflector diédrico rectangular de la fi¬ 
gura 14-496 con separación dei elemento excitado al ângulo de A/2, las longitudes 
de la trayectoria de los cuatro rayos principales a un punto a una distancia infini¬ 
tesimal a la derecha dei plano dei elemento excitado son 

Longitud (rayo 1) = OA 

Longitud (rayo 2) = O A + 1 = 2 + 2 = 1^ 

Longitud (rayo 3) = OB + CO + i— 2 = 2 + i + i“i = ^ 
Longitud (rayo 4) = O D + 2 = 2 + 2 = 

Por lo tanto, los cuatro rayos tienen la misma fase. 


14-20 ANTENAS DE RANURA Y COMPLEMENTARIAS 

Si se corta una ranura de A/2 en una lâmina metálica plana grande y se conecta 
una línea de transmisión en los puntos FF , como en la figura 14-51a, el arreglo ra¬ 
diará en forma eficaz a causa de la corriente que fluye en la lâmina. El análisis de 
tal antena de ranura se facilita mucho si se considera la antena complementaria 
de ranura. Por consiguiente, la antena que es complementaria a la ranura de la fi¬ 
gura 14-51a es el dipolo de la figura 14-516. Las regiones de metal y de aire se in- 



Lámina conductüra 
plana 


Antena d i polar 
complementaria 


Lâmina 

conductora 

plana 


Línea de corriente 


Antena de ranura 


Línea de transmisión 


Figura 14-51. (a) Antena de ranura y (b) antena dipolar complementaria. Ambas son de A/2 de longi¬ 
tud y tienen un ancho w. Ambas son alimentadas en los puntos FF. 
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tercambian para el dipolo. De acuerdo con la teoria de Booker, f el patrón o 
diagrama de la ranura de la figura 14-5 la es idêntico en la forma al dei dipolo de 
la figura 14-516 excepto que el campo eléctrico estará verticalmente polarizado 
para el dipolo. Más aún, la impedancia terminal Z s de la ranura se relaciona con 
la impedancia terminal dei dipolo Z á por medio de la impedancia intrínseca 
Z 0 ( = 376.7 D) dei espacio libre en la forma siguiente: 



35,481 


(«) 


d) 


En consecuencia, conociendo las propiedades dei dipolo se facilita predecir las 
propiedades de la ranura complementaria. Por ejemplo, redúzcanse el ancho dei 
dipolo y ranura de la figura 14-51 a una fracción muy pequefta de una longitud de 
onda, de manera que el dipolo pueda considerarse como un dipolo lineal delgado 
de X/2 con Z á = 73 + 7*42.5 (véase Secc. 14-18). De acuerdo con (1), la impedan¬ 
cia terminal de la antena de ranura complementaria será 


35 481 

s 73 + 7*42.5 


= 363 — 7*211 D. 


14-21 ANTENAS ABOCINADAS 

Una antena abocinada puede considerarse como una guia de onda abocinada (ex¬ 
pandida en forma de embudo). En la figura 14-52 a se muestra una bocina pirami¬ 
dal alimentada por una guia de onda rectangular. La función de la bocina es 
producir un frente de fase uniforme con una abertura mayor que la de la guia de 
onda y en consecuencia una mayor directividad. El principio de igualdad de la 
longitud dei camino o trayectoria es aplicable al diseno de bocina pero con un 
punto de vista diferente. En lugar de especificar que la onda sobre el plano de la 
boca de la bocina esté exactamente en fase, este requisito se reduce a uno en el que 
la fase puede desviarse pero en menos que una cantidad especificada, t Por la geo¬ 
metria de la figura 14-526 se tiene cos 8 = 1/(1 + õ ), sen0 = h/[2(l + <5)] f 
tan 8 = h/2U según lo cual 


I = h - 
Sô 

ò pequena 

(1) 

0-uu.'^ 

-! / 

= COS 

/ + ô 

(2) 


t H. G. Booker, Slot Aerials and Their Relation to Complementary Wire Aerials, J. IEEE 
(Londres), 93, part IIL4, no. 4 (1946). 

t Esto podría enunciarse como el principio de desigualdad de la longitud de trayectoria, en donde 
la desigualdad no excede de una cantidad determinada. 
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rsctangular 



En el plano E de la bocina, se acostumbra permitir no más de 72° de diferencia de 
fase(<5 < A/5) (desviación ± 36°). Sin embargo, en el plano H la diferencia puede ser 
mayor, por ejemplo 135° (ô < 3A/8), sin efectos indeseables puesto que E se hace 
a cero en los bordes de la bocina (la condición en la frontera E, = 0 se satisface). 


Ejemplo. Detenflínese la longitud /, el ancho w y las mitades de ângulos 0 y 
(j) (en los planos E y H respectivamente) de una bocina electromagnética pi¬ 
ramidal como la ilustrada en la figura 14-52, en la cual la altura de la boca es 
h = 10A. La bocina es alimentada por una guia de onda rectangular con mo¬ 
do TE 10 como en la figura. 


Solución. Tomando ô = A/5 en el plano E , de (1) se tiene que l = h 2 i%ò = 
100A/(f) — 62.5A y la mitad dei ângulo de apertura o abocinamiento (en el 
plano E) es 

6 = tan" 1 4 = tan~ 1 ^ = 4.6° 

21 


Tomando ô = 3A/8 en el plano H da 


(j) = COS' 


62.5 


62.5 + 0.375 


= 6.3 C 


y el ancho w de la bocina en el plano H es 

w = 21 tan <t> = 2 x 62.5 x tan 6.3° = 13.7A 
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14-22 CONCEnüL 


De acuerdo coo (14-3-2^ * eficaz -4 ( , de una antena se relaciona 

con su directividad 



(D 


La abertura útil o cficnoMUá iuãca para cualquier antena. Para una 
antena de dipolo coito pnknrHpopc su sección transversal física o abertu¬ 
ra física; sin embargo, pnkWono las de bocina o de refíector parabó¬ 
lico, que tienen grands Amemuams de abertura en términos de longitud de 
onda, la abertura útO csôemp RMapc la abertura física. En el ideal, si el 
campo es exactamente luúformeymfimr sobre la abertura y no hay pérdidas tér¬ 
micas, la abertura ütii física A p . Bajo estas condiciones se 

logra la directividad máxima 



La relaciòn de (1) a (2) da ka 



( 2 ) 


(3) 


Una distribución uniforme de o^po tiene la desventaja de que los lóbulos 
menores son grandes (véase Fig. 14-25). Amque los lóbulos menores son más pe- 
quefios para una distribudón aboemoda de campo (lóbulos menores cero para 
distribuciones gaussiana o de cascoo cambado), la abertura útil y la directividad 
son menores. Uno de los problemascod tfaeío de antenas es lograr un término 
medio apropiado, de manera que la cfiõaacia de abertura sea la más grande po- 
sible para un determinado nivd de ttAsrio ftmoal. Una aproximación empírica al 
problema es postular un cierto número de ifa tií buciones de abertura de campo y 
seleccionar la mejor eficiência y eombroanàu de lóbulos laterales. El diagrama de 
radiación con lóbulos laterales puede cúfcSÉarse a partir de (14-8-3), mientras que 
la eficiência de abertura puede evahmne coo 



( 4 ) 


donde E = 


E 

(E 2 ) 


prom— 
prom. 


campo en cualquier punto de la abertura 
promedio de E en la abertura 
promedio de E 2 en la abertura 
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Se supone que E está exactamente en fase en la abertura y que no existen pêrdidas 
térmicas, t 

Ejemplo. Calcúlese la eficiência de abertura de una antena de abertura rec- 
tangular (x 0 por y 0 » con un campo uniforme en la dirección y y un campo 
abodnado linealmente en la dirección x , que va de E 0 en el eje (x = x 0 /2) a 
cero en ambos bordes (abocinamiento triangular como en la Fig. 14-256). 


Solución. Se tiene E(x) = E 0 [x/(x 0 /2)], y E(x) prom = E 0 /2. También 


[£ 2 (x)] f 


J /'Xo/2 

x 0 /2 Jo 


E 2 {x) dx 


El r o/2 

(xo/2) 3 Jo ' 


x 2 dx = — 


En consecuencia, la eficiência de la abertura es 

[£(x) av ] 2 i 3 




ÍE\x) ] t 


Una conicidad tipo coseno en lugar de una lineal es común en la práctica pa¬ 
ra grandes aberturas, variando el campo desde un máximo en el centro hasta 0.3 
veces el valor en el centro como valor en los bordos (reducción de alrededor de 
10 dB). 

El concepto de abertura es útil en otros aspectos. Por ejemplo, puede usarse 
para ayudar a decidir entre una antena de radiación longitudinal muy larga o un 
sistema de radiación transversal hecho de varias antenas más cortas de radiación 
longitudinal y, por último, para determinar qué separación debe usarse entre 
antenas. 


14-23 FÓRMULA DE FRIIS Y ECUACIÓN DE RADAR 


Considérese el circuito de comunicacipn de la figura 14-53a, consistente en un 
transmisor T con antena de abertura útil o eficaz A el y receptor R con antena de 
abertura o área útil A er . La distancia entre las antenas transmisora y receptora es 
r. Si la potência dei transmisor P t fuese radiada por una fuente isotrópica, la po¬ 
tência recibida por unidad de área en la antena receptora seria 


S = _ 

47ir 2 

y la potência disponible en el receptor seria 

P' r = SA er 


(D 

( 2 ) 


t Este análisis está muy simplificado. Para un estúdio más completo, consúltese Kraus “Radio 
Astronomy,” pp. 212-223. 
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ijp b 

Figura 14-53. (a) Trayectoria de 
transmisiòn única con los parâmetros 
utilizados en la fórmula de transmi- 
sión de Friis. (bf y {c) Geometria de 
trayectoria doble empleada para, obte- 
ner la ecuación dei radar. 


La antena transmisora íiène una abertuta útil A et y consecuentemente, una ctirec- 
tividad D = AnAJk 2 , de manera que con la antena la potência disponiúe èn el 
receptor es 


X 2 


( 3 ) 


Al sustituir (1) en (2) y (2) en (3) se Óbtiene, 

p _ P,A„4icA el 
' ~ 4»tr 2 X 2 


o bien 


y t ~ r 2 k 2 


(adimensional) 


( 4 ) 
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donde 


P r = potência recibida, W 
P t = potência transmitida, W 
A er = abertura o área útil de la antena receptora, m 2 
A et - abertura útil o eficaz de la antena transmisora, m 2 
r - distancia entre las antenas transmisora y receptora, m 
A = longitud de onda, m 


Ésta es la fórmula de transmisiôn de Friis , que nos da la relación de la potência 
recibida a la potência transmitida para una trayectoria directa. 

El siguiente ejemplo ilustra una aplicación de la fórmula de transmisiôn de 
Friis y también los efectos de la reflexión de tierra y la polarización. 


Ejemplo. Una estación de TV transmite o radia una potência de 1 kW desde 
una antena situada sobre una torre de 200 m sobre un terreno plano perfecta- 
mente conductor. La antena es omnidireccional en el plano horizontal, con 
un ancho o abertura dei haz de mitad de potência de 10° en el plano vertical. 
Si la longitud de onda es de 1 m, ócuál es la altura óptima para una antena re¬ 
ceptora a una distancia de 4 km si las antenas transmisora y receptora están 
(a) polarizadas verticalmente, ( b ) polarizadas horizontalmente y (c) polariza¬ 
das circularmente? (d) iC uál es la potência recibida en los tres casos? Las an¬ 
tenas vertical y horizontalmente polarizadas son dei tipo de periodicidad lo¬ 
garítmica con ganancia de 6 dBi; la antena circularmente polarizada es una 
antena helicoidal de 6 vueltas con ângulo de paso de 12.5° y espaciamiento 
entre vueltas de 0.22A. 

SoLuciòN* Para satisfacer la condición en la frontera de que la componente 
tangencial dei campo sea cero en tierra, la onda reflejada que está horizon¬ 
talmente polarizada debe invertirse de fase respecto a la onda incidente hori¬ 
zontalmente polarizada. Por lo tanto, a una altura h 2 = cero en el lugar de 
recepción (vêase Fig. 14-54) la potência recibida será cero puesto que los 
campos directo y reflejado se cancelan. Para polarización vertical, sin em- 


Intensidad 

Transmisor relativa del cam P° 



Figura 14-54. Transmisor de radiodifusión con trayectoria directa al receptor y por reflexión en 
el terreno para tres casos: vertical (VP), horizontal (HP) y polarización circular (CP). Las inten¬ 
sidades relativas de campo recibido contra la altura se muestran a la derecha para la geometria 
del ejemplo resuelto. El dibujo no está a escala. 
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y 

bargo, los campos incidente y reflejado están en fase, flaMBtf d dobleie m- 
tensidad de campo y 4 veces el vector de Poynting (potência proporaoaal ali 
cuadrado dei campo). 

En general, como se indica en la figura 14-54, la polarizadón horizontal 
producirá campo cero y la polarización vertical producirà un campo doble en 
todas las alturas para las que 

r i + r z ~ r 0 = nk (5) 


donde n = 0,1, 2, 3,. . . 


Más aún, la polarización vertical producirá campo cero y la polarización ho¬ 
rizontal un campo doble para todas las alturas para las que 


Ã 

+ r 2 - r 0 = n- 


( 6 ) 


donde n = 1,3,5,... 

Estas alturas son intermedias a las de la condición (5), como se indica en la 
figura 14-54. 

Si la antena transmisora está circularmente polarizada (por ejemplo 
hacia la derecha), entonces una antena receptora circularmente polarizada 
responderá solo a ondas que lleguen por un camino (el camino directo si la 
antena receptora está polarizada a la derecha o el camino reflejado si la ante¬ 
na receptora está polarizada a la izquierda). Para polarización circular la in- 
tensidad de campo es la unidad y es independiente de la altura. Aunque el 
campo es la mitad dei campo máximo posible para polarización vertical u 
horizontal, no hay alturas de respuesta cero para la polarización circular 
(véase Fig. 14-54). 

Puesto que el ângulo de incidência (0,-) es igual al ângulo de reflexión 
(0 r ) de la onda reflejada en tierra, los triângulos 1 y 2 son semejantes y las 
alturas ( h 2 ) a las que los campos son cero (o el doble) se pueden calcular fá¬ 
cilmente por geometria usando{5) o (6) (véase el Prob. 14-5-15), con el resul¬ 
tado de que la diferencia de las trayectorias directa y reflejada (r { -I- r 2 — r 0 ) 
está dada por 2 h l h 2 /d. Entonces, las alturas para el campo máximo vertical- 
mente polarizado están dadas por múltiplos enteros de 


dk __ 4 x 10 3 x 1 

2h[ 2 >T200 


10m 




con alturas para campo máximo horizontalmente polarizado a 5, 15, 25,. . . 
m, como se muestra en la figura 14-54. - r 1 

De acuerdo con la fórmula de transmisión de Friis, la potência recibida 
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por un camino o trayectoria se sabe que es 


P t A et A er 10 3 x 0.32 x 0.91 
r 2 X 2 ~ 16 x 10 6 x 1 


18/iW 


donde 


Pt 


= potência transmitida = 1 kW 
= abertura útil de la antena transmisora 


X 2 41 253 
4t i 360 x 10 


= 0.91 m 2 


A er = abertura útil de la antena receptora 

X 2 l 2 x4 2 

= — D =-= 0.32 m 2 

4n 4n 


r = 4 x 10 3 m 


X = 1 m 


La potência recibida tanto en trayectoria directa como en trayectoria refleja- 
da para polarización lineal es 4 veces ésta, o sea 72 j/W y cero entre 72 /tW 
y otras alturas. 

Para el caso de polarización circular, la directividad de la antena recep¬ 
tora es 


n C 

£>=15 — =15x6x 0.22 = 20 
X 


A er = = 1.6 m 2 

47T 


de manera que la potência recibida para la polarización circular es 
Pr(CP) = ^2 18 = 90 


en todas las alturas. 

Para calcular estas potências no se ha considerado el hecho de que la 
longitud de trayectoria real es ligeramente mayor de 4 km. Sin embargo, 
para casos en que la altura de la antena receptora sea menor que la de la ante¬ 
na transmisora, la diferencia es muy pequena y la potência real recibida está 
dentro dei 1% o dentro de 0.05 dB de los valores anteriores. 

Considérese ahora la situación de la figura 14-53Ó en donde un objeto refle- 
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jante pasivo, como una lâmina plana o un reflector diédrico pasivo, forma parte 
de la trayectoria de transmisión. Por conveniência, considérese el objeto reflej an¬ 
te como un par de antenas conectadas como en la figura 14-53c. Aplicando la 
fórmula de Friis en los dos pasos, se obtiene 

P, = AfA,A\ (adimensional) (7) 

j ( TA. 

donde A e = abertura útil dei objeto reflejante, m 2 

r = distancia de la antena transmisora (o receptora) al objeto refle¬ 
jante, m 


El resto de los símbolos de (7) es el mismo que para (4). Ésta es una ecuación de 
radar para la razón entre las potências recibida y transmitida. Si las antenas trans¬ 
misora y receptora son idênticas de manera que A et = A er = A , se tiene 


P r _ A 1 A\ 

V t ~ r*)F 


( 8 ) 


La abertura A e es la abertura útil o eficaz de dispersiôn dei objeto reflejante.f Si 
el objeto reflejante es una lâmina conductora, plana y grande orientada para 
reflexión especular, A e = A p , donde A p es la abertura física. 

Para la mayor parte de objetos, la abertura de dispersiôn es mucho menor 
que la dei área de la sección transversal porque los objetos tienden a dispersar o 
volver a radiar isotrópicamente. Haciendo este cambio (esto es, suponiendo dis- 
persión isotrópica), se obtiene la ecuación dei radar 


P r A 2 (t 

~P t “ 4tUV 


(9) 


donde a es la sección transversal dei radar (m 2 ).t La sección transversal dei radar 
a es igual a la razón de la potência dispersada (se supone isotrópica) al vector de 


t Se supone que el ângulo subtendido por el objeto reflejante es pequefto comparado con la aber¬ 
tura (ancho) dei haz de la antena. 

X Se tiene 

P r = (potência dispersada) x (fracción de esfera subtendida por la antena receptora) 
= (densidad de potência incidente sobre el objeto) x a x (fracción de esfera subten¬ 
dida por la antena receptora) 

= (^, 4 nAj^itr 2 /, 2 ) x a x (Aj4nr 2 ) 

= P t A 2 tr/4nX 2 r* 

También puede obtenerse (9) de (8) como sigue: en relación con (8) la abertura dei objeto se hace 
igual a la sección transversal dei radar según la potência incidente [v4,(inc) = tr], pero ésta se 
hace igual a la abertura de una antena isotrópica según la potência dispersadá' [>t e (disp) = X 2 /4 t]. En 
consecuencia, puede hacerse A\ = /^(incj/L (disp) = ok 2 j4n en (8), lo que da (9). 
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Poynting incidente (o densidad de potência). Entonces, 

_ _potência dispersada _ 4 nr 2 S r 

° ~ densidad de potência incidente ~~ S jnc 

donde S r = densidad de potência dispersada a la distancia r, Wm -2 
S inc = densidad de potência incidente en el objeto, W m' 2 

Para una esfera metálica perfectamente reflejante de radio a , la sección 
transversal dei radar es igual a la sección transversal física (na 2 ). Para esferas im- 
perfectamente reflejantes, la sección transversal de radar es más pequefía. Por 
ejemplo, en longitudes de onda de orden de metros, la sección transversal dei ra¬ 
dar de la Luna es de alrededor de 0.1 de la sección transversal física. 


14-24 RADIOTELESCOPIOS, TEMPERATURA DE ANTENAS, 
TEMPERATURA DE SISTEMAS, DETECCIÓN REMOTA Y 
RESOLUCIÓN t 

La potência de ruido por ancho de banda unitário, disponible en las terminales de 
un resistor de resistência R y temperatura T (véase Fig. 14-55a), está dado porí 

w = kT (1) 

donde w = potência por ancho de banda unitário, W Hz” 1 
k = constante de Boltzmann = 1.38 x 10~ 23 JK -1 
T = temperatura absoluta dei resistor, K 

La temperatura T en (1) puede ser llamada temperatura de ruido . 

Si se remplaza el resistor por una antena resonante sin pérdidas, de resisten- 



V 9 potência 

Radioteiescopio 


Figura 14-55. (a) Potência de ruido de resistência R a la temperatura ambiente T y (6) potência de 
ruido de resistência de radiación de antena, R , a temperatura T Â debida a regiones distantes en el haz 
de la antena. 

t Para un estúdio más completo, véase Kraus, “Radio Astronomy,” pp. 97-104. 
t H. Nyquist, Thermal Agitation of Electric Charge in Conductors, Phys. Rev., 32:110-113 
(1928). 
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cia de radiación R (Fig. 14-55Ó), la impedancia que se presenta en los terminales 
no cambia. Sin embargo, la potência de ruido no será la misma a no ser que la po¬ 
tência esté recibiendo de una región a la temperatura T, 

En una antena de radiotelescopio que trabaje con longitudes de onda en la 
región de centímetros, ei haz puede dirigirse a regiones dei cielo que estén a tem¬ 
peraturas efectivas cercanas al cero absoluto (0 K, o —273°C). La temperatura de 
ruido T Á de la antena es igual a esta temperatura celeste y no la temperatura física 
de la estructura de la antena. Entonces, para una antena de radiotelescopio, la 
potência de ruido por ancho de banda unitário está dada por t 


w = kT Á (W Hz" 1 ) 


( 2 ) 


donde T A es la temperatura (de ruido) de la antena , o la temperatura de resistên¬ 
cia de radiación de la antena, determinada por la temperatura celeste a la que se 
dirige el haz de la antena. Entonces, una antena de radiotelescopio (y el receptor) 
se pueden considerar como un radiómetro (o dispositivo de medición de tempera¬ 
turas), para determinar la temperatura de regiones distantes dei espacio acopla¬ 
das al sistema a través de la resistência de radiación de la antena. Se supuso que la 
antena no tiene pérdidas térmicas y que todo el diagrama de radiación o patrón de 
la antena se dirige al cielo (lado despreciable y lóbulos posteriores). 

En la recepción con un radiotelescopio es conveniente expresar la potência 
recibida como una densidad de flujo (potência). Así pues, dividiendo la potên¬ 
cia recibida por ancho de banda unitário entre la abertura útil A e de la antena 
(Fig. 14-55Ó) da la densidad de flujo 5, o bien 

S = T = 1T (W m -2 Hz - 1 ) (3) 

il ^ Ju.g 


Nótese que las unidades para la densidad de flujo (W m” 2 Hz ” l ) son las mismas 
que para el vector de Poynting por ancho de banda unitário, de manera que 
puede considerarse la densidad de flujo como una médida dei vector de Poynting 
(por ancho de banda unitário) recibido desde fuentes celestes remotas de emisión 
de radio. í La mayor parte de estas fuentes radian ondas que son completamente 
no polarizadas; esto es, tienen incoherencia de polarización. Puesto que cualquier 
antena (independientemente de sus características de polarización) puede recibir 
sólo la mitad de la potência incidente de una onda despolarizada (véase Fig. 
11-7), la densidad de flujo real debe ser el doble que la dada en (3), o 



(4) 


t La potência total recibida es kT A B (W), donde B = ancho de banda dei receptor (Hz). * 

t La unidad de densidad de flujo en mediciones de radioastronomía es el jansky (Jy) = 10“ 
W m -2 Hz -1 . “ 
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donde S = 

k = 
T a = 
A e = 


densidad de flujo de la fuente, W m -2 Hz -1 
constante de Boltzmann = 1.38 x 10 _23 JK _1 
temperatura (ruido) de antena, K 
abertura útil o eficaz de la antena dei telescópio, m 2 


El valor 5 de (4) proviene de la potência recibida en todo el patrón o diagrama de 
la antena. Si la extensión de la fuente celeste Q s es pequefia en comparación con 
el ângulo sólido dei haz de la antena Q A y haz de la antena está alineado con la fuen¬ 
te, la densidad de flujo observada es como se dá en (3). Por lo tanto, se dice que esta 
relación se aplica a fuentes puntuaies . 

Si el tamano angular de la fuente es pequeno (comparado con Q^) y su mag- 
nitud es conocida, es rçosible determinar ia temperatura de la fuente 7^ de mane- 
ra muy simple a partir de la relación 

ílc íl A 

T '-£ T ° ° 7i =í5 r - < 5 > 

donde Ç1 A = ângulo sólido dei haz de la antena, sr (véase Fig. 14-556) 
í) s = ângulo sólido de la fuente, sr (véase Fig. 14-556) 

T a = temperatura (ruido) de la antena, K 
T s = temperatura de la fuente, K 

Es importante notar que la temperatura de la antena T Á no tiene nada que ver con 
la temperatura física de la antena puesto que ésta no tiene perdidas. 


Ejemplo: Temperatura de Marte. La temperatura de antena para el planeta 
Marte, medida con el radiotelescopio de 15 m dei U.S. Naval Research Labo- 
ratory t en la longitud de onda de 31.5 mm, fue 0.24 K. Marte subtendió un 
ângulo de 0.005° en el momento de la medición, y el HPBW de la antena 
= 0.116°. Encuéntrese la temperatura de Marte. 


Solución. Por (5) la temperatura de Marte está dada por 


T s = 



0.116 2 
7t(0.005 2 /4) 


0.24 = 164K 


Esta temperatura es menor que la temperatura infrarroja dei lado iluminado 
(250 K), implicando que la emisión de radio puede originarse muy por deba- 
jo de la superfície de Marte de lo que se genera por la radiación infrarroja. 


Temperatura dei sistema y detección remota. Cualquier antena se puede conside¬ 
rar como un dispositivo de detección remota porque su temperatura de antena es 
una indicación de la temperatura de los objetos en su haz. Así, una antena de 

+ C. H. Mayer, T. P. McCullough, and R. M. Sloanaker, Observations of Mars and Júpiter at a 
Wavelength of 31.5 mm, Astrophys. J ., 127:11-16 (enero, 1958). 
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radiotelescopio de longitud de onda de centímetros dirigida al cielo vacío puede 
tener una temperatura de sólo unos cuantos grados kelvin. La temperatura de an¬ 
tena mínima posible es 3 K, que es la temperatura residual de la bola de fuego ori¬ 
ginal que dio lugar al universo. Si existen fuentes de radio cualesquiera en el haz, 
la temperatura será mayor. En la radiación de longitudes de onda de la región de 
metros provenientes de nuestro universo se puede llegar a temperaturas de miles 
de grados (K). Las temperaturas que se están analizando son temperaturas (ruido) 
térmicas como las de un objeto perfectamente o emisor-absorbedor llamado cuer¬ 
po negro . Un trozo caliente de carbono o una esfera negra metálica que llenen el 
haz de una antena receptora producirán, idealmente, una temperatura de antena 
igual a la temperatura térmica (medida con un termómetro) dei bloque o de la es¬ 
fera. Sin embargo, las corrientes oscilantes de una antena transmisora pueden si¬ 
mular una temperatura de millones de grados aunque la antena transmisora esté a 
una temperatura normal a la intemperie. Se dice que la antena transmisora (y sus 
corrientes) tienen una temperatura equivalente de cuerpo negro (o ruido) de 
millones de grados. 

Por ejemplo, supóngase que una senal de radio de AM de una antena trans¬ 
misora produce una intensidad de campo de 10 fiY m“ 1 en una antena receptora 
con una abertura útil de 10 m 2 conectada a un receptor de ancho de banda tí - 
10 kHz. La potência recibida es 

E 2 10” 10 

W = — A e = 10 = 2.65 x 1(T 12 W 


De acuerdo con (2) la temperatura equivalente de cuerpo negro (ruido) de la ante¬ 
na receptora es 


T a 


W 

kB 


2.65 x 10“ 12 
1.38 x 10" 23 x 10 4 


= 1.9 x 10 7 K 


Entonces, una sehal de radio de sólo 10 /iV m _1 de intensidad de campo puede 
producir una temperatura equivalente de aqtena receptora de 19 millones de gra¬ 
dos kelvin. Tales temperaturas son tan grandes, en comparación con la llamada 
temperatura dei sistema de un sistema de recepción, que la temperatura dei siste¬ 
ma puede ser de poco interés. Sin embargo, los radiotelescopios y otros sistemas 
de detección remota trabajan con una sensibilidad tan alta (bajos niveles de senal) 
que la temperatura dei sistema es extremadamente importante. 

Considérese el sistema de recepción de la figura 14-56, con una antena de 
temperatura T Á y receptor de temperatura (ruido) equivalente 7^, conectados por 
una línea de transmisión a una temperatura física (termométrica) T LP . Viendo ha- 
cia el receptor desde las terminales de la antena, la temperatura dei receptor T R se 
observaria si la línea de transmisión no tuviese pérdidas, pero para una línea con 
eficiência e la temperatura equivalente observada es T R /e , donde e = 1 para una 
línea sin pérdidas y e = 0 para eficiência cero. fLa línea de transmisión a tempe- 


t e = e 11 , donde a = constante de atenuación (Np m *) y / longitud de la línea de transmi¬ 
sión (m). 
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Terminales Terminales 

Antena de antena de receptor r 

Línea de tranamisiôn 


1 LP 


Figura 14-56. Antena, línea de transmisión y 
receptor para determinación de temperatura de 
sistema. 


ratura T, P es al mismo tiempo un emisor y un absorbedor y contribuye a una 
temperatura observada de T iP [(l/e) - 1], La temperatura total o temperatura 
dei sistema observada en los terminales de la antena es entonces la suma de las 
temperaturas consideradas antes más la temperatura de la antena T Á , o bien 


r lte = T A + T lp Q - l) + y (K) (6) 

Entonces, para un sistema receptor con una temperatura de antena T Á = 50 K, 
un receptor con temperatura T R = 100 K, una línea de transmisión a la tempera¬ 
tura ambiente T LP = 300 K,una eficiência de la línea de e = 0.9, la temperatura 
dei sistema t 


T sisl = 50 + 3001 — 




+ — 100 = 194 K 


La temperatura dei sistema es un factor determinante en la sensibilidad de un 
radiotelescopio u otro sistema de detección remota. La sensibilidad o temperatu¬ 
ra mínima detectable AT min , es igual a la temperatura dei ruido rms AT rms dei sis¬ 
tema, según se da por 


k'T 

AT = ^sist AT 

J min t —■— 1 M. rn 




(K) 


(7) 


donde k' = constante dei sistema (orden de la unidad), adimensional 

^sut = temperatura dei sistema (suma de las temperaturas de la antena, 
de la línea y dei receptor), K 
AT rms = temperatura de ruido rms, K 

B = ancho de banda de predetección dei receptor, Hz 
t = constante de tiempo de posdetección dei receptor, s 


Ei critério de detectabitidad es que el aumento incremental en la temperatura de la 
antena A T À a causa de una fuente de radio es igual a AT mini , o excede, esto es, 


> A T mín 

y la razón serial a ruido (S/N) es entonces 


S_ 

N 


A T Á 
A T min 


( 8 ) 

(9) 


t Véáse la gráfica de conversión de temperatura de ruido factor o índice de ruido en el Apêndice 
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Ejemplo 1: Densidad de flujo mínima detectabie. El radiotelescopio de 110 
x 21 m de la Ohio State University tiene una abertura útil de 1 200 m 2 y una 
temperatura de sistema de 50 K a 1 415 MHz. El ancho de banda de la fre- 
cuencia de radio es 100 MHz, la constante de tiempo de salida es de 10 s y la 
constante dei sistema es 2.2. Encúentrese la densidad de flujo mínima detec¬ 
tabie. 

SoLuciôN. Por (7) la temperatura detectabie mínima está dada por 


ATrnin 


fcT,, , 2.2x50 

JBt y/m X 10 6 X 10 


= 0.0035 K 


De (4) la densidad de flujo mínima detectabie es 


àS a 


2kAT min 2 x 1.38 x IO" 23 x 0.0035 
A e 1200 

= 8.1 x 10” 29 Wm“ 2 Hz" 1 


o bien 


ASmin = 81 mJy 


Repitiendo observaciones y promediando, ei mínimo puede reducirse aún 
mãsíoc^/l/n, donde n = número de observaciones). En una exploración por 
todo el cielo a 1 415 MHz con el radiotelescopio de la Ohio State University, 
mostrado en la figura 14-57, fueron detectadas alrededor de 20 000 fuentes de 
radio con densidades de flujo por arriba de 0.18 Jy. 


Ejemplo 2: Efecto de caplación de tíerra en la temperatura de antena. Una 

antena de radiotelescopio de 500 m 2 de abertura útil se dirige hacia el cenit. 
Calcúlese la temperatura de antena, suponiendo que la temperatura dei cielo 
es uniforme e igual a 10 K. Tómese la temperatura de tierra como igual a 300 K 
y supóngase que la mitad dei ângulo sólido dei haz dei lóbulo menor està en 
la dirección hacia atrás. La longitud de onda es de 200 mm y la eficiência dei 
haz es 0.7 

Solución. De acuerdo con la figura 14-2a, considérese que el plano xy repre¬ 
senta la tierra y que el lóbulo principal está apuntando directamente hacia el 
cenit (dirección z ) con temperatura dei cielo de 10 K. Los lóbulos laterales 
también están dirigidos hacia el cielo pero los lóbulos posteriores están diri¬ 
gidos a la tierra a una temperatura de 300 K. Esta temperatura de tierra de 
300 K (= 27°C = 80°F) es una temperatura típica de un dia de verano a la 
intemperie. 

La eficiência dei haz de una antena es la razón dei ângulo sólido fí M en 
el haz (o lóbulo) principal al ângulo sólido dei haz total Entonces, 

Eficiência dei haz = ^ = 0.7 - (10) 
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Figura 14-57. Vista aérea y sección transversal dei radio telescópio de la Ohio State University, consis¬ 
te en una sección de 110 m X 21 m de un paraboloide de revolución (a la izquierda) con un reflector 
plano inelinable de 104 m x 30 m (a la derecha). Los dos reflectores están unidos por un plano de 
tierra de aluminio de 15 000 m 2 que actúa como superfície de guia. Las ondas de radio que llegan son 
reflejadas por el reflector plano inelinable hacia el paraboloide, que a su vez enfoca las ondas en un 
conjunto de antenas de bocina. Las guias de onda rectangulares que trabajan en el modo TE ]0 condu- 
cen la energia que reciben a los receptores de baja temperatura y bajo ruido para 1 414 y 2 650 MHz 
(;\ de 21 cm y 11 cm). 

A 2 650 MHz la ganancia de la antena es de más de 60 dB con anchos de banda de 0.07 de ascen- 
ción recta (coordenada Este Oeste) y 1/3 de grado de declinación (coordenada Norte Sur). El telescó¬ 
pio es un instrumento de exploración. Para una colocación dada dei reflector plano a 1/6 de grado de 
declinación, lo que se explora con esa declinación son los 360 c de ascención recta cada día debido a la 
rotación de la Tierra. Moviendo el reflector plano a una posición ligeramente diferente, se exploran 
zonas con la declinación adyacente en dias sucesivos y en esta forma se explora todo el cielo. 

Con este telescópio se localizaron 20 000 objetos celestes con emisiones de radio, se pusieron en un 
mapa y se catalogaron. Entre ellos están los objetos conocidos más distantes dei universo 
(específicamente las constelaciones OH471 y OQ172) que se encuentran a distancias de 15 000 millo- 
nes de anos luz o más. 
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así, Q m = 0.70^ y ei ângulo sólido dei lóbulo menor Q m = 0.3 Q A . Una 
expresión más general para la temperatura de antena T A que (5) es 


Ta = 


cl 


r(0, <Ê)P B (0, $)dtl 


(H) 


donde T = temperatura dei cielo (o de la Tierra). 


Integrando en tres pasos, se tiene 


y 


Contribución dei cielo 
Contribución dei lóbulo lateral 
Contribución dei lóbulo posterior 


10 x 0.7Q^ 

10 x j x 0.30,4 
300 x j x 0.30,4 


T a 


3-(10 X 0.7 + 10 X 


X 0.3 + 300 X { x 0.3)0^ 


= 7 + 1.5 + 45 = 53.5 K 


Nótese que 45 de los 53.5 K, o sea el 84 a /o de la temperatura de antena, pro- 
viene de la captación dei lóbulo posterior dei terreno. Sin lóbulos posteriores 
la temperatura de antena podría idealmente ser sólo 10 K, de manera que en 
este ejemplo los lóbulos posteriores son en detrimento de la sensibilidad dei 
telescópio. Es por esta razón que las antenas de radiotelescopio se disenan 
por lo general para reducir a un minimo la respuesta de los lóbulos poste¬ 
riores y laterales. Las antenas para recibir comunicación de satélites en órbi¬ 
ta de Clarke tienen idênticos requerimientos. 

La información sobre la abertura útil y la longitud de onda en el 
ejemplo anterior es supérflua al problema pero los valores son consistentes 
con los de una antena de radiotelescopio común. 

El concepto de detección remota es particularmente aplicable a los radiote- 
lescopios, sea que estén en tierra y apuntados hacia el cielo para observar objetos 
celestes, o en un avión o satélite y apuntados a la superficie de la Tierra. 

Considérese la situación de radioastronomía de la figura 14-58tf, en la que el 
haz de la antena es completamente abarcado por una fuente celeste de temperatu¬ 
ra T s con una nube emisora absorbedora que interviene y que tiene una tempera¬ 
tura T c . Si no hay nube presente, T A = T S9 pero con la nube puede demostrarse 
que la temperatura de la antena observada 

T a = T c ( 1 - + T s e-'< (K) (12) 

donde r c = coeficiente de absorción de la nube (= 0 para el caso de no absorción 
y = x para absorción infinita). En consecuencia, conociendo T s y puede de- 
terminarse la temperatura dei cuerpo negro equivalente de la nube. 

Ahora, en la figura 14-58Ó, se invertirá la situación y se usará el radiotelesco¬ 
pio para observar la Tierra (a temperatura T e ) desde un satélite en el espacio con 
el haz de la antena completamente abarcado por un gran bosqiie a uiia temperatu¬ 
ra Tf . La temperatura de antena dei satélite es entonces 
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Terminales do Terminales de Antena 

receptor antena 

_ Línea de transmisión 

T T lp 

(c) 


Figura 14-58. (à) Radiotelescopio con base 
en la Tierra en detección remota a través de 
una nube interestelar intermedia, (b) Radiote¬ 
lescopio en satélite detectando remotamente la 
Tierra en un bosque, (c) Antena detectora de 
receptor con salida a través de línea de transmi¬ 
sión. La nube, el bosque y la linea de trans¬ 
misión tienen propiedades análogas de emi- 
sión y absorción. 




una temperatura T f . La temperatura de antena dei satélite es entonces 

T a = 7}(1 - e~'0 + T e e-*' (K) (13) 

donde = coeficiente de absorción dei bosque. Conociendo T e y x f , puede de- 
terminarse la temperatura dei bosque, o conociendo y T f , puede deducirse el 
coeficiente de absorción. Es por medio de una técnica así que puede explorarse 
toda la Tierra y obtenerse mucha información acerca de las temperaturas de terre¬ 
nos y áreas de agua y de los coeficientes de absorción acerca de la naturaleza de la 
corteza terrestre. 

Si la combinación antena línea receptor es vista desde las terminales dei re¬ 
ceptor como en la figura 14-58c y se compara con las figuras 14-58o y b, se en- 
cuentra que la analogia entre enlaces espaciales y líneas de transmisión como se 
analizó en el capítulo 10 se extiende aqui al concepto de temperatura. Entonces, 
la línea emisora absorbedora y la antena de (c) son como el camino astronómico 
de (a) con nube interestelar emisora absorbedora y Ia fuente celeste, o la trayecto- 
ria de detección terrestre remota de ( b ) con el bosque que emite y absorbe y la 
Tierra. La analogia puede resaltarse comparando (12) y (13) con (6) (para antena 
receptor), reformuladas para la temperatura según se ve desde las terminales dei 
receptor de manera que las ecuaciones para las tres situaciones tienen la forma 
idêntica siguiente: 


Antena dirigida hacia 
una fuente celeste 


T a = W - e~") + 


T.e~" 


[Fig. 14-58 (n)] 


(14) 


Antena dirigida 

hacia la Tierra "Kt = 7}(1 — e X/ ) + T e e~ T/ [Fig. 14-58(6)] (15) 
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Receptor dirigido 
hacia la antena 


T = TtAl - e~") + T A e~* 1 [Fig. 14-58(c)] (16) 


donde 


T a = temperatura de antena, K 
T c = temperatura de nube, K 

r c = coeficiente de absorción de la nube, adimensional 
T s = temperatura de la fuente celeste, K 
7} = temperatura dei bosque, K 
if = coeficiente de absorción dei bosque, adimensional 
T e = temperatura de la Tierra, K 
T lp — temperatura Física de la linea de transmisión, K 
a = constante de atenuación de la línea de transmisión, Np m 
/ = longitud de la línea de transmisión, m 


Nótese que la temperatura dei sistema debe referirse a los terminales de la an¬ 
tena como en (6) y no a los terminales dei receptor como en (16). Entonces, si la 
línea es completamente con pérdidas (disipativo) (e~* 1 = e = 0), (6) da una tem¬ 
peratura infinita dei sistema la cual es correcta, significando que el sistema no 
tiene sensibilidad alguna. Pero con esta condición, una temperatura de sistema 
vista desde las terminales dei receptor, como en (16) seria igual a la temperatura 
T lp de la línea más la temperatura dei receptor, un resultado completamente sin 
ningún sentido puesto que indica que el sistema tiene todavia sensibilidad. 


Solución. La resolución de una antena de radiotelescopio es inversamente pro¬ 
porcional a su abertura o ancho dei haz, cuanto más estrecha sea la abertura dei 
haz mayor será la capacidad dei telescópio para distinguir entre dos objetos celes¬ 
tes muy poco separados. 

Ejemplo 1: Resolución dei ojo y dei radiotelescopio. El diâmetro de la pupila 
dei ojo humano es de alrededor de 3 mm. <,Cuál es el diâmetro requerido pa¬ 
ra que una antena de radiotelescopio de plato circular proporcione la misma 
resolución, con longitudes de onda de 2 cm, dei mismo modo que el ojo lo 
hace en las longitudes de onda de la luz? 


Solución. La resolución de Rayleigh, o sea la capacidad para distinguir entre 
dos objetos muy poco separados está dada por BWFN/2. Tomando X = \ fim, 
para la luz, la resolución dei ojo según (14-6.5-4) es aproximadamente lo que 


BWFN 57.3° 57.3° 

-=-=-= 0.01 

2 L/X 3 mm/| ^m 

lo que quiere decir que el ojo puede distinguir apenas entre dos objetos sepa¬ 
rados por 1 m (como el par de luces delanteras de un automóvil) a una dis¬ 
tancia de 5 km. 

Para la misma resolución con longitud de onda de 2 cm 


57.3° 

BWFN/2 


X = 


57.3° 


0 . 01 ° 


0.02 = 115 m 
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Así pues, para que sea comparable el poder de resolución dei ojo se re- 
quiere que un radiotelescopio tenga 115 m de diâmetro operando con una 
longitud de onda de 2 cm. Con longitudes de onda mayores el diâmetro 
necesitaria ser proporcionalmente más grande. 

Nota: (14-6.4-4) se aplica para una abertura rectangular. La pupila y el 
plato o disco son aberturas circulares y un mejor ângulo para la resolución 
seria 60 o 65 en lugar de 57.3°. Esta diferencia, sin embargo, no afecta este 
ejemplo porque ésta incluye sólo una razón. 

Ejemplo 2: Resolución y directividad. õCuàntos objetos puede resolver un 
radiotelescopio con directividad Dl 

Soluciòn. Para la mayor parte de las antenas la resolución de Rayleigh 
(= BWFN/2) es aproximadamente igual a el HPBW. En un diagrama de ra- 
diación simétrico de un solo lóbulo, el ângulo sólido dei haz íl A =* * HPBW 2 . 
Por lo tanto, el angulo sólido dei haz Cl A es aproximadamente igual al ângulo 
sólido para el cual un objeto apenas se puede resolver y puesto que todo el 
cielo contiene 4ti sr, el número de objetos, N r , que un radiotelescopio puede 
resolver en el cielo entero está dado por t 

471 

N r = — = D (adimensional) (17) 

En consecuencia, la directividad de una antena puede considerarse que tiene 
el significado de ser una medida dei número de objetos que la antena puede 
resolver en todo el cielo. 


14-25 TABLA DE RELACIONES DE ANTENAS Y 
SISTEMAS DE ANTENAS 


471 / 4 ,. 

Directividad, D= —-p : 


Directividad (aprox.), D 


— — — (adimensional) 

O P 

* prom 

47t(sr) _ 41 253 (deg 2 ) 

^HP0HPÍ sr ) ^HP^HP 


Directividad de dipolo corto . D = 1.5 (1.76 dBi) 
Directividad de dipolo A/2 , D = 1.64 (2.15 dBi) 

Directividad de antena helicoidal , D = 15 



(adimensional) 


Ganancia,. G = kD (adimensional) 

Abertura útil . A e = A 2 /^ (m 2 ) 

+ /V, es, por supuesto, una ideal ización que supone^que las fuentes son ^más pequeftasque la aber¬ 

tura dei haz dei telescópio, que están uniformemente distribuídas, etc. 
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A e El 

Eficiência de abertura, < mp = — = 2 

A p (£> )ai 


(adimensional) 


Ângulo sólido dei haz, Çl A — j* j* P„(0 y <j> ) dQ (sr) 

•lir 

Ângulo sólido dei haz(aprox.), = 0 H p^Hp( sr ) = 0HP<fóip(deg 2 ) 

A 

Ancho o abertura dei haz (sistema largo de emisión transversal), HPBW «; (rad) 

E 2 r 2 Q A 

Resistência de radiación , R r = 2 (ti) 

ZqI 

Resistência de radiación de dipolo corto, R r = 80tt 2 ^-^ (íl) 

Autoimpedancia de dipolo A/2, R r + jX = 73 + 742.5 Q 

Z% 

Reladón de impedancia de dipolo de rànura, Z s = —— (£2) 

4Z d 

Factor de sistema (n fuentes de igual amplitud y espaciamiento), 

1 sen ( né/2 ) 

E n =-:— ,. „ - (adimensional) 

n sen (i/r/2) 

donde ^ = fkt cos 6 + Ô (rad o deg) 

P A A 

Fórmula de Friis , ~ (adimensional) 

Pr • , 

Ecuación de radar, — = . , (adimensional 


P t 4nk 2 r 4 
Potência de Nyquist, w — kT (W Hz -1 ) 


Densidad de flujo, S = 


2kT A 


(W m -2 Hz" 1 ) 


Densidad de flujo mínima detectable, AS mín = ^ ^^ m l n (W m" 2 Hz“ ! ) 

A a 


Temperatura de sistema; T sisi = T Á + T L 


<-)•? 


(K) 


Temperatura mínima detectable , A = 


lc'T - 

* J SIS) _ A y 
/— ^ 'rms 

yJBt 


(K) 


Temperatura de antena (a través de nube de emisión absorción) 

T a = T£ 1 - e“'«) + (K) 


5 A^ 

Razón seAal a ruído, — = 


\n at 


(adimensional) 


min 


57.3° 

T/k 
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Ângulo de resolución ^ 


BWFN 


4tc 


Número de objetos solubles, N r = — = D 


PROBLEMAS! 


Grupo 14-1: Secciones 14-1 a 14-5. lntroducciósi a parâmetros de antenas, potenciales retardados, di- 
polo corto, resistência de radiación, abertura, directividad y ganancia 

★14-1-1. Antena isotrópica. Resistência. Una antena omnidireccional (isotrópica) tiene un diagrama o 
patróo de campo dado por E — 10 //> (V m' 1 ), donde / = corriente terminal (A) y r = distancia (m). 
Encuéntrese la resistência de radiación. 

14-1-2. Dipolo corto. Para un dipolo delgado alimentado por el centro y de Xj 15 de longitud en¬ 
cuéntrese (a) la directividad Z), (b) la ganancia G, (c) la abertura (área) útil o eficaz A e , (d) el ângulo 
sólido dei haz y (e) la resistência de radiación R r . La antena decrece linealmente desde sus valores 
en las terminales hasta cero en sus extremos. La resistência de perdida es de 1 fl. 

★14-1-3. Diagrama o patrón cónico. Una antena tiene un diagrama cónico de campo con campo uni¬ 
forme para ângulos cenitales (0) de cero a 60° y campo cero de 60 a 180°. Encuéntrese exactamente 
(a) el ângulo sólido de haz y (ó) la directividad. El diagrama de radiación es independiente dei ângulo 
azimutal (<f>). 

14-1-4. Diagrama o patrón cónico. Una antena tiene un diagrama cónico de campo con campo uni¬ 
forme para ângulos cenitales (0) de 0 a 45° y campo cero de 45 a 180°. Encuéntrese exactamente (ff) el 
ângulo sólido de haz (ó) la directividad y (c) la abertura útil. {d) Hállese la resistência de radiación si 
el campo E = 5 Vm ' 1 a una distancia de 50 m para una corriente terminal / = 2 A (rms). El diagra¬ 
ma es independiente dei ângulo azimutal (0). 

★14-1-5. Diagrama direccional en 9 y Una antena tiene un diagrama uniforme de campo para ângu¬ 
los cenitales (0) entre 45 y 90° y para ângulos azi mu tales (</>)entre 0 y 120°. Si E = 3 V m 1 a una dis¬ 
tancia de 500 m desde la antena y la corriente terminal es de 5 A, encuéntrese La resistência de 
radiación de la antena. E - 0 excepto dentro de Los ângulos dados arriba. 

14-1-6. Diagrama direccional en 0 y Una antena tiene un campo uniforme E = 2 V m “ 1 (rms) a 
una distancia de 100 m.para ângulos cenitales entre 30 y 60° y ângulos azimutales <fi entre 0 y 90° con 
E - 0 en cualquier otra parte. La corriente terminal de la antena es 3 A (rms). Hállese (ff) la directivi¬ 
dad, (b) La abertura útil y (c) la resistência de radiación. 

★14-1-7. Diagrama direccional con lóbulo posterior. El diagrama de campo de una antena varia con el 
ângulo cenital(0) como sigue: f (= f orrna iizado) = * entre = 30" (lóbulo principal),£„ = 0 entre 0 
= 30° y 0 — 90°, y E„ = i entre0 = 90° y 0 = 180" (lóbulo posterior). El diagrama es ihdependien- 
te dei ângulo azimutal (0). (ff) Encuéntrese la directividad exacta. ( b ) Si el campo es igual a 8 Vm" 1 
(rms) para 0 = 0 o a una distancia de 200 m para una corriente terminal / = 4 A (rms), hállese la resis¬ 
tência de radiación. 

14-1^8. Dipolo corto. El campo radiado de una antena de dipolo corto con corriente uniforme está 
dado por |E| = 30 fíl(I/r) sen 0, donde / = longitud, / = corriente, r = distancia y 0 = ângulo dei 
diagrama. Encuéntrese la resistência de radiación. 


tLas respuestas a los problemas seftalados con asterisco se dan en el Apêndice C. 
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Grupo 14-2: Secciones 14-6 a 14-8. Teoria de sistemas de antenas, aberturas continuas y relaciones con 
transformada de Fourier 

14-2-1. Sistemas de radiación transversal. Espactamienlo Â/2 . Los siguientes programas BASIC pro- 
porcionan los diagramas de campo de antena graficados en coordenadas polares y rectangulares para 
un sistema de 4 fuentes como se ilustra en la figura P14-2-1. Haciendo modificaciones a estos progra¬ 
mas, trácense gráficas de los diagramas para un número mayor de fuentes en fase espadadas X/2, para 
{a) 6 fuentes, (b) 8 fuentes y (c) 12 fuentes. 

BROADSIDE ARRAY N = 4 d = Â/2 
POLAR PLOT 
10 HOME 
20 HGR 
30 HCOLOR=3 

40 FOR A = .02 TO 6.26 STEP .01 

50 R = 15 * SIN(6.28 * COS(A»/SIN(1.57 # COS(A)) 

60 HPLOT 138 + R * COS(A),79 + R # SIN(A) 

70 NEXTA 

RECTANGULAR PLOT (POLAR PLOT STEPS 10 60 70 OMITTED) 

60 HPLOT A* 30,R + 75 
70 NEXT A 

NOTESE QUE LOS PUNTOS SINGULARES PARA LOS QUE EL DENOMINADOR DE 50 ES CERO 
SE EVITAN CON LA SELECCION APROPIADA DE LIMITES EN 40. 


n = 4 



Radiación longitudinal 


Figura P14-2-1. Diagrama de campo de sistema de radiación 
_„_ \ _ . / , hl transversal de cuatro fuentes en coordenadas polares y rec- 

x 1 >, ' \ / \ 

^ y ' tangulares. 


14-2-2. Sistemas de radiaci6n longitudinal. Espaciamiento Â/2 . Los siguientes programas BASIC 
propordonan los diagramas de campo de antena graficados en coordenadas polares y rectangu lares para 
un sistema de 4 fuentes como se ilustra en la figura P14-2-2. Haciendo modificaciones a estos programas, 
trácense gráficas de los diagramas para un número mayor de fuentes espadadas â 2 con enfasamiento 
de radiación longitudinal, para (ir) 5 fuentes, (b) 6 fuentes, (c) 8 fuentes y (d) 12 fuentes. 


END-FIRE ARRAY N = 4 d = Â/2 

POLAR PLOT 

10 HOME 

20 HGR 

30HC0L0R<3 

40 FOR A = .02 TO 3.12 STEP :01 

50 R = lS • SIN(6.28 * (COS(A) - 1))/SIN(1.57 * (COS(A) - 1)) 
60 HPLOT 138 + R ' CO$(A),79 + R * SIN(A) 
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61 HPLOT 138 + R * (-COS(A)),79 + R * SIN(A) 

70 NEXT A 

RECTANGULAR PLOT (POLAR PLOT STEPS 10 60 61 70 OMITTED) 

60 HPLOT A * 30,R + 75 

61 HPLOT (A+3.16) * 30,-R + 75 
70 NEXT A 

Nótese que los puntos singulares para los que el denominador de 50 es cero se evitan con la 
selección apropiada de limites en 40. 



n = 4 



/ Radiación longitudinal 


N 





figura P14-2-2. Diagrama de campo de sistema de emisión 
longitudinal de cuatro fuentes en coordenadas polares y rec- 
t angular es. 


14-2-3. Sistemas de radiación longitudinal. Espaciamiento 2/4. Repítase el problema 14-2-2 para el 
caso en que el espaciamiento es Ã/4 en lugar de 2/2. Los diagramas en este caso seràn unidireccionales 
en lugar de bidireccionales como con el espaciamiento de Ã/2 

14-2-4. Interferómetro de dos elementos. Usando una computadora como en los problemas de arriba, 
trácense gráficas de los diagramas de campo de dos fuentes isotrópicas en fase con espaciamientos de 
(a) SÃ, (b) I6Ã y (c) 32/. 

14-2-5. Dos fuentes en cuadratura de fase. Dos fuentes puntuales isotrópicas de igual amplitud pero 
en cuadratura de fase estàn espadadas a Ã/4. Hàgase una gráfica dei diagrama de campo que será una 
cardioide (en forma de corazón). Se sugiere una solución por computadora. 

*14-2-6. Dos fuentes en fase. Dos fuentes puntuales isotrópicas de igual amplitud y conta misma fase 
están espaciadas 2Ã . {a) Hágase una gráfica dei diagrama de campo. ( b ) Tabúlense los ângulos para 
máximos y nulos. 

14-2-7. Dos fuentes en fase opuesta. Dos fuentes isotrópicas de igual amplitud y fases opuestas tienen 
una separación de 1.5Ã . Encuéntrense los ângulos para máximos y nulos. 

*14-2-8. Siete dipolos cortos. Ângulo de 4 dB. Un sistema lineal de radiación transversal (en fase) de 7 
dipolos cortos tiene una separación de 0.35Ã entre dipolos. Encuéntrese el ângulo dei campo máximo 
para el que el campo es 4 dB abajo (a la décima de grado más próxima). 

14-2-9. Tres fuentes desiguales. Tres fuentes isotrópicas alineadas tienen una separación entre sí de 
Ã/4. La fuente de en medio tiene 3 veces la corriente de Ias fuentes de los extremos. Si la fase de la 
fuente de en medio es 0 o , la fase de una fuente extrema es + 90° y si la otra fuente extrema es —90°, 
trácese una gráfica dei diagrama de campo normalizado. 

14-2-10. Sistema cuadrado. Cuatro dipolos cortos idênticos (perpendiculares a la página) estàn dis- 
puestos en los vértices de un cuadrado de Ã/2 por lado. Los dipolos superior izquierdo e inferior de- 
recho tienen la misma fase mientras que los dos dipolos en los otros vértices tienen fase opuesta. Si la 
dirección hacia la derecha (dirección x) corresponde a </> = 0 L \ encuéntrense los ângulos <j> para todos 
los máximos y mínimos dei diagrama de campo en el plano de la página. 
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14-2-11. Sistema largo de emisión transversal. Demuèstrese que el HPBW de un sistema largo unifor¬ 
me de emisión transversal està dado (sin aproximación) por 50.8 Q ÍL k , donde L k = LI/. = longitud 
dei sistema en longitudes de onda. 

*14-2-12. Abertura rectangular. Abocinamiento cosenoidal. Una antena con abertura rectangular 
x t y tiene un campo uniforme en la dirección y y una distribución de campo cosenoidal en la dirección 
x (cero en los bordes, máximo en el centro). Si , = 16/. y = 8/., calcúlese {a) la eficiência de la 
abertura y (b) la directividad. 

14-2-13. Abertura rectangular. Abocinamientos cosenoidales. Repítase el problema 14-2-12 para el 
caso en que el campo de la abertura tiene una distribución cosenoidal en las direcciones xy y. 

*14-2-14. Fuente lineal de 20 X. Abocinamiento de coseno cuadrado. (a) Calcúlese y grafiquese el 
diagrama de campo lejano de una fuente lineal continua en fase de 20/ de longitud con distribución 
de campo de coseno cuadrado. (ô) iCuâí es el HPBW? 

14-2-15. Sistema de triângulo. Tres fuentes puntuales isotrópicas de igual magnitud están dispuestas 
en los vértices de un triângulo equilátero, como en la figura P14-2-15. Si todas las fuentes tienen la 
misma fase, determinese y grafiquese el diagrama de campo lejano. 



Figura PI4-2-15. Tres fuentes en triângulo. 


14-2-16. Sistema cuadrado. Cuatro fuentes puntuales isotrópicas de igual amplitud están acomoda¬ 
das en los vértices de un cuadrado, como en la figura P14-2-16. Si las fases son como se indica por las 
flechas, determinese y grafiquese el diagrama de campo lejano. Se puede usar una solución gráfica pa¬ 
ra este problema y el problema P14-2-I5 (véase Fig. 14-21 y la tabla 14-3). 



a Figura P14-2-16. Cuatro fuentes en 

t cuadro. 

14-2-17. Interferòmetro. Mulliplicación de diagrama. Una antena de interferómetro consiste en dos 
aberturas cuadradas de emisión transversal en fase con distribución uniforme de campo, (a) Si 
las aberturas son cuadradas de 10/ y están separadas 60/ entre centros, calcúlese y grafiquese el 
diagrama de campo lejano para el primer nulo dei diagrama de abertura, (ó) ^Cuàntos lóbulos están 
contenidos entre los primeros nulos dei diagrama de abertura? (r) iCuál es la abertura útil? {d\iC uàl 
es el HPBW dei lóbulo central dei interferómetro? {e) iCò mo se compara el HPBW con el HPBW dei 
lóbulo central de dos fuentes puntuales isotrópicas en fase separadas 60/? 
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Grupo 14-3: Secciones 14-9 a 14-16. Antenas lineales, dipolo A/2, antenas dé ondas viajeras, antenas 
dé cuadro, de hélices y sistemas de exploración y antenas independientés de ta frecuencia. 

14-3-1. Sistema colineal de tres dfipolos de A/2. Un sistema de antenas consiste en 3 antenas dipolares 
delgadas colineales de A/2 cada una con distribución dè corriente senoidal y espadadas /. 2. La 
corriénte én el dipolo central es dei doble de la corriente en los dipolos extremos (sistema binomial). 
(a) Calcúlese y grafiquese el diagrama de campo lejano. {b) iCuàl es el HPBW? (c) iCómo se compara 
este valor HPBW con el HPBW de un sistema binomial de tres fuentes puntuales isotrópicas espa¬ 
ciadas A/2? 

14-3-2. V terminada. Onda viajera. ( a ) Calcúlese y grafiquese el diagrama de campo lejano de una an¬ 
tena V terminada con elementos de 5A y angulo comprendido de 45°. ( b ) <,Cuàl es el HPBW? 

14^3-3. Espira cuadfadá. Una antena de espira cuadrada tiene 1A de longitud por lado. Si la corriente 
es uniforme y está en fase alrededor de la espira, calcúlese y grafiquese el diagrama de campo lejano 
en un plano perpendicular al plano de la espira y paralelo a uno de los lados. 

14 - 3 - 4 . Espira circular. Una antena de espira circular con corriente uniforme en fase tiene un 
diâmetro £>. Encuèntrese (a) el diagrama de campo lejano (encuéntrese y grafiquese), (b) la resistência 
de radiaciôn y (c) la directividad para los siguientes tres casos:(l) D = A/ 3, (2) D = 0.75A y D = 2A 

14-3-5. Resistência en una espira pequena, (a) Usando una integración dei vector dé Poynting, de- 
muêstrese que la resistência de radiaciôn en una espira pequefta es igual a 320 ji 4 (^/A) 2 í>, donde A = 
área de la espira, (b) demuéstrese que la abertura útil de una antena isotrópica es igual a A 2 / 4tt. 

14-3-6. Hélice de 16 vúeltas. Un conductor está devanado én forma de hélice en un sentido de rosca 
derecha de 10 vueltas con diâmetro de 100 mm y un espaciamiento entre vueltas de 20 mm. Calcúlese y 
grafiquese el diagrama de campo lejano y describase el estado de polarización si la hélice es alimenta¬ 
da con una potência de RF a una frecuencia de (a) 3 MHz y (ô) 1 GHz. 

14-3-7. Hélice de 30 vueltas. Una antena helicoidal tiene 30 vueltas, diâmetro dè A/3 y espaciamiento 
entre vueltas A/5. La hélice es derecha. (a) Calcúlese y grafiquese et diagrama de campo lejano. (b) 
iCuál es el HPBW? (c) <,Cuál es la directividad? (d) iCuál es el estado de polarización? 

14*3-6. Hélices, izquierda y derecha. Dos antenas helicoidales idênticas, una derecha y otra izquier- 
da, estàn dispuestas como en la figura P14-3-8. iCuál es la polarización de la radiaciôn a lá derecha si 
las dos hélicès están alimentadas (a) en fase y (ô) en fase opuesta? 



Figura P14-3-8. Hélices derecha e izquierda. 


Dipolos cruzados para P€ y otros estados. Dos dipolos A/2 se crüzan a 90°. Si los dos dipolos 
están alimentados coh corrientes iguales, icuál es la polarización dè la radiaciôn perpendicular al pla¬ 
no’ de los dipolos si Ias corrientes están (a) en fase, (ô> cuadratura de fase (90° de diferencia en fase), y 
(c) octavo de fase (45° de diferencia en fase)? 

14-3-f& Sistema de exploración de ocho fuentes. Un sistema lineal de radiaciôn transversal tiene 
ocho fuentes de igual amplitud y espaciamiento / 2. Encuéntrese et desplàzamientode fase progresivo 
que se rtecesiía para hacer girar el haz (a) 5 o , (b) 10° y (c> f5° partiendo de una direcciòn de emisión 
transversal, {d) Encuèntrese el BWFN cuando todas las fuentes están en fase. 
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14-3-íl. Sistema explorador de 24 dipolos. Un sistema lineal consta de una configuración alíneada de 
24 dipolos //2 espaciados hl. Los dipolos están alimentados por corrientes iguales pero con un 
desplazamiento de fase progrésivO arbitrário d entre los dipolos. i,Qué valores de n se requieren para 
establecer un máximo lóbulo principal (a) perpendicular a la línea dei sistema (condiciôn de radiación 
transversal), (b) a 25° de la radiación transversal, (c) a 50° de la radiación transversal y (d) a 75° de la 
radiación transversal? (é) Calcúlense y grafíquense los diagramas de radiación pára cuatro campos en 
coordenadas polares. (/) Analícese la factibilidad de este arreglo para Un sistema de exploración, cam¬ 
biando las longitudes de las lineas de alifnentación para cambiar P o mantener el sistema fisicamente 
sin cambio pero variando la frecuencia. iQué limites prácticos se presentan en cada caso? 

14-3-12. Sistema de expforacrón de Ires hélices. Tres antenas helicoidales idèrtticas derechas separadas 
1.5/y dispuestas en Un sistema de radiación transversal están representadas en la figura P14-3-Í2. (n) 
Si las dos hélices exteriores giran sobre sus ejes en direcciones opuestas mientras que Ia hélice dei 
centro está fija, determínese el ângulo (p dei lóbulo principal fespecto a la dirección de radiación 
transversal y descríbase cómo varia <f> al girar las hélices, (ó) iCuál es el ângulo máximo de explora¬ 
ción 0? (c) iCuál es el HPBW dei lóbulo principal en función de </;? 




Figura P14-3-12. Sistema de tres hélices para haz 
explorador. 


*14-3-13. Sistema de radtodtfastón de cuatro torres. Un sistema de radiodifusión tiene cuatro torres 
verticales idênticas colocadas en una Knea Este Oeste eon un espaciamiento d y un desplazamiento de 
fase progresivo ô. Encuéntrense (a) dy(b)Ò de maneta que hayá un campo máximo a<t> = 45° (al nor- 
este) y un nulo a 4> = 90° (Norte). Puede haber otros rtulos y oitos máximos, pero níngún máximo 
puede exceder el de 45°. La distancia d debe ser menor que hl. 

14-3-14. Antena de perlodkkfad logarítmica. Diséftese una antena de periodicidad logarítmica dei ti¬ 
po de la figura 14-35 para trabajar a frecuencias entre 50 y 250 MHz. Hágase un díbujo con dimen¬ 
siones en metros. 


Grupo 14-4: Secciones 14-17 a 14-22. RetfprockJsd, antoimpedancla, impedancia mutua, lentes, 
reffeclores, directores, difracdón, ranuras, botinas y concepto de abertura 
14-4-1. Dos dipolos cortos. Impedancia. Dos antenas de dipofo corto de longitud /IO con resistência 
de pêrdidas de I Q están orientadas en paralelo entre sí (lado con lado) y situadas con una separación de 
1/.. Encüéntrese (a) Ia impedancia mutua y (ó) la impedancia terminal. 
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*14-4-2. Allmentación adaptada para dipolos À/2. Dos dipolos paralelos A 2 alimentados por el centro 
y separados A/2 van a ser alimentados por corrientes iguales con fases en oposición por una línea de 
transmisión de 400 fí. Si cada antena tiene una impedancia terminal de 25 + /O D. encuéntrese (a) la 
longitud y (ó) la impedancia de las secciones de acoplamiento necesarias entre la línea de transmisión y 
los dipolos para que la línea de transmisión tenga acoplamiento de impedancias. (c) Si la impedancia 
de uno de los polos (aislado) es 35 + /O U, encuéntrese la ganancia dei sistema en decibeles sobre la 
isotrópica. 

14-4-3. Dipolo horizontal arriba de tierra. Un dipolo A/2 delgado corre paralelo a una tierra plana 
perfectamente conductora y a una distanciai arriba de ella, como en la figura P14-4-3. (a) Calcúlese y 
grafíquese la ganancia dei dipolo sobre la tierra respecto a un dipolo A/2 en el espacio libre para valo¬ 
res de s de cero a A/2. Limítese la consideración a la orientación hacia el cenit (perpendicular a la 
tierra). Supónganse pérdidas cero. (b) Repítase (a) para resistência de perdidas dei dipolo R, = 1 fi. 


Cenit 


I dipolo X/2 

* _ 

Plano de tierra Figura P14-4-3. Dipolo sobre tierra. 


14-4- 4 . Lente reflejante. Una lente dieléctríca de índice tj tiene como respaldo una lâmina perfecta¬ 
mente conductora, como en la figura P14-4-4. Demuéstrese que este reflector de lente llevará los rayos 
que llegan a un foco situado en F si la distancia R dei foco a un punto de la lente está dada por 

R= (n - 1)2 L 

(2/; — 1) cos 6 — I 

donde L = distancia focal (vèase Fig. PI4-4-4). 

Nótese que en vista de que un rayo atraviesa esta lente dos veces, el espesor de la lente es de más o me¬ 
nos la mitad que la lente de transmisión ordinário de un sentido. Vèase J. D. Kraus, Some Unique 
Reflector-Type Antennas, IEEE Ants. and Prop. Society Newsletter, 24(2): 10-12, abril, 1982. 



14-4-5. Campo de reflector parabólico, (a) Demuéstrese que la variación dei campo a través de la 
abertura de un reflector paraboloidal con fuente isotrópica es proporcional a 1/[1 + (r/2L) 2 ], donde 
r = distancia radial dei eje dei paraboloide y L - distancia focal. (6) Si la parábola se extiende ai pia- 
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no focal y la alimentación es isotrópica en el hemisfério subtendido por la parábola, calcúlese la efi¬ 
ciência de abertura. 

14-4-6. Reflector diedro ã/4 al elemento excitado. Un reflector diedro rectangular tiene un espacia- 
miento de A/4 entre el elemento A/2 excitado y el ângulo. Demuéstrese que la directividad D = 12.5 dB. 

14-4-7 Reflector diedro X/2 al elemento excitado. Un reflector diedro tiene un elemento excitado 
A/2 a úna distancia A/2 dei ângulo, (fl) Calcúlese y grafíquese el diagrama de campo iejano en ambos 
pianos princípales. (i>) iCuàles son los HPBWs en los dos planos prindpales? (c) iCuál es la impedan- 
cia terminal dei elemento excitado? <tf) Calcúlese la directividad de dos maneras: (1) a partir de ias 
impedandas de los dipolos excitado e imagen y (2) a partir de HPBWs y compârense. Supànganse 
reflectores de lâmina perfectamente conductora de extensiòn infinita, 

14-4-S. Impedancia mutua para una separación grande. Demuéstrese que la impe dancia mutua máxi¬ 
ma Z„ de dos antenas separadas por una distancia grande es Z m = { y /biD ls /RyR l )l2nr if donde 
D = directividad de Ia antena I > D 1 ^directividad de la antena 2, R l = resistência de radiación de la 
antena I , R 2 = resistência de radiación de la antena 2 y r k - r/Ã - separadòn de amenas (longitudes 
de onda) (véase Fig. 14-36). Se supone que La antena receptora está terminada para una transferencia 
máxima de potência. 

14-4-9. Impedancia terminal, {a) Demuéstrese por medio de una red equivalente que en las lermmales 
de una antena receptora (véase Fig. 14-36) el generador equivalente, o de Thévenin. tiene una impe¬ 
dancia Z 2 1 - (Z^/Zi j) y una fuerza electromotriz *¥[ ZJZ V i, donde Z,, - autoimpedancia de Ia an¬ 
tena transmisora, Z 22 - autoimpedancia de La antena receptora, Z m = impedancia mutua y i , = 
fuerza dectromotriz aplicada a los terminales de la antena transmisora. ( b) <,Cuál es la impedancia de 
carga que, conectada a los terminales de la antena receptora, produce la máxima transferencia de po¬ 
tência? 

14-4-10. Retro rreflector diedro. Considèrense los Ires planos mutuamente perpendiculares de un sis¬ 
tema de coordenadas rectangulares para los que * = Q,y = 0 y z = Oysu intersecciòn en el origen. Si 
en estos planos se sitüan tres lâminas conductoras planas, se forma un reflector diedro rectangular tri¬ 
dimensional. El arreglo puede considerarse como un conjunto de ocho reflectores diedros espalda con 
espalda cada uno cubricndo un octavo (4 jt/B sr). Para distinguir este reflector de un reflector diedro 
con elemento excitado se le puede llamar reflector diedro pasivo.(ír) Demuéstrese que una onda plana 
incidente sobre este reflector pasivo que venga de cualquier direcciòn, es reflejada en la mis ma direc- 
ciòn (produdendo retrorreflexiòn). (ó) Demuéstrese que si las dimensiones de este retrorreflector son 
grandes comparadas con Ia longitud de onda, la abertura útil de dispersión es igual a la abertura 
física. Estos reflectores se usan a menudo para proporcionar un retorno de radar grande. Entonces, 
un pequefto barco que Lleve uno de estos reflectores puede aumentar su sección transversal de radar o 
área de eco, hacíendo su presencia más promínente en las pantalias de radar. 

14-4-11. Ranuras Ã/2. Dos antenas de ranura Ã/2, como en la figura 14-5lfl, están acomodadas extre¬ 
mo con extremo en una lâmina conductora grande con espaciamiento 1Ã entre centros. Si las ranuras 
se alimentan con tensiones iguales en fase, calcúlese y grafíquese el diagrama de radiación de campo 
Iejano en los dos planos princípales. Nótese que el plano H coincide con la línea de las ranuras. 

*14-4-12. Ranura encajonada. El dipolo complementado de una antena de ranura tiene una impedan¬ 
cia terminal Z =‘90 + /10 fí. Si la antena de ranura está encajonada de manera que radie sólo en la 
mitad dei espacio £cuál es la impedancia terminal de La antena de ranura? La caja no aflade susceptan- 
cia en paralelo en las terminales. 

*14-4-13. Boeing piramidal, (a) Determinese la longitud /, el ancho w y las mitades de ângulo en los 
planos £ y H para una boçina electromagnética piramidal para la que la altura de la boca h = SÃ. La 
bocina es alimentada con una guia de onda rectangular con modoTE, Q , como en la figura 14-52. Tó- 
mese fr - Ã/10 en el plano £ y ó - ifl-m el plano H. (*) iCuàles son Los HPBWs en los planos E y Hl 
(c) iCuál es la directividad? {d) iCuál es la eficiência de abertura? 

14-4-14. Autorresistencia y resistência mutua. Explíquese por qué la resistência mutua de dos antenas 
puede ser tanto positiva como negativa, pero la autorresistencia o resistência propia de una sola ante¬ 
na sólo puede ser positiva. 
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14-4-15. Ganancia <fe ona bodna cofragada. En reiación con ei problema 13-5-2, calcúlese {a) HPBW 
y (b) la ganancia G de la boctna corrugada, notando que las corrugaciones reducen el campo a un va¬ 
lor bajo en los dientes. (c) Compárense estos valores con los de la sección de bocina si se quita en la 
transición de fnanera que la abertura sea de 1 AÀ de diâmetro. 


Grupo 14-5: Secciones 14-23 y 14-24. Fórmula de Frils, ecuación de radar, radiotelescopio, tempera¬ 
tura, detección remota y resolución. 

*14-5-1. Enlace de naves espaciales a 100 Mm. Dos naves espaciales están separadas 100 Mm entre 
ellas. Cada una tiene una antena con D = 200 trabajando a 2 GHz. Si el receptor de la nave A requiere 
1 pW para una razón sefial a ruído de 20 dB, <,cuál es la potência requerida en el transmisor de la 
nave Ê paia lograr esta razón sefial a ruido? 

14-5-2. Ênlacc de naves espaciales a 3 Mm. Dos naves espaciales están separadas 3 Mm entre ellas. 
Cada una tiene una antena con D = 200 trabajando a 2 GHz. Si el receptor de ta nave A requiere 
1 pW para una razón de sefial a ruido de 20 dB, <,cuàl es la potência requerida por ia nave B para 
lograr esta razón? 

*14-5-3. Detección de radar. Un receptor de radar tiene una sensibilidad de 10 " 12 W. Si la abertura útil de 
Ia antena dei radar es de 1 m 2 y la longitud de onda es de 10 cm, encuéntrese la potência de transmisor 
requerida para detectar un objeto de 5 m 2 de sección transversal de radar a una distancia de 1 km. 

* 14-5-4. Parâmetros de radiotelescopio. El radiotelescopio de la Ohio State University opera a 2 650 
MHz con tos siguientes parâmetros: temperatura dei sistema 1Í0 K, ancho de banda de predetección 
100 MHz, constante de tiempo de posdeteccíón de 5 s P constante dei sistema 2.2 y abertura (área) útil o 
eficaz de antena de 800 m 2 . Encuénirese (a) la temperatura mínima detectabíe y (b) la densidad de 
flujo mínima detectabíe, (c) Si se promedían cuatro registros, iqnè cambio se registra en ia) y (b)7 

14-5-5. Antena de detección remota. Diséfiese una antena de 30 GHz para un satélite de detección re¬ 
mota de recursos terrestres que mida temperaturas en Ia superfície de la Tierra con resolución de 
1-km 2 para una altura orbital de 300 km. 

14*5-6. Seftafes de Júpiter. De Júpiter se reciben comúnmente densidades de flujo de 10“ 20 W nT 2 Hz' 1 
a 20 MHz. iCuâl es la potência por ancho de banda unitário radiada en la fuente? Supóngase que la 
distancia de la Tierra a Júpiter es.de 40 minutos luz y supóngase que la fuente radia isotrópicamente. 

14-5-7. CorHmieitlos hacla el rojo> Potências. Han sido identificadas aigunas fuemes de radio con 
objetos ópticos y el corrimiento Doppler o corrimiento hacia el rojo r (= A kjk - vfc) se ha medido en 
un espectro óptico. Supóngase que los objetos con mayor corrimiento hacia el rojo están más distan¬ 
tes, de acuerdo con la reiación de Hubble R = , donde R = distancia en megaparsecs (l mcga* 

parsec = 1 Mpc ~ 3.26 x IG* afios luz), v = vdoridad de recesíón dei objeto en metros por segundo 
y H 0 = constante de Hubble ~ 75 km s * Mpc -1 Determínese la distancia R de las siguientes fuemes 
de radio: {<*) Cygnus A (radiogaíaxia prototipo), z - 0.06; (ó) 3C273 (quasistdlar radio source, o 
quasar), z ~ 0.16; y (c)OQl72 (quasar distante), z — 3.53. Las fuemes de arriba tienen densidades de 
flujo como sigue; a 3 GHz: Cygnus A, 600 Jy; 3C273, 30 Jy; OQ172,2 Jy í i Jy =UU 26 W m -2 Hz" 8 ). 
íd) Determínese la potência de radio por ancho de banda unitário radiada por cada fuente. Supóngase 
que la fueme radia isotrópicamente. 

* 14-5-S. Rotadón de un pulsar. La densidad de flujo pico de un pulsar es de 25 Jy a 150 MHz. La fre- 
cuenda dei pulsar es de 30 s“ 1 con una duración de pulso de 1 /4 dei periodo dei pulso, (ff) iCuál es Ja 
densidad de energia por pulso ü m ’ 2 Hz - *)? (ó) Sí el pulsar está a una distancia de 100 afios luz, 
icuâi es !a energia radiada por pulso en un ancho de banda de 20 MHz? Supóngase que la fuente radia 
isotrópicamente y que 25 Jy es la densidad de flujo promedio en el ancho de banda, (r) Suponiendo 
que la radiación de radioírecuencia es la única energia perdida por el pulsar quanto tiempo puede ra- 
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diaren el nivel considerado arriba si tiene solamentc unamasa solar (—2 x 1G 30 kg)? Supóngase que 
el diâmetro dei pulsar es de 25 km y que su energia cinética de rotaciôn se transforma en potência de 
radiofrecuencia con 5 Vo de eficiência. 

14-5-9, Temperatura de miUena de una estación terrestre. Un disco de estación terrestre de HM) m de 
abertura útil se dirige hacia el cenit. Caícülese la temperatura de amena suponiendo que la temperatu¬ 
ra dei eido es uniforme e igual a 6 K, Tómese la temperatura de tierra como igual a 300 K y supóngase 
que un terçio dd área dd haz d d lóbulo menor está en la dirección posterior o bacia atrás, La longitud 
de onda es de 75 mm y la eficiência dei haz es 0.8. 

14-5-10, Dispersor Thompson. El campo eléctrico alterno de una onda electromagnética que pasa ha- 
ce que un electrón (iniciaImente en reposo) oscile. Esta osciladón dei eleetrón lo hace equivalente a un 
radiador dipolar. Demuêstrese que la razón de la dispersión de potência por estereoradián al vector de 
Poynting incidente está dada poF Ui 0 í^scn 0/4ítm) 2 ,en que e y m son la carga y la masa dei dectrón y h 
es el ângulo de la radiación dispersada respecto a la dirección dei campo eléctrico E de la onda inciden¬ 
te. Esta razón por 4x es la sección transversal de radar dei electrón. Tal renadiación es conorida co¬ 
mo dispersión de Thompson, 

14-5-1L Radar de dispersión de Thompson. Un radar con base en tierra que apunta verticalmente se 
puede usar para determinar densidades de electrones en la íonosfera de la Tierra por medio de la dis¬ 
persión de Thompson (véase Prob. 14-5-10). El retorno de radar de la potência dispersada es propor¬ 
cional a la densídad de electrones. Sí se transmite un pulso corto por d radar, la potência retrodisper- 
sada en fundón dei tiempo es una medida de Ia densídad de electrones en funeión de la altura. Disèhese 
un radar de dispersión de Thompson que trabaje a 430 MHz, capaz de medir densidades de electrones 
en la íonosfera con una resoludón de 1 km de alto y posición horizontal a alturas de l Mm, El radar 
debe ser capaz de detectar un mínimo de 100 electrones a una altura de l Mm. El diseno debe especiff 
car la potência de cresta dei radar, la longitud dei pulso, el tamano de la antena y la sensibihdad dei re¬ 
ceptor. Véase W.E. Gordon, Radar Backscalter from lhe Earth ! s lonosphere, IEEE Trans . Antenms 
Propaga AP-12: 873-87Ó (diciembre, 1964). 

*14-5-12. Frecuenda critica. MUF. Se puede decir que existen capas en la íonosfera de la Tierra en las 
que d gradiente de ionizarión es suficiente para refractar ondas de radio para que regresen a la Tierra. 
[Aunque en rcalidad la onda puede desviarse gradualmente a lo largo de una irayectoria curva en una 
región ionizada de espesor considerabie, una simplificación Útil para algunos casos cs suponer que la 
onda se refleja como en una superfície horizontal perfectamemeconductora situada a una altura (vir¬ 
tual) h,] La frecuenda más elevada a La que esta capa refleja una onda que incide vertjcalmente de 
nuevo hacia la Tierra se llama la frecuenda critica U fãs frecuencias mayores con incidência vertical 
pasan a iravès de la capa. Para ondas con incidência oblicua uj> > 0 en la figura PÍ4^5-i2> Lã fre¬ 
cuenda máxima utifizable (MUF) para una comunicación de punto a punto sobre la Tierra dada por 
MUF = fui cos donde i p = ângulo de incidência. La frecuencia critica f 0 = 9^/A, donde N - 

densídad de electrones (número m" J ), N es una funeión de la irradiaciòn solar y dc oiros factores. 
Tanto como h varían con la hora dei dia, la estación, la latimd y la fase dentro dei ciclo dc 11 aftos 
de las manchas solares. Encuémrese la MUF para (n) una distancia d = 1.3 Mm por reftexión de la ca¬ 
pa F,(/i = 325 km) con una densidad de electrones, en esta capa F 2í de V - 6 x 10 u m J , (ó)auna 
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Superfície de la Tierra 


Figura P14-5-12. Tráyectoria de comunicación 
por medio de la reflexión en la capa ionosférica. 
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distancia d = 1.5 Mm por reflexión de la capa F 2 (h = 275 km) con N = 10 12 m -3 y (c) una distan¬ 
cia d = 1 Mm por reflexión esporádica de la capa E (h = 100 km) con N = 8 x 10 11 m“ 3 Despré- 
ciese la curvatura de la Tierra. 

14-5-13. MUF para satélites en órbita de Clarice. Los satélites de relevo para comunicación estaciona¬ 
ria se cotocan en órbita de Clarke a alturas de aproximadamente 36 Mm. Esto es bastante arriba de la 
ionosfera de manera que la trayectoria de transmisión pasa dos veces por completo a través de 
la ionosfera, como en la figura P14-5-13. Puesto que se usan normalmente frecuencias de 2 GHz o 
más, la ionosfera tiene poco efecto. La frecuencia elevada nos permite anchos de banda grandes. Si la 
ionosfera consiste en una capa de 200 km de espesor con alturas entre 200 y 400 km con una densidad 
uniforme de electrones N = 10 12 m~ 3 , encuéntrese la frecuencia más baja (o frecuencia mínima MUF 
uiUizable ) que podemos usar con un satélite de comunicación (a) para incidência vertical y (b) para 
trayectorias a 30° dei cenit. (c) Para una estación terrestre en el ecuador, £cuál es la MUF para un sa¬ 
télite situado a un angulo de 15° sobre el horizonte hacia el Este o el Oeste? 


Al satélite de comunicación 



14-5-14. Ecuación S/N. Obténgase la ecuación de la razón seftal a ruido dei problema 10-6-1. 

14-5-15. Transmisión de trayectoria múltlple. En el ejemplo desarrollado que contiene la altura de 
una antena receptora sobre el suelo (véase Fig. 14-54) conflrmese la primera igualdad de la ecuación 
14-23-6a. 

14-5-16. Medidones de polarización. Considérense las siguientes cuatro antenas: dipolo horizontal 
/ '2, dipolo vertical /J2 , antena helicoidal de 8 vueltas en sentido contrario al movimiènto de las agujas 
dei reloj y antena helicoidal de 8 vueltas a la derecha (en el sentido de movimiènto de las agujas dei re- 
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loj) con cuatro respuestas de potência P,. P,. P,_ y Pr- respectivamente. Todas las antenas están 
orientadas para máxima respuesta a ondas de una fuente distante. Cada antena puede conectarse a 
una unidad de medición de potência a la que está adeçuadamentc sintonizada, (o) Detertninense los 
parâmetros de Stokes y también los parâmetros rf, RA y para ocho ondas diferentes si ias respuestas 
de potência medida son como se tabulan abajo. Supóngase la directividad de cada dipolo 2 como 
1.6 y de cada antena helicoidal como 32. ( b ) iQuè tipos de sistemas de transmisíón se requieren para 
producir ondas de estos tipos? 


Grupo 14-6: Aplicâciones p radicas 

14-6-L Sistema díreccíonal de radiodifusión. (a) Una eslación radioemisora de AM se ertcuemra al 
Sur dei área que va a servir. Diséftese una antena para esta estadón que dè una amplia cobertura hacia 
el Norte (de noroeste a noreste pasando por el Norte} con imensidad de campo reducida en otras direc- 
çiones. Sin embargo, para obtener el permiso federai el diagrama de radiación debe tener un nulo en d 
SE (a 135° dei Norte) para proteger a otra estadôn de la misma frecuencia en esa dirección. La antena 
ha de consistir en un sistema aUneado de elementos verticales de À '4 orientados a lo largo de la linea 
Norte Sur con igual espaciamiento entre elementos. Se debe usar el número mínimo de elementos. Sw- 
gerencia: En la vista cn planta, el problema se reduce a un sistema lineal de fu entes puntuales isotròpL 
cas. (ó) Repítase La parte (a) con el requisito adicional de otro nulo hacia el oeste (a 90° dei Norte), 
Sugerencia: Aplíquese la multiplicación de diagrama. 

* 14-6-2. Ganancia de disco, (a) Un fabricante de antenas anuncia que su antena de disco parabólico de 
4 m de diâmetro que trabaja con longitud de onda de 20 cm tiene una ganancia de 38 dBi. iLo cree us- 
ted? (ó) Si no, £cuál es la máxima ganancia que obtendría? (c) Si la antena tiene la ganancia de (ó) 
tcuántas áreas de haz tendrà en todo el cielo? 

* 14-6-3. Radio de boisillo. (a) iCuâl es la abertura útil de un receptor de radio de transistores de bol- 
siilo a 1 MHz? Supóngase un diagrama de radiación isotrôpico. (ó) A I km de una radiodifusora de 10 
kW y 1 MHz iqué potência estaria disponible en esta abertura? (c) iCuál es la potência realmente ne- 
cesaria para el receptor (aproximadamente I /<V en 300 Ql? (d} «.Cuál es la eficiência de La amena? (e) 
^Seria efectiva la unidad de bolsillo para transmitira 1 MHz? (/) ^Sealieranan las consideraciones de 
arriba en forma apreciable si se usaran los diagramas reates de radiación en lugar de suponer diagra¬ 
mas isotrópicos? 

14-6-4. Radar de polícia. Disêflese un radar Doppler CW (de onda continua) que trabaje a 30 GHz 
para medir la veloddad de automóviles a distancias hasta de L5 km. La potência dei transmisor está 
limitada a 500 mW y el receptor rcquiere 10' 1,1 W, Especifiqueseel tamafio de la antena y la precistón 
con que se debe medir la frecuencia para lograr medidones dc La veloctdad con una aproximación de 
I km h 1 Supóngase la sección transversal de radar de un automóvil como el 30% de la sección 
transversal física. 

14 - 6 - 5 . Enlace con la Luna. Un enlace de radio de La Luna a la Tierra tiene una antena helicoidal, a la 
derecha, de 5/ de longitud, con base en la Luna (como en La Fig. 14-33) y un transmisor de 2 W que 
trabaja a 1.5 GHz. iCuàles deben ser el estado de polarizadón y la abertura útil para la antena situada 
en la Tierra para proporcionar 10 " 14 W al receptor? Supóngase que la distancia de la Tierra a la Luna 
es de 1.27 segundos luz. 

14-6-6. Radar a Venus. (<z) Diséflese un sistema de radar con base en la Tierra, capaz de proporcionar 
10" 15 W de potência eco de cresta de Venus a un receptor. El radar irabajará a 2 GHz y la misma an¬ 
tena se va usar para transmitir y para recibir. Esperifiquese La abertura útil de la amena y la potência 
de cresta dei transmisor. Supóngase la distancia de La Tierra a Venus como 3 minutos luz, el diâmetro de 
Venus como 12.6 Mm y la sección transversal de radar de Venus como el 10% de la sección transversal 
fisica. {b) Si se usa el sistema de (a) se emplea para observar la Luna, icuál S erá la potência recibida? 
Tómeseel diâmetro de la Luna como 3.5 Mm y la sección transversal de radarde la Luna como el 10% 
de su sección transversal física. 
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£■!»<* con Marte, (à) Diséfiese un enlace de radio de doble sentido que va a trabajar en dis¬ 
tancias Tierra Marte para suministro de datos y transmisión de imágenes con una terminal en Marte a 
2.5 GHz con ancho de banda de 5 MHz. Hay que proporcionar una potência de 10 1 y W Hz “ 1 al re¬ 
ceptor de la Tierra y 10 17 W Hz 1 al receptor de Marte. La antena de Marte no debe ser mayor de 
3 m de diâmetro. Especifíquese la abertura útil de las antenas de Marte y de la Tierra y la potência 
de los transmisores (total en todo el ancho de banda) en cada extremo. Supóngase que la distancia 
Tierra Marte es de 6 minutos luz. (ó) Repitase (a) para un enlace Tierra Júpiter. Supóngase que la dis¬ 
tancia Tierra Júpiter es de 40 minutos luz. 

★ 14-6-8. Radiotelescopio de estación terrestre. Refiriéndose al disco de la estación terrestre de 2.6 m, 
encuéntrese (a) la temperatura mínima detectable y (ó) la densidad de flujo mínima detectable a 4 GHz 
si la temperatura dei receptor es de 80 K, la temperatura dei cielo 20 K, la eficiência de abertura de la 
antena es dei 55%, el ancho de banda de predetección 1 GHz, constante unitaria dei sistema (potência 
total), y la constante de tiempo de posdetección de 4 s. 

14-6-9. CaJdera de estación terrestre. En el disco de estación terrestre,de 2.6 m, mostrado en las pri- 
meras páginas dei libro, determinese cuánto tarda en llevar 2 / de un recipiente con agua situado en el 
foco a la temperatura de ebullición cuando el disco se apunta al Sol. Supóngase la eficiência dei disco 
para esta aplicación como el 20%. Supóngase que el flujo solar es 1 kW m “ 2 y la temperatura inicial 
dei agua como 25°C. Despréciese la rerradiación, la convección o la conducción como pérdidas de ca¬ 
lor dei recipiente. Si el disco se usa como una antena receptora de radio y se apunta inadvertidamente 
al Sol o si se usa el disco como antena de radiotelescopio y se apunta al Sol (para medir la emisión de 
radio solar), ^qué debe hacerse para evitar el dafio térmico de un preamplificador de rf situado en el 
foco? 

★14-6-10. Interferencia solar en estación terrestre, {a) Dos veces por ano el Sol pasa por la declinación 
aparente de los satélites geoestacionarios en órbita de Clarke, produciendo interferencia de ruido solar 
en las estaciones terrestres. Si la temperatura equivalente dei Sol a 4 GHz es de 50 000 K, encuéntrese la 
razón serial a ruido dei Sol (en decibeles) para una estación terrestre con una antena de disco parabóli¬ 
co de 3 m a 4 GHz. Tómese el diâmetro dei Sol como 0.5° y la temperatura dei sistema de la estación 
terrestre como 100 K. ( b ) Compárese este resultado con el de la razón portadora a ruido calculada en 
el problema 10-6-1 para un típico transpondedor de TV en órbita de Clarke. (c) òCuánto dura la inter¬ 
ferencia? Nótese que la relación = >r ; A e proporciona el ângulo sólido de haz en estereorradianes 
y no en grados cuadrados. 

4-6-11. Sistema de cuatro hélices. Diséfiese un sistema cuadrado de cuatro antenas helicoidales con di- 
rectividad total D = 100. Determinese (a) la longitud L de cada hélice y (ó) el espaciamiento d entre 
ejes de hélices (medido a lo largo de los lados dei cuadro). La impedancia en el punto de alimentación 
de una antena helicoidal puede suponerse en todas partes entre 50 y 150 Q resistivos dependiendo de la 
geometria de La última vuelta (en el extremo de alimentación). (Vèase J. D. Kraus 50-ohm Input for 
Helical Beam Antennas, IEEE Trans. Anis. Prop. t AF-25, Nov. 1977, p. 913; también J. Kraus, 
“Our Cosmic Uni verse, 11 Cygnus-Quasar Books, Powell, Ohio 43065, 1980, p. 252.) (c) Diséfiese un 
circuito de línea de transmisión para alimentar en fase todas la hélices con una línea coaxial de 50 Q, 
Nótese queen vista de que las antenas helicoidales colocadas lado con lado tienen muy poca impedan¬ 
cia mutua, esta puede despreciarse en el disefio. 


A UNIDADES, 

CONSTANTES Y 
OTRAS RELACIONES 
ÜTILES 

A-l UNIDADES 

Los múltiplos y submúltiplos de las unidades básicas se designan por medio de los 
prefijos listados en la Tabla I. Nótese que en el sistema internacional (Sl), los múl¬ 
tiplos y submúltiplos están en pasos de IO 3 o 10‘ 3 . Las cantidades mayores que IO 18 
o menores que 10“ 18 se designan enforma exponencial. Para una explicación de las 
dimensiones y unidades véanse las secciones 1-2 a 1-4. 

En la Tabla 2 se listan las dimensiones o cantidades empleadas comúnmente en 
electromagnetismo. Están en orden alfabético bajo los encabezados de unidades 
fundamentales, mecânicas, eléctricas y magnéticas. En la primera columna se da el 
nombre de la dimensión o cantidad y en la segunda columna el símbolo común para 
designaria; en la tercera columna (descripción) se describe la dimensión en térmi¬ 
nos de las dimensiones fundamentales (masa, Iongitud, tiempo y corriente eléctri¬ 
ca) o de otras dimensiones derivadas; la cuarta columna (unidades dei Sl)enumera 

Tabla 1 


Prefijo 

Abreviatura 

Magnitud 

Derivación 

exa (eks-a) 

E 

IO 18 

dei griego ex. “más allá" 

peta (pet-a) 

P 

IO 15 

dei griego petasos, “alcance" 

tera (tér'ã) 

T 

IO 12 

dei griego teras. “monstruo" 

giga (ji'gá) 

G 

IO 9 

dei latín gigas, “gigante" 

mega (mèga) 

M 

IO 6 

dei griego megas . “grande" 

kilo (kil ò) 

k 

10 3 

dei griego chilioi, “mil” 

mili (mil i) 

m 

10 3 

dei latín milíes . “mil" 

micro (mi' krô) 


I0“ 6 

dei griego mikros. “pequefto" 

nano (nãn' ò) 

n 

IO- 9 

dei griego nonos. “enano" 

pico (pe' kò) 

P 

10" 12 

dei espajtol picó. “cantidad pequena 

femto (fôm iò) 

f 

I0‘ 5 

deldanés femten. “quiqce" 

atto (ãt' tõ) 

a 

IO 18 

de) danes atten. “dieciocho" 
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la unidad dei SI y la abreviatura y la quinta columna da las unidades equivalen¬ 
tes- la última columna indica las dimensiones fundamentales por medio de los 
símbolos M (masa), L (longitud), 7 (tiempo) e / (comente eléctrica). 


Tabla 2 


Unidades fundamentales 

Nombre de 
ladimensión 
o cantidad 

Símbolo 

Descripción 

Unidad 
dei SI y 
abreviatura 

Unidades 

equivalentes 

Dimen- 

sión 

Corriente 

1 

carga 

tiempo 

ampere 

(A) 

6.25 cargas de 
electrón por 

í 

segundo = - 

/ 

Length 

LI 


metro 

(m) 

1000 mm 
= 100 cm 

L 

Masa 

M, m 


kilogramo 

(kg) 

1,000 g 

M 

Tiempo 

T, t 


segundo 

(s) 

1 . 1 
— de min = —— 
60 3600 

T 

hr 





1 

= —- día 

86400 


Unidades mecânicas 


Aceleración 

tl 

velocidad longitud 
tiempo tiempo 2 

metro 

segundo 2 

(m s 2 ) 

N 

kg 

L 

7 1 

Arca 

A , tf, x 

longitud 2 

metro 2 

(m 2 ) 


L 2 

Energia o trabajo 

W 

fuerza X longitud jouJc 

— potência X tiempo (J) 

Nm=Ws=VC 

= 10 7 ergs 
= 10* dinas mm 

ML 2 

T 1 

Densidad de 


energia 

joule 

Mlll LTg 

M 

energia 


volumen 

metro 3 

(Jm 3 ) 

mm 1 

í/f 2 

Fuerza 

F 

masa X aceleración 

ncwlon 

(N) 

kg m J 

s 2 m 

= I0 5 dinas 

ML 

T 2 

Frecuencia 

í 

cycles 

tiempo 

hertz 

(Hz) 

cycles 

s 

] 

T 

Impedancia 

Z 

fuerza 

masa x velocidad 

newton-segundo 

kilogramo-metro 

N s 

kg m 

1 

7 
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Tabla 2 (Continuacián) 


Uifeldades mecânicas (continúan) 

Nombrr de 
la dimensión 
o cantidad 

Sfmbolc 

i Descripción 

Unidad dei SI 
y abreviatura 

Unidades 

equivalentes 

Dimen¬ 

sión 

Longitud 

LJ 


metro (m) 

1.000 mm 
= 100 cm 

L 

Masa 

Aí.m 


kilogramo 

(kg) 

1.000 g 

M 

Momento 
de torsión 


fuerza X longitud 

newton- 

metro 
(N ra) 

kgm 2 _ j 

s 

ML 2 

~T r 

Cantidad de 
movimiento 

mv 

masa X velocidad 
= fuerza X tiempo 
energia 
= velocidad 

newton- 

segundo 

(Ns) 

kg m J s 

s m 

ML 

~Y 

Periodo 

T 

1 

frecuencia 

segundo 

(s) 


T 

Power. 
potência 

P 

fuerza X longitud 
tiempo 

watt 

(W) 

J Nm 

s s 

ML 2 

r 3 



energia 

tiempo 


kgm 2 

s 3 


Tiempo 

T. r 


segundo 

(s) 

— min = —-— hr 
60 3.600 

T 





= * dia 

86.400 


Velocidad 

V 

longitud 

metro 


L 

(velocidad de 
la luz en el 
vacío 

= 300 Mn s' 1 ) 


tiempo 

segundo 

(m s' 1 ) 


T 

Volume 

V 

longitud 3 

metro 3 

(m 3 ) 


L 3 

Unidades eléctricas 

Admitancia 

Y 

1 

mho (U) 

- = — = st 

V J s 

i 2 t 3 



impedancia 


m? 

Capacitancia 

C 

carga 

farad (F) 

C C 2 As 

i 2 t* 



potência 


v “ T “ V 

ML 2 


= 9 x IO 11 cm 

(cgs esu) (continuacián) 
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TiWi 2 (Continuación) 

f —--—-— 

Unidades eléctricas 


Nombre de 
la dimensión 

o cantidad Símbolo Descripción 
Carga ft <j corriente X tiempo 


Densidad 

P 

<carga 

Y - Q 

(volumétrica) 
de carga 


voiumen 

Conductancia 

G 

1 

resistência 

Çonductividad 

ff 

J 



resistividad 

Corriente 

u 

carga 

tiempo 

Densidad de 
corriente 

y 

corriente 

área 

Momento dipolar p( = q\) 

carga X longitud 

Fem (fuerza 
electromotri?) 

tT 


Densidad de 
energia (eléctrica) 

energia 

voiumen 

tnlensklad de 
campo 

E 

potencial fuerza 
longitud carga 

Flt^o 

* 

carga jJo*ífc 


Unidad dei SI y 
abreviatura 

Unidades 

equivalentes 

Dimen- 

sión 

coulomb 

(C) 

6.25 X |0'« 
cargas de electrón 

= As 
= 3 x IO 9 
cgs esu 

= 0.1 cgs emu 

IT 

coulomb 

metro 3 

(Cm- 3 ) 

A s 

m 3 

IT 

L 3 

mho (U) 

A C 2 
- = — =S+ 

V J s 

IT 3 
ML 2 

mho 

metro 

1 

Sí m 

jljA 

ÃíE 3 

(Um 1 ) 



ampere 

(A) 

c 

- = 3 x IO 9 
s 

cgs csu 

= 0.1 cgs cmu 

i 

ampere 

metro 2 

C 

s m 2 

/ 

L 2 

(A m -2 ) 



coulomb- 

metro 

(C m) 

Asm 

LIT 

volt (V) 

Wb J 

1”~C 

ML 2 

IT 3 

joule 

iftetro 3 
(J m“ 3 ) 

jrfeerg 

mm 3 

M 

tf 2 

volt 

n y 

ML 

metro 

(Ym 1 ) 

C Cm 
= i x 10“ 4 
cgs esu 

= 10* cgs emu 

IT 3 

coulomb 

A s 

IT 


(C) 


f Véas* la página 80 b 
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Tflblft 2 (Con/ámaarMt) 


Unt i ftde a elé etrtca» {cotttimkin} 


Nombrc de 
ta dirnènstòn 
o cantidad 


«to Oescrlpdòn 

Unidad 
dei SI y 
abrevia¬ 
tura 

Unidades 

equivalentes 

Diam 

siòn 

Denstdad de Rujo D 

carga 

coulomb 

Á s' À 

ÍT 

(desplazamiento) 
(vector D) 

área 

metro 2 

(Cm' 2 ) 

m 2 m 2 s _l 

L 2 

Impedancia 

2 

potencial 

ohm (fl) 

V 

ML 2 



corriente 


Ã 

/ 2 r 3 

Densidad lineal 

Pt 

carga 

coulomb 

A s" 1 

IT 

de carga 


longitud 

metro 

m 

~L 




(Cnr‘) 



Permtttvidad 

€ 

capacitancia 

farad 

C 

PT 4 

(constante 

dieléctríca) 


longitud 

metrq 
(f m-‘) 

Vm 

Mü 

(para cl varío) 
Co = 8.85 pF 
«10‘*/36a 





Fm 1 ) 

' 





Polarización 

P - 

momento dipolar 

coulomb 

A s 

ÍT 



volumen 

metro 2 

m 2 

u 




(Cm" 2 ) 



Potencial 

V 

trabajo 

volt (V) 

J N m Ws 

ML 2 



carga 


c‘~c~-"c~ 

W Wb 

IT 3 




• 

A s 

= 3ÕÕ CgSeSÜ 
= IO 8 cgs emu 


Vector de 

s 

potência 

watt 

j 

M 

Poynting 


área 

metro* 

s m 2 

r 3 



* 

(Wnr 2 ) 



lntensidad 

p 

potência 

watt 


ML 1 

de radiación 


ângulo sólido uoitarío 

estereorradián 


“jr 




(W sr" 1 ) 



Reactancia 

X 

potencial 

ohm (fí) 

V 

ML 2 

t 


corriente 


Ã 

1 2 T* 

Permilivitiad 

relativa 

t 

€r 

c 

ra/ón — 

£ o 



adi- 

men- 

sional 


(cohtihúa) 
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Tabla 2 ( Continuación) 




Unidades eléctricas 

(continúan) 



Nombre de 
la dimensión 
o cantidad 

Símbolo 

Descripción 

Unidad 
dei SI y 
abreviatura 

Unidades 
equivalentes lits 

Dimen¬ 

sión 

Resistência 

R 

potencial 

corriente 

ohm (fí) 

V Js 

Ã ” C 2 

ML 2 
Jif» 





= £ x 10' 11 






cgsesu 

= 10 -9 cgs emu 


Resistividad 

S 

resistência X longitud 

1 

conductividad 

ohm- 

metro 

(ílm) 

Vm 

~Ã~ 

ML 3 

FF 

Densidad de 

K 

corriente 

ampere 

A 

— r x m 
m 2 

1 

comente 

pelicular 


longitud 

metro 

(Am' 1 ) 

L 

Susceptancia 

B 

1 

mho (U) 

*=s 

I 2 T 3 



reactancia 


V 

mD 

Longitud de onda X 

longitud 

metro (m) 


L 

Unidades magnéticas 

Momento dipo- 
lar (magnético) 

m 

( =QJ ) 

fuerza polar X longitud 
=corriente X área 

ampere- 

metro 2 

/ A 

C m 2 

s 

IL 2 


momento de torsión 


densidad de flujo magnético 


Densidad de ener¬ 


energia 

joule 

ifeerg 

M 

gia (magnética) 


volumen 

metro 3 

mm 3 

TF 




(J nr 3 ) 



Flujo (magnético) 


weber 

(Wb) 

n m 

vs = _ 

ML 2 

TF 





= 10® Mxí 






(cgs emu) 


Densidad 

B 

fuerza fuerza 

tesla (T) 

z | 

II 

>1 

M 

de flujo 


polo momento de corriente 

m 2 Am 

TF 

(vector B) 


flujo magnético 

área 

weber 

metro 2 

= 10* Gí 
(cgs emu) 





(Wb m~ 

2 ) 


Enlace dei flujo 

A 

flujo X vueltas 

weber-vueltas 

(Wb-vuelta) 

ML 2 

TF 
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Tabla 2 (Continuación) 


Unidades magnéticas fcontinúan) 

Nombre de 
la dimensión 
o cantidad 

Unidad 
dei SI y 

Símbolo Descrípción abreviatura 

Unidades 

equivalentes 

Diqien- 

sión 


Campo H 

H 

fmm 

ampere 

N W 

/ 

(vector H) 


longitud 

metro 

Wb"Vm 

I 




(A m _l ) 

= 4n x 10 -3 

OeJ (cgs emu) 
= 400* gammas 


Inductancia 

L 

enlace dei flujo magnético 

henry 

Wb J 

ML 2 



corriente 

(H) 

>1 

1 

*1 

JIf2 





= fís 

= ix IO' 11 






cgs esu 
= IO 9 cm 






(cgs emu) 


Magnetización 

M 

momento magnético 

ampere 

Am 2 Am 

1 

(polarización 


volumen 

metro 

m 3 m 2 

T 

magnética) 


I* 

(A m' 1 ) 



Fmm (fuerza 

F 

H - dl 

ampere* 

C 


magnetomotríz) 


J 

vueltas 

s 





(una vuelta) 


Permeabilidad 

P 

inductancia 

henry 

Wb Vs 

ML 

(dei vacio 


longitud 

metro 

Am Am 

JlfT 

/i 0 = 400* nH 
m" l ) 



(H m rl )- 



Permea ncia 


flujo magnético 

henry (H) 

Wb 

ML 2 



fmm 

1 


~Ã” 

J2f2 



reluctancia 




Densidad polar 

•Pm 

fuerza polan 

ampere 


I 



volumen 

metro 2 


I 2 



corriente 

(A m~ 2 ) 





área 






II 

< 

X 

II 

1 

< 

k 




Fuerza polar 

Qm* 

corriente X longitud 

ampere- 

C m 

IL 




metro 
(A m) 

s 


Potencial 

u 

{«-Jl 

ampere 

J W C 

1 

(magnético) 


(A) 

Wb ~ ~V — 


(para H) 




-S ob 5 






- 10 


í Véase la página 

806. 



(cgs emu) 
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Tabla 2 ( ContmuQción ) 


Unidades magnéticas (continúan) 


Nombre de 
la diménsión 

o cantidad Símbolo Descripción 


Unidad 
dei SI y 
abreviatura 


Unidades 

equivalentes 


Dimen- 

sión 


Permeabilidad 

relativa 

Pr 

fazón — 

A* o 




A d i¬ 
mensio¬ 
nal 

Reluctancia 

m 

fmm 

1 

A 


i 2 r 2 



flujo magnético 

henry 

Wb 


ML 2 



1 

(H-‘) 






permeancia 





Potencial 

A 

corriente X permeabilidad 

Weber 

HA 

N 

ML 

vectorial 



metro 

m 


Tf 2 


(Wb m~ *) 


tS es la abreviatura dei SI para Siemens, usada a menudo para mho. 
$ Mx, Gy Oe son abreviaturas dei SI para Maxwell, gauss y oersted. 
§Gb es la abreviatura dei SI para e! gilbert. 


A-2 CONSTANTES Y CONVERSIONES 


Símbolo o 


Can tidad ab reviatu ra 

Valor nominal 

Valor más exactot 

Unidad astronómica 

AU 

1.5 x IO 8 km 

1.496 

Constante de Boltzmann 

k 

1.38 x 10“ 23 JK' 1 

1.38062 x 10“ 23 

Masa de la Tierra 


6.0 x 10 24 kg 

5.98 x 10 24 

Radio de la Tierra 

Carga dei electrón 

e 

6.37 Mm 
-1.60 x I0“ 19 C 

-1.602 

Masa en reposo dei electrón 

m 

9.11 x 1'0" 31 kg 

9.10956 x 10“ 31 

Razón carga/masa 
dei electrón 

efm 

1.76 x 10" Ckg' 1 

1.758803 x 10" 

Densidad de flujo (potência) 

Jyí 

IO’ 26 Wm 2 riz“' 

10 -26 (por definición) 

Pie 

ft 

0.30 m (1 m = 3.281 ft) 

0.3048 

Pie cuadrado 

ft 2 

9.3 x IO -2 m 2 (1 m 2 = 10.76 ft 2 ) 

9.290 x 10“ 2 

Segundo luz 

Luz, velocidad de la 

c 

300 Mm (« 1 Gft) 

300 Mm s 1 (a 1 Gft s'*) 

299.7925 

Afio luz 

LY 

9.46 x IO 12 km 

9.4605 x 10' 2 

Base logarítmica 
(natural) 

e 

2.72 

2.71828 
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Tabla 2 (Continuacióri) 


Cantidad 

Símbolo o 
abreviatura 

Valor nominal 

Valor más cxactof 

Logaritmo, de base 

recíproca 

\/e 

0.368 

0.36788 

Conversión de logaritmos 


In x = 2.3 log x 
log x = 0.43 ln x 

In x = 2.3026 log x 
log x = 0.4343 ln x 

Milla (estándar) 

Distancia a la 

mi 

1.61 km (1 km = 0.6214 mi) 

1.60935 

Luna (promedio) 

Masa dç la Luna 

Radio de la Luna 


380 Mm 

6.7 x IO 22 kg 

1.738 Mm 


Permeabilidad dei vacfo 

Vo 

1,260 nHm-' 

400n (valor exacto) 

Permitividad dei vacío 

c o 

8.85 pF m~ 1 

8.854185 = \/fi 0 c 2 

Pi 

n 

3.14 

3.1415927 

Pi cuadrada 

n 2 

9.87 

9.8696044 

6.62620 x 10" 34 

Constante de Planck 

h 

6.63 x 10“ 34 Js 

Masa en reposo dei protón 

1.67 x 10‘ 27 kg 

1.67261 x 10' 27 

Radián 

rad 

57.3° 

57.2958° 

Espacio, impedancia dei 

Z 

376.7 (« 120ji) n 

376.7304 =* fi 0 c 

Esfera, ângulo sólido 


12.6 sr 

41,253 grad 2 

4n — 12.5664 

41 252.% 

Grado cuadrado 

grad 2 

3.05 x 10‘*sr 

3.04617 x 10" 4 

Estereorradián (radián 

cuadrado) 

sr 

3,283 grad 2 

(180/ir) 2 = 3 282.806 

Sol, distancia al 

AU 

1.5 x 10 8 km 

1.496 x 10' 

Sol, masa dei 

Me 

X0 k IO 30 kg 

1.99 x IO 30 

Sol, radio dei (promedio) 

Re 

700 Mm 

695.3 


v/2 

1.414 

1.41421 



1.73 

1.73205 


yiõ 

3.16 

3.16228 


t Mismas unidades que el valor nominal. Considerando la permitividad t 0 ,y la impedancia dei 
espacio Z. nótese que estos valores para estas cant idades están determinados porei valor exacto (defini- 
ción) de Po.y el valor medido de r (velocidad de Ia luz). 

X Jy = jansky. 


A-3- RELACIONES TRIGONÓMETRICAS 

sen (x ± y) = sen x cos y ± cos x sen y 
cos (x ± y) = cos x cos y + sen x sen y 
sen(x + y) + sen(x - y) = 2 senx cos y 
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cos (x + y) + cós (x — y) = 2 cos x cos y 
sen (x + v) — sen (x — y) = 2 cos x sen y 
cos (x + y) — cos (x — y) = —2 sen x sen y 
sen 2x = 2 sen x cos x 

cos 2x = cos 2 x — sen 2 x = 2 cos 2 x — 1 = 1 — 2 sen 2 x 
cos x = 2 cos 2 jx — \ \ — 2sen 2 

sen x = 2 sen 2* cos 2 X 
sen 2 x + cos 2 x = 1 


tan (x + y) = 
tan (x - y) = 

tan 2x = 


tan x + tan y 
1 — tan x tan y 

tan x — tan y 
1 + tan x tan y 

2 tan x 


1 — tan 2 x 

senx = x_ IT + y! "7T + 

V 2 Y 4 ' X 6 

cosx = 1 __ + ___ + ... 

x 3 2 x 5 17 x 7 62 x 9 

tan x = x + y + — + + 2g35 


A-4 RELACIONES HIPERBÓLICAS 


1 

1 

y 

x 3 x 5 x 7 

senh x =- 

= X + TT + + ^TT "h 

2 

3 ! 5; 7 ! 

e x + e~ x 

, X 2 . x 4 x 6 

cosh x =--- 

= 1 + —-7 +' ~77 “1" rr + 

2 

2 ! 4 ! 6! 

, senh x 


tanh x = —;— 


cosh x 


, cosh x 

1 

coth x =-= 


senhx 

tanh x 


senh (x ± jy) = senh x cos y ± j cosh x sen y 
cosh (x ± jy) = cosh x cos y ± j senh x sen y 
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cosh ( jx) = \(e +jx + e~ jx ) = 
senhO’x) = %(e +jx — e~ jx ) 


= cos x | 
= j sen x J 


Teorema de de Moivre 


e ±jx = cos x ± j sen x 


e ±Jx = 1 ±jx- — +j 
e* = cosh x + senh x 


x 3 x 4 . x 5 
3! + 4! ±J T 


r x 2 x 3 X 4 

e = 1 + * + 2! + 3! + 4! + 


cosh x = cos jx 
j senh x =sen jx 

tanh (x ± jy) = 
coth (x ± jy) = 


senh 2 x 


±j- 


sen 2 y 


cosh 2 x + cos 2 y cosh 2 x + cos 2y 

senh 2 x sen 2 ^ 

cosh 2 x — cos 2y~* cosh 2 x — cos 2 y 


A-5 RELACIONES LOGARÍTMICAS 

l°gio X = log X logaritmo común 
log e x = ln x logaritmo natural 
log 10 x = 0.4343 loge x = 0.4343 ln x 
ln x = log, x = 2.3026 log 10 x 
e = 2.71828 

dB = 10 log (razón de potências) = 20 log (razón de tensiones) 

1 Np (atenuación) = - = 0.368 (tenstón) = — 8.68 dB 
e 

A-6 FÓRMULAS DE APROXIMACIÓN PARA 
PEQUENAS CANTID ADES r y } . 

(ô\ es una pequefía cantidad comparada con la unidad.) 

(1 ± á) 2 = 1 ± 2á 

(1 ± òf = 1 ± nô 

yTTá = l+^<5 
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1 


y/l +6 

é = 1 + b 
ln(l + Ô) = ô 
ò• 


1 -iô 


JÂõ) 


m!2" 


para | 1 


donde es la función de Bessel de orden h. Entonces 

j,m - 1 


A-7 SERIES 
Binomial: 


(x + yf = x" + nx”- l y + 1} x"“ V + ^^^ x'"" V + ■ • • 


3! 


De Taylor: 


dx 1 dx 2 21 dx 3 3! 


A-8 SOLUCIÓN DE LA ECUACIÕN CUADRÁTICA 

Si üx 1 + bx + c = 0, entonces 

—b + y/b 2 — 4 ac 


A-9 IDENTIDADES VECTORIALES 

(F, / Gyg son funciones escalares; F, G y H son funciones vectoriales.) 

F • G = FG cos 0 produeto escalar o produeto punto 
londefl = cos _1 (F*G )/FG 

F x G = AFG sen 0 produeto vectorial o produeto cruz 
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donde 6 » sen r l (F * G)/AFG 

A * vector unitário perpendicular al plano que contiene F y G 


V'(VxF)mO (1) 

V-V/-? 2 / (2) 

VxV/= 0 (3) 

V(/+0)*V/+Vg (4) 

V*(F + G) = VF + VG (5) 

V x (F + G) = V x F + V x G (6) 

Wa) = <?v/+/v 9 ( 7) 

V-(/G) = G-(V/)+/(V-G) (8) 

V x (/G) = (V/) x G +/(V x G) (9) 

V x (V x F) = V(V • F) - V 2 F (10) 

$F = V 2 F = *V 2 F X + $\ 2 F y + Í\ 2 F Z (11) 

V • (F x G) = G • (V x F) — F • (V x G) (12) 

F * (G x H) = G • (H x F) = H • (F x G) (13) 

V x (F x G) = F(V • G) - G(V- F) + (G • V)F — (F • V)G (14) 


V(F• G) = (F- V)G + (G• V)F + F x (V x G) + G x (V x F) (15) 

En las siguientes tres relaciones, la superfície (miembro izquierdo de la ecuación) 
encierra al volumen (miembro derecho de la ecuación) 


i/H 

| \fdv 


( 16 ) 


[ V • F dv 

teorema de la divergência 

(H) 

jft x F ds = J 

|*V x F dv 


( 18 ) 


En las siguientes dos fórmulas, la integral de línea (miembro izquierdo de la ecua¬ 
ción) es a lo largo de una trayectoria cerrada que limita una superfície no cerrada 
(miembro derecho de la ecuación) 


= J*A x \fds 

(jjF-í/l = J(V x F) • ds Teorema de Stokes 


(19) 

( 20 ) 
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A-10 RELACIONES DE RECURRENCIA PARA LAS FUNCIONES 
DE BESSEL 

Las ecuaciones que expresan las funciones de Bessel, o sus derivadas en términos de 
funciones de Bessel dei mismo orden odeorden diferente, sedenominan/bYmu/os o 
relaciones de recurrencia. Unas cuantas de esas fórmulas se listan a continuación 
como referencia. 

dJM 

du 

dJM _ 

du 

dJM 

du 

JÁ«) = 

Jn+ lí») = 

De (I) se tiene para v = n = 0, 


Esto es, la pendiente de la curva 

A-ll DIAGRAMAS DE COORDENADAS 

En la figura A-l se muestran diagramas para coordenadas rectangulares, cilíndri¬ 
cas o esféricas. Las construcciones para volúmenes elementales y longitudes en los 
tres sistemas se muestran en !a figura A-2. Véase en el interior de la cubierta pos¬ 
terior el gradiente, la divergência, el rotacional y el laplaciano en coordenadas rec- 
tangulares, cilíndricas y esféricas y coordenadas curvilíneas generales. 


^ J» - J v+1 (u ) 

(D 

~ “ d v (u) + 

(2) 

l(w) J v+ i(m)] 

(3) 

[A + l(«) + ^v-l(«)] 

(4) 

2n 

-J n (u)-j„^(u) 

(5) 

r o(«) . , . 

du = ~ Jí(U) 

(6) 


Jo(u) es igual a —J^u). 
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Cono 8 
= constante 


ESFÊfliCAS 


r —constante 


x 


Plano<í>= constante 


Figura A-l Sistemas de coordenadas rectangula- 
res, cilíndricas y esféricas. 
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r sin 0 



dv= dr r» sin4 dê _ 

<ü= Vdi* + ( fdt) 1 + (>• sin # d*)» 

Esféricas 


Figura A-2 Volúmene* c leme males y 
longitudes en sistemas de coordenadas 
rectangutares. cilíndricas y esféricas. 


h 
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A-12 TABLA DE MATERIALES DIELÉCTRICOS 

La siguiente tabla presenta datos sobre la permitividad relativa, la resistência die- 
léctrica, factor de potência y resistividad de un número de materiales dieiéctricos 
comunès.t El factor de potência está dado como porcentaje a frecuencias de 60 Hz, 
1 MHz y 100 MHz. 


Permitividad relativa 
(constante dieléctríca 
Material relativa) 

Rigidez 
dieléctríca, 
megavolts / 
metro 

Factor de potência, 
porcentaje 

Resistividad, 

ohm-metros 

60 

Hz 

1 

MHz 

100 

MHz 

Aire (presión 







atmosférica) 

1.0006 

3 

— 

— 

— 


Âmbar 

3 

91 

0.1 

0.56 

— 

10 14 

Amoníaco (líquido) 

22 

— 

- 

— 

— 

i rtj4- 

Baquelita 

5 

25 

2 

1 


10 1 

Acetato de celulosa 

7 

12 

7 

5 

5 


Nitrato de celulosa 

5 

— 

7 

5 

— 


Resina epóxica 

3.7 

16 

— 

2 

3 

10 5 

1 A 1 3 

Vidrio (plano) 

6 

30 

— 

0.5 

— 

10 l 

Glicerina 

50 

— 

— 

3 

5 

- 

Halowax (un tipo de cera) 

4 

— 

0.2 

0.2 

10 

I0 11 

Mica 

6 

200 

0.5 

0.03 

0.03 

10 15 

Petróleo 

2.2 

15 

0.01 

0.01 

0.04 

I0 14 

Papel (impregnado) 

3 

50 

1 

4 

7 

— 

Parafina 

2.1 

10 

0.02 

0.02 

0.02 

IO 15 

Triplay (madera contrachapada) 

2.1 

— 

1.2 

2.3 

— 


Polietileno 

2.2 

47 

0.02 

0.02 

0.02 

10 15 

Poliestireno 

2.7 

24 

0.005 

0.007 

0.01 

10 16 

Polivinilo 

3.2 

34 

0.3 

2 

1 

IO 15 

Cuarzo 

5 

40 

0.09 

0.02 

0.02 

10 17 

Hule 

3 

34 

0.08 

1.2 

0.8 

IO 13 

Rutilo t (dióxido 







de titânio, TiOj) 

89-173 

— 

— 

0.03 

— 


Suelo (arena seca) 

3.4 

— 

— 

1.7 

— 

— 

Azufre 

4 

— 

— 

— 

— 

10 15 

Teflón 

2.1 

59 

0.05 

0.02 

0.02 

10 15 

Agua (destilada) 

81 

— 

— 

4 

0.5 

10 4 


t Véase la nota al cálce para la tabla 3-1. 


tMuchos de estos datos fueron tomados de las ‘Tablas para materiales dieiéctricos”, vols. 1-1V, dei 
Laboratory for Insulation Research of the Massachusetts Institute of Technolpgy, Cambridge, Massa- 
chusetts, 1953. 
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A-13 DIAGRAMA DE SMITH 



ftADiALLV SCALtD AhAAUETEftS 





!í s a * n 


Figura A-3 Diagrama de Smith. © Reproducido con ei permiso de Philip H. Smith. Sepueden conse¬ 
guir gráficas en Anaíog Instrumentos CoP. O. Box 808, Nueva Providence. Nueva Jersey, 07974. Las 
gráftcas regulares son 72% más grandes que la mostrada arriba.) 
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A-14 GRÁFICA DE TEMPERATURA DE RUIDO Y 
NIVEL DE RUIDO 

T = (F - 1 )T 0 


donde T = temperatura de ruido, K 
T 0 = 290 K 

F = índice o nivel de ruido, adimensional 

F da = 10 log F 

donde F dB = índice de ruido, dB 

F = y + 1 = 10 fdB/1 ° = antilog^ 



Figura A-4 Gráfica ruido temperatura índice de ruido. 
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A-15 LEYES FUNDAMENTALES DE LAS FUERZAST 


F = k | 


Ô1Ô2 

,2 


F 



Dos cargas 

Dos alambres paralelos por los que fluye corriente 


Razón: 

k i/k 2 = I 2 r 2 /Q 2 = (distancia/tiempo) 2 = V 2 
donde v = velocidad de onda (una constante) 

Producto: 

k [k 2 = F 2 r 2 /Q 2 I 2 = (resistência) 2 = R 2 
donde R = resistência intrínseca dei espacio (una constante) 
Haciendo 


k í = 1 / 4 ttc 0 y k 2 = fi 0 /4n 

Razón: 

kjk 2 = l/^o^o = v 2 o v = 1 —c = velocidad de la luz 

Producto: 

k\k 2 = Fo/^o = R 2 o bien R = yfno/e 0 = 376.73 fí 

= impedancia dei espacio 

donde c y R son constantes universales. 


A-16 VECTOR UNITÁRIO, PRODUCTOS ESCALARES (PUNTO) 
ENTRE SISTEMAS DE COORDENADAS 

Tabla 1 



Rectangular 

Cilíndrico 

Esférico 

• 

* 9 

z 

f 

i 

z 

f 

ê 


h. 

i3 

? 

\ 

1 0 

0 

cos <p 

— sen (j> 

0 

sen 6 cos <j> 

cos 6 cos <f> 

— sen</> 

W) 

c 

cd 

y 

0 1 

0 

sen <j) 

cos <f> 

0 

sen 0 sen (f> 

cos 6 sen <fi 

COS <f) 

Ü 

z 

0 0 

1 

0 

0 

1 

cos Ô 

— sen 6 

0 

& 










~b 

f 

cos <j) sen <j> 

0 

1 

0 

0 

sen 0 

cos 0 

0 

•o 

c 

t 

— sen 0 cos 0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

z 

0 0 

1 

0 

0 

1 

cos 0 

— sen0 

0 

s 

r 

sen 6 cos <f> sen 0 sen <j) 

cos 0 

sen 0 

0 

cos 0 

1 

0 

0 

Im 

0 

cos 6 cos (f> cos 0 sen <f> 

— sen 0 

cos 0 

0 

-sen 0 

0 

1 

0 

w 

4> 

— sen0 cos 0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 


Nótese que los vectores unitários r en los sistemas de coordenadas cilíndricas y esféricas no son el 
mismo. 


TDe una conferencia de Erik Hallén en la Ohio State University, agosto 25, 1954. 
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A-17 TRANSFORMACIONES DE COMPONENTES 


Rectangulares a cilíndricas 

A r - + A, y 


VíT 


A $ A x 


A . = 2 . 


y . jc 


+ A v 


V?+7 * + 


Rectangulares a esféricas 


A , = 


^ 


+ A, 


"h ' 


n/-v 2 + y 2 + -- 2 ' y * 2 + y 2 + * 2 V* 2 + y 1 + 

yz 


xz 


+ Ay 


/x 2 + y 2 s/x r + y 2 + z 2 ■’ Vx 2 + yVx 2 + y 2 + z 2 


y? + y 2 + z 2 


A * = ~ A X 


y +A- X 


yfx 2 + y 2 V^ + y 2 


Cilíndricas a rectangulares 

y4 x = A r cos <f> — Aj sen 0 
>l y = /l r sen 0 + >1^ cos 0 




Esféricas a rectangulares 

/4 X = A r sen 0 cos 0 + z4 0 cos 0 cos (j) — sen 0 
/4 y = A r sen0 sen0 + cos 0 sen0 + A ^ cos 0 
= A r cos 0 — A e sen 0 
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C RESPUESTAS A LOS 
PROBLEMAS CON 
ASTERISCO 


Capitulo 1 

1-2-1. Velocidad, L/T, metros/scg; trabajo, ML 1 /!*.* joules; razón, adimenskmal. 
l-2-2.(tf) Carga. fT. coulombs; ( b ) potencial. ML 2 /T 3 L volts; (c) intensidad de campo eléctrico. 
ML/T*L volts/metro; (d) potencial. \ML 2 (T i L* volts; (e) constante, ML 3 /T 4 f 2 y metros/farad; 
(/) fuerza. ML/T 2 y newtons; fcr) densidad de comente, IJL 2 . amperes/ metro 2 ; (A) fuerza, ML/T 2 , 
newtons. 

1-2-3,(a) ê\{b)ê\{c)éTfL o ML/T ;(d) é/T ; (e) ê/LlT o ML/tT 3 y {f)êjlL 2 o M/IT 2 ;(g) 6/L 3 

1- 2-4. (o) si; (6) no 

Capítulo 2 

2- 1-1. F = 3.18/45° uN 
2-1-3. 857 mm 

2-1-4. E = 911.6 GN C" 1 
2-1-6. E = 211.52 Vm _l 
2-1-8. E = 117.6 Vm' 1 
2-1-13. 173 TC 

2-2-1. V= 99.6 mV 

2-2-3. ia) V = 0; (b) E = 2.25 /135‘ V m“ 1 
2-2-7. y = 8.66 V 

2-2-9. (a) V = 690 mV ; (/>) E = -2 917mV m“ 1 
2-2-11. 6 = (22 + $3 + 26)/7 
2-2-15. (tf) K = 7.45 V; (6) E = 25.27 V m‘ 1 
2-2-17. (<i) V = 4.5 V; (6) E = 22.25 V m" 1 
2-2-22L E = Ü2xy 2 z i + $2x 2 yz 3 + Í3x 2 y 2 z 2 V m“' 

2-2-26. V = 2 V: E = 2.72/45° V m' 1 

2-3-2. T= QlEstnti 
2-3-6. 0° 

2-3-8. (23 - $6 + 2)/6.78 

2-3-11. (a) r = 900 pm; (6) F = 159 V 

2-3-20. ^ = 770 pC 
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Capitulo 3 

3-1-1. <«)/>= 1.67 C m' 2 ; (/>) Ql = 0.17 Cm 

3-1-4. («) £„ =-- 0\/2<„; (6) £, = D/3 v /2r 0 

3-2-2. i: = 727 V m ' 

3-2-8. No. 

3-2-10. (<í) l,.l„ = Ü.625= 1.6 

3-2-14. (//) L — 155 mm: (/>) £ = 150 mm; <r) K í( = 51.780 V, F* = 52,670 V; (d) V — 45,970 V; 

(c) I = 60,000 V 
3-2-18. 7.2 m 3 

3-2-19. (//) 300 kV; (h) 1.5 MV; |<) 600 kV and 3 MV 
3-2-24. {a) W = Q 2 8ttí 0 /?; (h) 2R 

3-3-2. (b) V = 23.8 V; (^/) C l = 48.3 pF m 1 
3-3-4. V = 37.5 V 

3-3-6. (</) C / = 55.2 pF m 1 : (6) E = 3.33 kV m 1 ; (<•) E = 794 V m 1 
3-4-1. V • D = 6 + 2zC m 3 

3-4-4. D = pr 3 C m 2 dentro de r,; V • D = p dentro de r,; D = /i/ f,3/- fuera de r,; V • D = 0 
fuera de /*, 

3-5-1. íí/> C = 15.8 fF: </>) I = 24 kV 
3-5-6. q — —nu) SE 

3-5-13. (//) H = r.l TJ; (6) V = I1.3GV; (< ) E = 2.26 MV m 1 ; <</) dentro de un 25% 


Capítulo 4 

4-1-5, (a) p = 13.7 GC m“ 3 ; {b )// = 4.16 x 10“ 3 m 2 V 1 s“ 1 

4-1-8. II kfikm-' 

4-1-11. K = 318 A m 5 

4-2-5. (//) cuando R tl = 4.5 fi, / = 1 A; cuando /?„ = 0 Q, / = 3.25 A; (6) cuando R 0 = 6.5 0, / = 
0.5 A; cuando R„ = Oíi. / = IA 

4-3-5. (a) R = 1.97 /ifi; (6) 1.13; (c) la comente que circula dei lado I al lado 2 tiene un tramoi 
más lavgo de trayectoria en la barra en forma de L, 

4-3-9. R/l = 17.6 Mííkm ‘ 

4-3-10. <í/) R = 107 ;/Q; (b) R = 63 (c) 171 mm 

4-3-11. («) - 8 mm 

4-3-16. (a) E = 100 mV m“ 1 ; {b) E = 910 mV m 1 a 6.3 de la normal 
4-3-20. (a)R = 17.9 fí; (b) R = 1.40 íí 

4-3-21. (//) R = 1.33 fi; (b) R = 0 I88fi 

4-3-24. O/) 0.8/o7 a = ib) 1.25, rr/í2, <j = 0 

4-3-25. ia) R = 13.1 //fi; (J>) R — 12.9//Q; (c) R = 14.3 //fi; (í/) la corriente que circula dei lado I 

al lado 2 tienen un tramo más largo de trayectoria para el caso (a) que el (b), pero más corto 
que el (c). 

4-4-2. <//) R = 39 O; ( b ) 0.36 V 


Capítulo 5 

5-1-1. / = 3.18 A 

5-1-2. (a) B = 848 nT 

5-1-5. (íí) T// = zlk N; (b) ccw; (t ) T/l = 0 



Apêndice C 


Respuesta a los problemas con asterisco 825 


5-1-8. T = <j>4l.7 fN m 
5-1-1». 71.6 

5-1-20. (a) tl> m = 9.73 Wb; (6) i> m = 2nkr 0 Wb 
5-1-23. B = 2nit 0 I/4itr 0 [e + I) 

5-2-2. (a) L = 5.26 mH; (b) w m = 10.05 J m' 3 ; (r) w m AÍ 

5-2-4. (o) J = 42 A m~ 2 ; (b) I = 40.5 A; (c) <l> m = 40.5 Wb 

5-2-7. (a) B = 62.52 pT; (6) B = 31.38 pT; (c) B = 62.15 fiT 

5-2-11. (a) £(P 2 ) = 379 V m' 1 ; ( b) E(P 3 ) = 30.6.V m“ 1 ; (t) H(P 2 ) = 2.37 A m ~ 1 ; (d) H(P 3 ) = 
220 m A m ' 1 ; (e) C/d = 33 pF nT 1 ;(/) L/d = 330 nH m" 1 ; (g)D(P 2 ) = 3.35 nC m~ 2 ; (h)D(P 3 ) = 

271 pC nT 2 ; (i) B(P 2 ) = 2.98 pT; ( j) B(P 3 ) = 277 nT; (k) w e (P 2 ) = 636 nj m “ 3 ; (() <v,(P 3 ) = 

4,14nJm' 3 ;(m)iv l „(P2) = 3.53pJm" 3 \{n)w n (P 3 ) - 30.5nJm~ 3 ;(o)Q/d = 330pCm“ 1 = 

89 nWbrn’';(</)/ = 271 mA 

5-2-14. (a) H = 0; (6) H = 318 A m“‘; (t) H = 167 A m _1 

5-3-1. J = i3kr Am -2 
5-3-3. B = 7.07 /iT 

5-3-6. V x F = — 82 v + J2.r; circulo con centro en el origen 
5-4-1. (a) v = I Mm s' 1 ; (b) R = 500 mm 

5-4-4. (a) W = 14 MeV; ( b) W = 14 MeV; (t) W = 7 MeV; (d) a, = 388 r, n p = 777 r, n d = 388 r 
5-4-6. R = (a) 20.8 m; (h) 1.04 km; (<■) 10.4 Mm 
5-4-8. W = (ReS) 2 /2m 
5-4-14. R = 2 mm 

5-4-16. (d)R = 500 m;(6) R = x;(r)£= lOMVm' 1 

5-5-1. (a) V é = 1.4 kV; ( h ) fi = 2.82 mT 
5-5-3. V = 25 kV 
5-5-9. / = 257 A 


Capitulo 6 

6-1-3. (a) L/l = 10.05 pH m~ 1 ; (6) 0.5% 

6-1-4. (a) /i 0 [(iV 2 jia 2 // 2 ) + (1/2ti) ln 6/a]; (6) p 0 [(p r N 2 na 2 /I 2 ) + (\/2n) ln 6/a] 
= (õ„0 2 (P ~ Po /P + Po)Po(3/327td 4 ); 

T = (Q. ,0 2 (p - Po /p + Po)Po(senü/16xí/ 3 ) v /cos 2 0 + jsen 2 0 

6-3-1. (««)„„= -5 kJ nT 3 
6-3-2. «■„ = H\(nJ2 + 2af/,/3) J m“ 3 

6-4-4. 5.1 ± 0.5 m sur , 6.7 ± 1.7 m de profundidad 
6-4-6. 0.889 

6-5-2. NI = 2.4 kA-vueltas 
6-54. B = 327 mT 
6-5-6. F = 78.3 kN 
6-5-9. ^ = 1 mWb 
6-5-11. (t) 200 MA m 

6-6-5. 60 kA- vuelta por cada bobina 

6-6-6. (fl) m = 9.49 x IO 22 A m 2 ;(b) B eq = 95.2 nT, B^„ = 190.4 nT 
6-6-7. \a) B = 20 fiT; (b) 9%; (c) B = 10 *iT; (d) \2% 


Capítulo 7 

7-1-2. (a) V = 6.67 V 
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7-1-8. V — 1.94 V 

7-1-9. V = 570 mV 

7-2-1. V = Vi sen (Tta/20) (« es el ângulo de la placa V = 0 ) 

7-2-3. (à) K+ = -3B 0 sen 0/2p o Am" 1 

_ -£ 0 cos <t> [e{b 2 + a 2 )(r 2 - b 2 ) + £ 0 (6 2 - a 2 )(r 2 + 6 2 )] 
r c(6 2 4- a 2 ) + é 0 <* 2 - * 2 ) 

y _ -2£q6 2 £ 0 cos<K^ 2 ~ fl 2 ) 

' r[c(6 2 + a 2 ) + £ 0 (b 2 - d 2 )] 

7-2-9, (a) V = [(a/f) 3 - l]£ 0 r cos0; (6) p, = 3 ê 0 £o cos 0 (en esfera), p s = Co^ot 1 ~+( a l r ) 3 ] (en 
lâmina) 

7-2-11. V = p 0 (x? - x 3 )/6£*, 

7-2-12. (a) K = (pjt) In [(* + ^/x 2 + .r 2 )/x,];(ò) C = 0.094*4/*, 

7-2-13. C = 150 fF 


Capítulo 8 

8-1-2. (a) r = nNBR 2 (V); (6) F = \IBR 2 (N m); (c) directo 

8-1-6. (a) = 8 NRIB (V); (6) T. v = 4IR!B/n (N m); (c) retrógrado 

8-1-18. r = 78.5 mV _ 

8-1-12. r = IvBy/R 2 - v 2 t 2 (V) 

8-1-13. (a) directo; (6) retrógrado 
8-1-21. (a) r = 1 V; (6) r" = 1 V 

8-1-22. (a) V = -312 V; (6) K = -50.3 V; (c) K = -362.3 V 
8-1-26. (a) r = nfB 0 R 2 cos 4co«; (6) = 1,777 V 

8-2-1. M = (p 0 l/2n) ln r 2 /r, (H) _ _ 

8-2-3. (a) Af/Z, = 0i o /2w){ln [1 + ^1 + (,ç/L) 2 ] - ^/l + (s/L) 1 + s/L} H irT 1 ; 
(6) -r/L = plv/lns V m‘ 1 

8-2-4. (a) M = (jiNl/ln) ln c/b (H); (6) V = (topNIIJ 2ji)(cos ml) ln c/6 (V) 

8-3-1. = 1.34 IcW 

8-3-2. 86.6 W 

8-3-4. (a) I = 15.3 A; (6) P = 1.06 kW 
8-3-6. /> = 5.22 W 

8-4-1. (a) 400; (6) paralelo a B 

84-37 P = 2.85 kW 

8-4-5. (a) / = 50 kA; (6)./5 GÍ2 

84-7. (a) A = 2.39 MA m~ 1 ; (6) f = 5.65 V 

84-9. (a) J t = 0.7 A m~ 2 ; (6) V = 1.57 V; (c) /„ = 5.76 A m' 2 ; l' = 13.7 V 
8-4-11. (a) I = 265 mA; (6) P = 701 mW; (c) P m „ = 844 mW; (e) si; (/) si 


Capitulo 9 

9-1-5. Porque no existen cargas magnéticas aisladas 

9-1-8. J 4 = i<o 2 e 0 B 0 r sen o)t A m~ 2 


Capítulo 19 
10-1-5. 2.6 

10-2-1. (a) p = 0.62/Uf; (6) VSWR = 4.26; (c) 14 - j20 12; (d) 0.1152; (e) 213 12 
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Respuesta a los problemas con asterisco 


10-2-5. d = 0.342A, Z l = 22911 

10-2-9. di = 0.3042, d 2 * 0.1062 

10-2-11. di = 0.0212, d 2 = 0.1062 

10-2-13. d, = 0.1952, d 2 - 0.1502 

10-2-16. A = 0.332, B = 0.0442 

10-2-18. di = 0.0352, d 2 = 0.1062 

10-2-21. (a) P = 833 pW; (b) = K rahl = 500 mV 

10-3-7. u = 13.9 Mm s" 1 

10-4-3. i = 77.7 mm ► 

10-4-4. (a) t - 54.8 mm; (6) e r = 1.87 
10-4-7. 398 um 
10-4-9. 1.64 dB 

10-4-11. (a) 377 íl; (6) 274 mm 
10-5-1. -9.9 dB 

10-5-3. (a) Z 0 = 337.2 12; (6) / = 60 MHz 

10-5-8. (a) S = 1.4 kW m' 2 ; (6) J® = 3.95 x 10 26 W; (c) E = 726.5 V m' 1 ; (d) / = 8.33 min 
10-5-10. (a) S = 10 pW m -2 ; (6) £ = 61.4 jíV m~ 1 ;(c) P = 2.83 TW 

10-6-1. (a) S/V = 12.2 dB; (b) d = 2.3 m; (c) d = 1 m 

106-5. (a) S = 5.51 aW m -2 ; (6) £ = 45 nV m“ 1 ; (c) r = 1.27 s; (d) 4.14 x 10 6 fotonesm' 2 s ' 


Capitulo 11 


11-1-1. 

(a) AR = 

— 2.33; (b) 

| T = - 

-45°; (c) RH 

11-1-3. 

(a) AR = 

5 ;(b) RH 

\(c)S 

= 69 mW m -2 

11-1-5. 

(a) AR = 

6 ; (É>) t = 

0°;(c) 

RH 

11-1-9. 

P = 14.9 kW 



11-2-2. 

P = 4.635 

W 



11-2-4. 


Antena 




1 

2 

3 


a 

0.50 

0.50 

0.50 


Onda b 

0.50 

0.25 

0.35 


c 

0.50 

0.20 

0 

11-2-8. 

d = (a) 0 fl 

V«\{b) 100 

%; (c) 

50%; (d) 70.7%; (e) 100% 


Capitulo 12 
12-1-2. AR = 2.62 

12-1-3. (a) AR = 1.34;’(6) AR = oo;(c)24.1° 
12-1-5. AR = (a) 1.43; (b) oo 
12-1-6. AR = 3.74 


Capitulo 13 

13-1-1. (a) X„ = 200 mm; ( b) t rll = 384 Mm s' 1 

13-1-3. TE|„, TE 0 |, TE 02 , TE 20 , TEi i, TMj j, TE Í2 , TM 12 , TE 21 , TM 21 

13-2-1. (a)X„ = 82 mm; (b) TM 01 , TE, ,, TM, ,, TE 21 
13-2-7. TEM: a = 5.09 mNp m“ 1 ; TE 10 : a = 12.8 mNpm' 1 
13-2-9. a = 8.42/r„ dB m _1 , donde r 0 = radio 
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13-2-11. (a) P = 10.9 nW; ( b) P/l = 550 pW m‘ 1 ; (c) a = 0.22 dBm ' 1 

13-2-14. (o) P = 3.98 /tW; (b) 0.46 dB m -1 

13-3-1. S = (a)26.5 Wrn' 2 ; (b) 182 jAV m’ 2 ; (?) 728/tW m ’ 2 

13-3-3. S = 1.35 nW m ~ 2 

13-3-10. f c = 0, a = 8.89//. 0 Np m ’ 1 

13-3-11. 9. = 14.3° 

13-3-12. (a) d = 6.8 /ira; ( 6 ) 9 e = 7.13° 

13-3-13. 4.2 dB km ’ 1 

134-2. (o) d = 17.5 mm; (fc) Q = 9544 

134-4, (a) d = 7.07 mm; ( 6 ) Q = 2,565 “ 

134- 6. (o) d = 7.7 mm; (b) Q = 5,178 

135- 2. (o) 0; ( 6 ) -/377 £2; (?) oo; (d) 1.36; (?) 1.04 

13-5-3. (o) — 35.2 M Hz; (b) tiéndase un alambre a lo largo dei interior dei túnel para que actúe como 

línea coaxial y prolónguese dicho alambre.Júera dei extremo dei túnel para que actúe como antena 
135-4. A = 4 m 


Capitulo 14 

14-1-1. R r = 3.33 £2 

14-1-3. (o) Cl A = -K sr; (b) D = 4 

14-1-4. (o) Q,, = 1.84 sr; ( 6 ) D = 6.83; (?) Â e = 0.543 A 2 ; (d) R, = 76.3 £2 

14-1-5. R' = 354 £2 

14-1-7. (o) D = 8.16; (ú) R r = 654 £2 

14-2-6. Máx:0°, 180°, ±60°, ±90°, ±120° 

nulos: ±41.4°, ±75.5°, ±104.5°, ±138.6° 

14-2-8. 78.3° 

14-2-12. (o) c a p = 81.1%; (ú) D = 31.2 dB 
14-2-14. ( b ) HPBW = 4.2° 

14-39. (o) LP, r = 45°; (b) CP; (?) EP, AR = 2.41, t = 45° 

14-313. (o) d = 0.354;.; (b) 6= - a/2 

14-4-2. (o) Â/4; ( 6 ) 141 £2; (?) 6.6 dBi 
14-4-12. Z = 778 - 786 £2 

14-4-13. (o) / = 80A, 0 E = 2.86°, <j> = 4.52°, w = 12.7Â; ( 6 ) HPBW(f) = 7°, HPBW(/Í) = 5 . 3 ° 

14-31. P = 110 W 
14-33. P = 25 mW 

14-34. (o) A T mln = 0.015 K; ( b) AS min = 52 mjy; (?) Ar m | n = 0.008 K, AS mín = 26 mjy 
14-38. (a)w = 2.08 x IO" 27 J m ~ 2 Hz -1 ; (b) ^=4.68 x l0 17 J;(?)t = 5.2 x 10 13 aíios 
14-312. (o) MUF.= 15.6 MHz; ( b) MUF = 26.1 MHz 

14-6-2. (o) No; ( b) 36 dB; (?) 3,948 

14-6-3. (o) A,. = 7,162 m 2 ; (b) P, = 5.7 W; (?) P rei|d = 3.3 fW; (?) no; (j ) no 
14-6-8. (o) r m(n = 1.58 mK; (ú) S mín = 1.5 Jy 

14-6-10. (o) S/N = 15.7 dB; (b) 3.5 dB más que para portadores de T.V. (?) ~6 min 
14-6-11. (o) L = 1.7Â ;(/>)</= 1.4Â 
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de fuga a través de ranura, 346 (Prob. 7-2-7) 
a diversas distancias, 347 (Prob. 7-2-8) 
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(Prob. 2-3-13) 

en huesos, 119 (Prob. 3-5-16) 

de imán de barra, 301 (Prob. 6-1-7) 

inducido. 47 

laminar. 26, 203 

ligados, 307 

magnético: 

celda de, 281,282. 286 
de conduclor cilíndrico sólido, 184 
definición de, 182, 183 
densidad de energia en, 254 
en el espacio de interacción, 292 
figura, 284 

H, componente tangencial de, 255 
mapas de, 281, 286 

relación de, a densidad de flujo magnético, 181, 
182, 240 

relaciones de frontera para, 256 
de la Tierra, 306 
vector H, 182 

marginal, 348 (Prob. 7-3-2) 
magnético, 158 

produetor de fuerza electromotriz, 134 
de reflector parabólico, 793 (Prob. 144-5) 
de solenoide, 203 

TEM (Electro Magnético Transversal), 402 
Candeia, definición de, 6 
Cantidad(es): 

de circuito y campo, tabla de, 412 
compleja, 375 
distribuídas, 426 

de mapa de campo, tabla de, 289 
medible, 62 
teórica. 62 

Caflón de electrones, 225 (Prob. 5-5-1) 

Capa pigmentada, 658 
Capacitancia, 73 
celda, 81 

energia. 114 (Prob. 3-2-21) 

• ionósfera de la Tierra, 112 (Prob. 3-24) 
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Capacitor, 73, 392 (Prob. 8-2-7) 
celda de campo, 95 

corriente de desplazamiento, 413 (Prob. 9-1-9) 
desigual. 114 (Prob. 3-2-20) 
disrupción. 77 

en dos partes, 113 (Prob. 3-2-12) 
energia en, 79-81, 113 (Prob. 3-2-11), 114 
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con espacio de aire, 112 (Prob. 3-2-1) 
en forma de eufia. 113 (Prob. 3-2-6) 
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placas paralelas, 73-74, 309-311 
con carga espacial. 335-338 
divergência dc Dy P en, 107, 110 
ecuación de Laptace para, 309-312 
problemas relativos q,. 113 
para radio-transmisor, 117 (Prob. 3-5-1) 
tres secciones. 112 (Prob. 3-2-2) 
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Caras polares, 247 
Cargafs): 
capacitiva, 451 
concha de, 44-47 
de disco, 57 (Prob. 2-3-12) 
espacial, 333-334 
en gases, 129 
inducidas, 47 
inductiva, 452 
libre, 102 

de línea parabólica, 56 (Prob. 2-2-31) 
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en placa de plata, 672 (Prob. 13-4-6) 
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eléctrico, 292-293 

línea de transmisión. 190, 426, 429 
magnético, 281 
de la misma clase, 97, 282 
Centro de fase, 708 
Cero absoluto, 126 
Ciclotrón, 223 (Prob. 5-4-4) 

Cilindro de carga, 86 

Cinco ondas, potência de, 563 (Prob. 11-2-8) 
Circuito(s), 590 
canlidades de, 435 
cerrado de radio, 396 (Prob. 8-4-9) 
eléctrico, 125 
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magnético, 276, 281 
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paralelo, 413 (Prob. 9-1-7) 
serie, 135, 151 (Prob. 4-2-5). 403-405 
Clarke, Arthur C., 530 
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Cobre-germanio, comparación, 151 (Prob. 4-2-3) 
Coeficiente: 

de absorción de bosques, 782 
de reflexión, 448, 449, 489. 502, 652 
para corriente, 443 
Fresnel. 568, 573 
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de transmisión. 502, 576 
Cohn, S.P., 627n 
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Collins, Stuart, xvii 
Comité de la ley de Coulomb, 62n 
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de circuitos eléctricos y magnéticos, tabla de, 280 
de circuitos, líneas y guias, 589-590 
de ecuaciones de campo, tabla de, 298 
de relaciones eléctricas y magnéticas para 

situaciones que cambian con el tiempo, tabla de. 
385 

Componente(s): 
de campo transversal, 606 
normal de la densidad de flujo B, 254 
Computadora analógica, solución por, 320-324 
Comunicación(es): 
lunar, 674 (Prob. 13-5-7) 
de túnel, 673 (Prob. 13-5-3) 

Concha: 

de carga, 44-46, 57 (Probs. 2-3-10, 2-3-12) 
con agujero, 56 (Prob. 2-2-30) 
conductora, 46-50 

de grafito con capas polares, 153 (Prob. 4-3-8) 
Condensador, 73* 

Condición de directividad aumentada, 
Hansen-Woodyard, 737 n 
Conductancia, 127 
por unidad de longitud, 426 
Conductividad. 127 
equivalente, 380 
super-, 127 
tabla de, 132 

Conductorfes), 12,46, 120, 129,491-494 
con blindaje, 302 (Prob. 6-2-6) 
celda, 145-147 

cilíndrico, sobre plano de tierra. 339-341 
densidad de carga para. 150 (Prob. 4-1-4) 
estaca, 154 (Prob. 4-3-13) 
en forma de L„ 344 (Prob. 7-1-9) 
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lineal, fuerza sobre, 214 (Prob. 5-1-4) 
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móvil en un campo magnético. 354-355 
paralelos, fuerza en, 214 (Prob. 5-1-3) 

' tubular, par en, 214 (Prob. 5-1-5) 
unión, junta, 138 
Configuración: 
campo, 678-679 
cercano, 691 
lejano, 692-693 
dipolo corto. 721-722 
de dos elementos, 750-753 
multilobular, 720 
multiplicación de, 708-709 
normalizada de campo, 710-711 
normalizada de potência. 679 
de antena, 699 


índice 


833 


de onda estacionaria, 674 (Prob. 13-5-6) 
plano principal, 679 
polar, 678 
de potência, 679 
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en coordenadas rectangulares, 678-679 
normalizada, 679 
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primaria, 708 
radiación, 676, 678 
de antena, 676 
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uniforme, 709-710 
Conjugado complejo, 513 
Conos, 658 

concêntricos, 346 (Prob. 7-2-2) 
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dielêctrica, 60n 
de fase, 432 
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médios comunes, tabla de, 493 
de propagación, 432, 445 
de resorte. 377-378 
tabla de, 806-807 
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Contorno eq ui potencial, 27 
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refracción, 498 

Correderas, alambres paralelos con, 391 (Prob. 8-1-28) 
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eléctrica, 120-122 
espira, 231 
inducida, 351 
lâmina, 255 

de lâmina esférica, 346 (Prob. 7-2-4) 

magnetización, 300 

mapas de, 145-148 

modelo. 237, 245 

relación de continuidad, 141 

retardada, 682-683, 725-726 

de solenoide, 138 

Corrimiento dei rojo, 794 (Prob. 14-5-7) 
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de baja frecuencia. 590 
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Coulomb, Charles A. de, 2, 3, 13 
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de cuarzo, 6In 
de hierro, 260 
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Cuadratura: 

de espacio y tiempo, 517 
tiempo-fase, 691-692 
Cuadripolo, 39, 57 (Prob. 2-3-17) 

Cuadro infinito, a través de, 315-318 
Cuarto de anillo, 50 (Prob. 2-1-14) 
Cuasi-conductor, 492 

Cuatro cargas en un plano, 49 (Prob. 2-1-6) 
Cubo de carga, 117 (Prob. 3-4-7) 
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de desmagnetización, 271 
de imán permanente, 302 (Prob. 6-3-1) 
de histéresis mayor, 266 
de histéresis menor, 369 
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inicial, 263 
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de saturación, 266 
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Dcfibrilador dei corazón, 156 (Prob. 4-4-6) 
Deflexión de la bnüjula, 300 (Prob. 6-1-2) 
Dendritas, 524, 659 
Densidad: 
de carga, 30 
lineal, 31 

y movilidad para el cobre, 150 (Prob. 4-1-5) 
superficial. 30 
volumétrica, 30 

de comente de desplazamiento, 392 (Prob. 8-2-6) 
de comente pelicular magnética, 238 
esférica de corriente, 152 (Prob, 4-3-1) 
de flujo, 40-41, 68 

debida a conductor, 217 (Prob. 5-1-21) 
eléctrico (véase Flujo eléctrico, densidad) 
de espira, 215 (Prob. 5-1-7) 
de fuente de radio, 775, 785 
magnético, 160, 167-168 
de anillo de hierro, ^43-245 
de conductor lineal infinito. 164 
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debida a distribución de corriente, 167 
definición de, 167 

de espira portadora de corriente, 166 
de Hnea coaxial, 180 
de línea de dos conductores. 181 
relación de, a campo magnético, 182-183. 239 
rclación de, a magnetización, 240 
relaciones de frontera para. 254 
de solenoide, 174-177, 220 (Prob. 5-2-8), 
249-251 

de toroide. 178, 242-244 
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Detector de metales, 397 (Prob. 8-4-12) 
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primário. 364 
secundário, 364 
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Diâmetro de núcleo de fibra, 672 (Prob. 13-3-12) 
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Dieléctrico, 12, 60-61, 129, 491-493 
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efectos de. 675 (Prob 13-5-10) 
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cruzados. 790 (Prob. 14-3-9) 
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direclividad de. 726-727 
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de dipolo corto. 702-703 
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de campo, 82-84 
continua. 720 
de apertura. 720-724 
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de IndacciAn de transformador. 354 
de motor. 159 
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para oonductores. 494 
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para dieléclricos, 419 
escalar. 419 

para guia de onda rectangular. 604 
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solución. 421 
de radar. 773. 785 
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Efecto: 

de cuarta potência entre imanes, 301 (Prob. 6-1-11) 
Hall. 226 (Prob. 5-5-8) 
de piei (superficial), 222 (Prob. 5-2-15). 497 
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Eficiência: 
abertura, 768 
antena. 697 
ha*. 70In 

Einstein. Albert. 3, 4 
Electreto. 62n 
Electroimán: 

en forma de U, 305 (Prob. 6-6-2) 
para levantamienlo. 305 (Prob. 6-6-3) 
Electromagnetismo, historia dei. 1-5 
Electrón volt. 210 
Elektron. 2 
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no lineales. 123 
parásitos, 758 
Elipse. 763 
campo cruzado. 646 
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Elliot. R.S.. 821 
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3-2-18) 
cinética. 335 
densidad. 82, 253. 516 
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de barra. 301 (Prob. 6-2-2) 
en induetor, 251. 252 

entre lâminas de corriente. 301 (Prob. 6-2-3) 

produeto, 273 

reactiva, 517-518 

relaciones, 512-519 

en solenoide. 301 (Prob. 6-2-1) 

velocidad. 673 (Prob. 13-5-2) 
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hacia abajo de TV, 543 (Prob. 10-6-1), 588 (Prob. 
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real. 729 
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Fórmula(s): 
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Friis. 768-770, 785 
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vaina. 655-656 
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Fotones, 543 (Prob. 10-5-13), 558n 
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de ciclotrón, 213-214n 
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conductor-conductor, 144, 145, 154 (Prob. 4-3-15) 
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dei campo eléctrico (véase Intensidad dei campo 
eléctrico) 
por carga, 16 
coerciva, 266 

conductora o motora, 378-379 

entre conductores, 164. 166, 300 (Prob. 6-1-1) 

de Coulomb, 15 

débiles. I 

defeco, 468 

eléctrica, 14 

electromotriz (fem), 134 

entre elementos de corriente, 217 (Prob. 5-1-24) 

dei espacio de interacción, 293, 296 

espacio magnético, 293, 2% 

en espira, 389 (Prob. 8-1-19) 

fuertes. 2 

gravitado na I, 15 
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Lorentz, 171 
magnética, 158, 161 
en cl entrehierro, 294, 296 
de magnetización, 260 
magnetomotriz (fmm), 186 
de motor, 158 
polar, 160 

Tierra-Luna, 51 (Prob. 2-1-13) 
por unídad de longitud, 164 
Fuga en horho electrónico, 674 (Prob. 13-5-6) 
Función: 

diádica de Green. 599n 
dei potencial magnético (véase Potencial 
magnetostático) 


Gabor, D., 584n 
Ganancia, 680, 698-699, 784 
antena, 702 

de disco, 797 (Prob. 14-6-2) 
distribución, 753 
relación a directividad, 703 
Garbacz, Robert, xvii 

Gauss: 

ley de, 42,43, 101 
para campos magnéticos, 169 
teorema de (véase Teorema de la divergência) 
(unidad), 697 
Gauss, Kari F., 2, 3,42 
Geddcs, L.A., 821 

Generador de agua. 397 (Prob. 8-4-11) 

Gilbert (unidad). 806 
Gilbert, Will-am. 2, 3 
Giro-frecuencia. 2l3n 
Globo: 

cargado, 58 (Prob. 5-3-21) 
contráctil, 387 (Prob. 8-1-18) 

Gordon, W.E., 795 (Prob. 14-5-11) 

Goubau, G„ 649 
Gradiente. 200 

en coordenadas rectangulares. 34. 36 
de potencial eléctrico. 34 
Grado de polarización, 558 
Gráfica de figura dei ruido. 817 
Graficado r analógico de campo, 322-324 
Gran Teoria Unificada. 4. 300 
Gravedad, I 

Gray, D. A., 673 (Prob. 13-5-2) 

Groenlândia. 545 (Prob. 10-6-4) 

GTD (teoria geométrica de la difracción), 584 
Guia. 589 

alambre abierto, 649 
barra, varilla, 655. 658 
cilíndrica, 668 (Prob. 13-2-1) 
atenuación, 668 (Prob. 13-2-3) 
campos TM, 669 (Prob. 13-2-10) 

(i •éase también Guia de onda cilíndrica) 
potência, 668 (Prob. 13-2-4) 
de cinta, 655 

cuadrada de onda, 668 (Prob. 13-1-3) 


dieléctrica, 647 
de fibra, 655, 658 
infrarroja, 671 (Prob. 13-3-11) 
de giga watts, 674 (Prob. 13-5-8) 
helicoidal, 649 

hueca, atenuación, 669 (Prob. 13-2-9) 
margen, ancho de banda, 672 (Prob. 13-5-1) 
no metálica, 647 
de onda, 589 
abierta, 646, 650 
de banda K, 674 (Prob. 13-5-5) 
cilíndrica, 619, 627 
hueca, 619, 627 
modos, carta de, 623 
conductor cubierto, 649 
corrugada, 647 
cuadrada, 627, 629 
Cuerda G, 650 
discontinuidades en, 610 
elíptica. 627, 629 
de íris. 638, 640 
lâmina dieléctrica. 650. 655 
longitud de onda en. 626 
rectangular. 593, 618 
hueca. 599. 618 
modos, carta de, 617 
reentrante, 627, 629 
de resalte, 627, 629 
de superfície abierta. 646 
tornillo en, 615, 617 
de varilla. 655, 658 
velocidad de fase en. 627 
plana paralela, atenuación TE, 669 (Prob. 13-2-5) 
de plano paralelo infinito, 590, 599 
rectangular. 667 (Prob. 13-1-1) 
atenuación. 670 (Prob. 13-2-12) 
impedancia. 671 (Prob. 13-3-5) 
onda TM, 669 (Prob. 13-1-6) 
potência, 670 (Prob. 13-2-16) 
con resaltes internos. 672 (Prob. 13-5-1) 


Hall, Edwin H., 226 (Prob. 5-5-8) 

Hallén. E.. 746n 
Halliday, D., 821 
Hansen, W.W., 735n 

Hansen-Woodyard. directividad aumentada de, 735n 
Harringlon. R.F.. 648, 821 
Hayt, W.H., Jr., 821 
Haz: 

anchuras. 699, 739, 785 
3-dB. 699n 
media potência. 699 
ângulo sólido. 679, 700, 785 
eficiência, 70In 
Heaviside. condicíón de, 434 
Heaviside, Ol iver. 5l3n 
Hechura de mapas de campo, 82 
para campos eléctricos. 92-100 
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para campos magnéticos, 281, 286 
para corrientes en conductores, 145, 146 
Hélices: 

derecha e izquierda, 790 (Prob. 14-3-8) 
de diez vueltas. 790 (Prob. 14-3-6) 
de treinta vueltas, 790 (Prob. 14-3-7) 

Helmholtz, Hermann von, 226 (Prob, 5-5-7) 
Helmholtz, par de bobinas de, 226 (Prob. 5-5-7) 
Hemisfério en lâmina conductora, 347 (Prob. 7-2-9) 
Henry: 

recíproco, 277 
(unidad), 177 
Henry, Joseph, 2, 3 
Herman, Paul, 500 
Hertz, Heinrich, 2, 3, 408, 747 
Hidrógeno líquido, 127 
Hielo: 

capas de, 545 (Prob. 10-6-4) 
permitividad de, 393 (Prob. 8-3-7) 

Hill, M.L., 58 (Prob. 2-4-1) 

Hipérbola, 762 
Histéresis: 
curva de, 266 
mayor, 266 
menor, 369-370 

dieléclrica, 377-378, 392-393 (Probs. 8-3-1, 8-3-2, 
8-3-3), 674 (Prob. 13-5-6) 

Historia dei electromagnetismo, I- 6 

Hodge, Daniel, xvii 

Hodgkin, A.L. 525 

Holografía, 584 

Holograma, 584 

Homogeneidad, 60, 61 

Hondros, D„ 655n 

Horno de microondas, 624 (Prob. 13-5-6) 

HPBW (Half-Power Beam Width), 699 
Huxley, A.F., 525 
Huygens, C., 579n 
Huygens, principio de, 579, 580 


Idaho, papas de, 396 (Prob. 8-4-8) 

Idealidad, 15 
Identidad(es): 
de Euler, 375 
vectoriales, 810-811 

Igualdad de longitud de trayectoria, principio de, 761 
lmagen(es): 
cargas, 338 
de conductor, 342 
corriente, 342 

fantasmas, 588 (Prob. 12-3-1) 
teoria de, 91, 338-339 
Imán: 

barra, 229, 231,235 
Çirable, 387 (Prob. 8-1-8) 
domínios en. 260 

efeclo sobre un alambre que lleva corriente, 158,161 
energia en, 270 

con espacio de interacción, 304 (Prob. 6-5-7) 


estabilizado, 297 

o magneto de ciclotrón, 304 (Prob. 6-6-5) 
materiales para, 273, 274 
permanente, 272, 273 
con entrehierro, 296, 297 
Impedancia: 
antena, 745-753 
autoimpedancia, 745-749 
característica, 641, 642 

de línea de transmisión de celda de campo, 435 
de líneas coaxiales y de dos hilos, 438 
de líneas de transmisión, labla^de, 434 
de carga, 443 

de conductor de apartarrayos, 395 (Prob. 8-4-5) 
intrínseca, 641, 642 
de línea, 445 
de transmisión, 434, 438 
dei medio, 434, 438 
mutua. 426n 

de antena, 749-750, 793 (Prob. 14-4-8) 
de onda, 642 

transversal, 603, 615, 642 
en el punto de alimentación, 745 
de terminal, 793 (Prob. 14-4-9) 
transversal, 615 

lmpresión en base o tierra, 543 (Prob. 10-6-1) 
Incidência oblicua, 565, 579 
caso paralelo, 572 
caso perpendicular, 566 
polarización elíptica, 574, 579 
Inclinación hacia adelante de onda, 692 
Indicador de inclinación longitudinal y transversal 
para avión, 58 (Prob. 2-4-1) 
índice de refracción, 479, 539 (Prob. 10-3-1) 
Inducción: 
caso general, 356 

para conductor móvil, 386 (Prob. 8-1-2) 
ejemplos de, 357-362 
en espira, 389 (Prob. 8-1-13) 
de espira: estacionaria, 386 (Prob. 8-1-1) 
movimiento y cambio de B, 359 
movimiento solamente, 357-358 
rotatoria. 360-362 
mocional, 355-357 
relaciones, 356 

de tira o franja móvil, 359-360 
de transformador, 356-357 
Inductancia, 177, 178 
aütoinductancia, 364-368 
de bobina y alambre, 392 (Prob. 8-2-4) 
definición de, 178 
de línea coaxial, 179 
de línea de dos conductores, 180 
de línea de transmisión, 412 (Prob. 9-1-11) 
mutua, 366 

de alambre y espira, 391 (Prob. 8-2-1) 
de alambres paralelos, 392 (Prob. 8-2-3) 
de espiras concêntricas, 392 (Prob. 8-2-2) 
promedio, 369 
de solenoide, 178 

en términos de energia, 218 (Prob. 5-2-1) 
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dc toroide, 178 
por unidad de longitud. 426 
Inductor, 177, 178 
definición de, 177 
energia en, 251, 252 
Knea coaxial, 179 
línea de dos conductores, 179, 180 
solenoidal, 178 

de tierra 393-394 (Prob. 8-4-1) 
toroidal, 178, 179 
Ingling, Cari, xvii 
Integral(es): 
de coseno, 727 
Fresnel, 581 
modificada, 727 
de linea, 24 

en torno a una trayectoría cerrada, 25 
seno, 727 
Fresnel, 581 
Intensidad: 

dei campo eléctrico, 15, 17 
para alambre aislado, 346 (Prob. 7-2-5) 
de radiación, 699 

Interferencia solar, 541 (Prob. 10-5-8) 
Interferómetro, 789 (Prob. 14-2-17) 
como antena de radiotelescopio, 717, 720 
configuración de, 720 
dos elementos, 717-720, 788 (Prob. 14-2-4) 
Iris de guia de onda. 638. 640 
Isbell. DE, 740n 
Isotropia. 59, 60 


Jahnke. E., 58 In 

Jansky (unidad). 807 

Jensen, H. J.. 545 (Prob. 10-6-8) 

Johnson. R.G, 821 
Jones, V.C.. 156 (Prob. 4-4-6) 

Joule: 

calentamiento de. 370-371, 633 
leyde. 124 
Joule, James P., 4 
Juego positivo, 17 

Junta semiconductora, 347-348 (Prob. 7-2-12) 
capacitancia. 348 (Prob. 7-2-13) 

Júpiter, seftales de, 794 (Prob. 14-5-6) 


Kapany, N.S., 655n 
Karplus, W.J., 821 
Kelvin,' definición de. 6 
Kelvin, Lord, 5 
Kennaügh, E.M., xvii 
Kilogramo, definición de, 6 
Kirchhoff: 

ley de la corríentc de, 138, 139, 320 

ley de voltajes de, 134, 281 
Ko, Hsien G. xvi, 560n 


Kock, W.E., 763n 
Kouyoumjian, Robert. xvii 

Kraus, J.D., 546n, 578n, 587(Prob. 12-2-1), 720n. 734n 
737/1, 745/1, 759/1, 76ln. 768n. 774. 821 


Lâmina: v 

absorbente, 541 (Prob. 10-4-14) 
conductora entre dos planos conductores, 324-329 
de corriente equivalente, 175 
de corriente de onda de superfície. 671 (Prob. 13-3-4) 
con pérdidas. 540 (Prob. 10-4-9) 

Laminaciones, 370-371 
Langmuir, I., 338 
Laplace, ecuación de, III, 308 
para capacitor de placas paralelas. 309-311 
en coordenadas cilíndricas, 329-330 
en coordenadas esféricas, 329-330 
en coordenadas rectangulares, 308-309 
para médios conductores. 148 
significado dei valor medio, 342 (Prob. 7-1-1) 
solución con computadora digital. 318-320 
valor medio, 343 (Probs. 7-1-5. 7-1-6) 

Laplaciano, 200 
Lata, potencial en: 
alta y corta, 342 (Prob. 7-1-2) 
cilíndrica, 342 (Prob. 7-1-3) 

Latitud en la esfera de Poincaié, 552 

Lectura a distancia. 774. 777. 781. 794 (Prob. 14-5-5) 

Legendre. función de, 330 

Legg, W.E., 673 (Prob. 13-5-2) 

Leilh, E.N., 584/r 

Lentes reflejantes, 792 (Prob. 14-4-4) 

Lenz, Heinrich F., 351 
Lenz, ley de, 351 
Levis, Curt, xvii 
Levitación: 

dc bola cargada, 49 (Prob. 2-1-3) 
magnética, 304 (Prob. 6-6-1). 388 (Prob. 8-1-9) 

Ley (es): 

de Ampere. 183. 400 

de Biot-Savart. 162-163 

para campos magnéticos. 169 

de corte de flujo {véaxe Ley de inducción moei ona I) 

de Coulomb, 13 

de Child-Langmuir. 338 

de Faraday. 350-352 

fundamentales de fuerza, 818 

de Gauss. 42-43, 101 

inducción mocional, 355 

de Joule. 123 

de Kirchhoff para voltajes, 134, 281 
de Lenz, 351 

de Newton, segunda ley, 212 
de la gravitación universal, 50 (Prob. 2-1-11) 
de Ohm. 122.281,400 
en un punto, 127, 409 

de Planck. sobre radiación. 542 (Prob. 10-5-12) 
de rcflexión de Snell, 568 
de refracción. 568 




840 


índice 


Limaduras de fierro, 229 
Limitación de carga espacial. 335 
Línea(s): 
acoplada. 449 

de alto voltaje. campo de, 117 (Prob. 3-5-3) 
auxiliar, 538 (Prob. 10-2-24) 
de campo, 26, 92 n 
de carga, campo de, 87, 90 
de carga finita, campo de. 83-85 
de carga infinita, campo de, 85 
de cinta, 115 (Prob. 3-3-5), 430, 436 
atenuación, 670 (Prob. 13-2-14) 
no-planar, 116 (Prob. 3-3^6) 
con circuito abierto, 446, 449 
coaxial, 330-334, 441 

asimétrica. 115 (Prob. 3-3-4), 220 (Prob. 5-2-11) 
con condutor externo cuadrado. 115 (Prob. 

3-3-2), 441 

con conductor interno helicoidal, 300 (Prob. 

6-1-4), 535 

efecto superficial, 221 (Prob. 5-2-16) 
flexible, 117 (Prob. 3-5-3) 
inductancia de, 179, 221 (Prob. 5-2-15) 
RG-59/U, 544 (Prob. 10-6-2) 
con titanato ferroso, 300 (Prob. 6-1-3) 
de conductancia constante, 461 
de corte, 297 
con cortocircuito, 446 
de demora, 535 (Prob. 10-1-6) 
con dos cargas, 537 (Prob. 10-2-20) 
de dos conductores (véase Línea de dos hilos) 
de dos hilos, 429-430 
capacitancia de, 91 
impedancia característica de, 441-442 
inductancia de, 181 
potencial de, 87, 88 
de dueto, 528 
eq ui potencial, 23 
exponencial, 538 (Prob. 10-2-22) 
de flujo de potência. 522 
gemela. 117 (Prob. 3-5-2) 

y guias para todas aplicaciones, 674 (Prob. 13-5-9) 
de microcinta, 430, 436, 437, 535 (Probs. 10-1-2, 
10-1-5) 

con pérdidas, 493, 501. 541 (Prob. 10-4-12) 
sin pérdidas, 535 (Prob. 10-1-3) 
con R y G peque rí as, 540 (Prob. 10-4-2) 
con resistores serie, 537 (Prob. 10-2-21) 
superconduetora, 545 (Prob. 10-6-6) 
terminada, 535, (Prob. 10-2-1) 
de transmisión, 415, 416, 591 
activa. 524 

adaptación. 454, 461. 466 (Prob. 10-2-13) 
alto voltaje, CC, 114 (Prob. 3-3-1) 
balanceada, 685 

campo debajo de. 226 (Prob. 5-5-6) 
de CC, 470 
celda, 190. 286 
de campo, 316-317 
cinta,343 (Prob. 7-1-4) 

(véase también Línea de cinta) 


circuito equivalente, 427 

coaxial, 86, 143, 207, 348 (Prob. 7-3-1), 401-430 

sin distorsión, 434 

de dos hilos {véase Línea de dos hilos) 
flujo de potência en, 519. 521 
impedancia. 434, 442 
característica de, 431, 434 
tabla de, 447 

inductancia, 412 (Prob. 9-1-11) 
pasiva. 524 
con pérdidas, 442 
radioenlace, 530-532 

p 

de sección transversal cuadrada, 343 (Prob. 7-1-7) 
de un solo hilo. 91, 92 
terminada, 442, 448 
uniforme, 431 
varilla dieléclrica, 416 
velocidad de fase en, 434 
Lione ranurado, 450 
Lóbulo: 
lateral, 678 
mayor, 678 
menor. 678 
principal, 678 
Longitud: 

en esfera de Poincaré, 552 
de onda. 421,425 
de corte, 593 
guia cilíndrica, 626 
guia rectangular. 613 
resonante, 662 

Lorentz, fuerza de, 171, 211, 354 

Lorentz, H.A., 171 

Loza: 

dieléclrica, III (Prob. 3-1-1) 
de grafito, 152 (Prob. 4-3-6) 
con pérdidas, 540 (Prob, 10-4-8) 

Luz, velocidad de la. 425 


Magnésia, I 
Magnetización. 236 
dura (de gran resonancia), 263 
fácil, 258. 263 
inducida, 246, 260 
modelo de corriente, 299 
modelo polar, 299 
permanente, 246, 260 
tabla de. 299 

Magnetomotancia {véase Potencial magnetostático) 

Malla, 406 

Mapa(s): 

de campo, 91. 100 
comparación de, 286. 290 
propiedades de, 98 
de flujo de potência, 520 
gráfica de: 

campo eléctrico, 91, 100 
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campo magnético, 281, 286 
comente, 145, 147 
Máquina: 

de CC, 386-387 (Prob. 8-1-6) 
xerográfica, 58 (Prob. 2-4-2) 

Marco nu Guglielrao, 3 
Marcuse, DietHch, 65 In 
Marcuvitz, N., 637n 
Marshall, S.V.. 821 
Materiales: 
anisotrópicos, 60 
dieléctricos, tabla de, 815 
magnéticos. 232, 233 
an ti ferromagnéticos, 232 
diamagnéticos, 232 
ferrimagnéticos, 232 
ferromagnéticos, 228, 232 
com portam iento CA de. 368-370 
paramagnéticos, 232 
permanentes, tabla de, 274 
super paramagnéticos, 232 
Matriz de coherencia, 562 
potência, 563 (Prob. 11-2-9) 

Matthias, B.T., I27n 
Maxwell: 

ecuaciones de, 185, 399, 405-406 
para campos que varlan armónicamente, 409 
divergência envolvente, 105, 169 
en el espacio libre. 409 
en forma diferencial, tabla de, 412 
en forma de integral, tabla de, 410 
partiendo de la ley de Ampere, 373, 405-406 
partiendo de la ley de Faraday, 354, 364, 408-409 
partiendo de la ley de Gauss, 105. 408-409 
rizo envolvente, 105, 169 
objeción a la teoria de, 413 (Prob. 9-1-6) 

(unidad). 806 

Maxwell, James Cterk, 2, 3, 406n 
Mayer, C.H., 776n 
McCullough, T.P., 77dn 
Media geométrica. 464 
Medieión de CC, 439 
Medidor: 

indicador, par, 216 (Prob. 5-1-13) 
de rizo, 197 
Medio(s): 

conductores, 426, 494-501 
ecuación de Laplace para, 147, 148 
dispersor, 481-482, 596 
lineal. 59, 60 
no dipersores. 481-482 
normalmente dispersor, 481-482 
con pérdidas, 510, 540 (Prob. KM-6) 
sin pérdidas, 425 
Megaparsec, 794 (Prob. 14-5-7) 

Membrana, guia de onda, 637 
Método(s): 
de computadora: 
analógica, 320-324 

atenuación en linea disipativa. 541 (Prob. 

10-4-12) 


distribuciones de emisión longitudinal, 787-788 
(Probs. 14-2-2. 14-2-3) 

distribuciones de emisión transversal. 787 (Prob. 
14-2-1) 

dos fuentes en fase en cuadratura. 788 (Prob. 
14-2-5) 

gráficas de potencial, 56 (Prob. 2-2-32) 
interferómetro de dos elementos. 788 (Prob. 
14-2-4) 

mapa de campo de 3 cargas puntuales, 52 (Prob. 
2-2-27) 

mapa de campo de 8 cargas puntuales 53, 

(Prob. 2-2-28) 

iterativo (\*éase Método de punto 
por punto) 

de medición de resistência, 441 
de punto por punto, 312-314 
de reflexión de onda, 472-475 
Metro, definición de, 6 
Mho, 126 

Midwinter, J.E.. 822 

Mullikan, experimento de la gota de aceite de. 113 
(Prob. 3-5-6) 

Modelo(s): 

de campo, 678-679, 691-692 
cónico, 786 (Prob. 14-1-3) 
de dipolos, 692-693 
direccional, 786 (Prob. 14-1-3) 
polar, 235, 246, 248 
magnetización, 299 
Modo(s): 
dominante, 6l6n 
para guia cilíndrica, 658 
eléctrico transversal (TE), 591 
electromagnéticos transversales, 416 
en guias, 667 
en lineas, 667 

Magnético Transversal (TM), 402 
de orden mayor, 416, 589 
TE (eléctrico transversal), 591 
TE mn en guias de onda rectangulares huecas, tabla 
de. 618 
TE 10 , 608 
TE U , 608, 609 
TE 20, 608-609 
TEM, 416 

TM (magnético transversal), 468 
vibracionales. 379 

Modulación FM. 543-544 (Prob. 10-6-1) 

Moffatt, D.L., 397-398 (Prob. 8-4-12) 

Momento: 
comente, 158, 159 
dei dipolo, 299 
eléctrico, 37, 38 
magnético, 174-231 
mecânico (véase Par) 

Monopolio magnético, 300 
fuerza de, 304 (Prob. 6-5-11) 

Montgomery, C.G., 476 

Moore, A.D., 58 <Prob;'2-4-l) 323, 822 

Moore, R.K., 468 n 
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Motor: 

•generador, 386-387 (Prob. 8-1-6) 
lineal, vehículo de, 396-397 (Prob. 8-4-10) 
Movilidad(es), 121, 129 
de semiconductor, tabla de, 130 
MUF {véase Frecuencia máxima utilizable) 
mUF (véase Frecuencia mínima utilizable) 
Mushiake. Y.. 758w 


Nabla, 33 

Nave espacial cerca de la luna, 545 (Prob. 10-6-5) 
Nepers, 534, 630n 
Nervio ciático, 524 
Neumann: 

fórmula de inductancia de, 413 (Prob. 9-1-10) 
función de, 330, 620 
Neuronas, 524-525 
Newton: 

ley de la gravitación universal de, 50 (Prob. 
2 - 1 - 11 ) 

segunda ley de, 212 
(unidad), 14 n 
Newton, Isaac, 3 
Niobium, 127 

No isotrópicos {véase M ateria les anisotrópicos) 
Notación: 
cómo leerla, 8 
vectorial completa, 20 
Nube de tormenta, 58 (Prob. 2-4-1) 
campo bajo de, 117 (Prob. 3-5-4) 
corriente, 156 (Prob, 4-4-3) 
energia en, 119 (Prob. 3-5-13) 

Núcleo (s): 
de fibra, 655 
óptica, 655 

de hierro pulverizado, 370-371 
Numeración de ecuaciones, 9 
Número de objetos resolubles, 786 
Nyquist, Ff 11 An 
Nyquist, potência de, 785 


Oclipolo. 39 

Ocultación lunar, 587 (Prob. 12-2-1) 

Ocho: 

cargas en las esquinas de un cubo, 50 (Prob. 2-1-8) 
cargas puntuales, mapas de, 53 (Prob. 2-2-8) 
Oersted, Hans Christian, 2, 3, 157 
Oersted (unidad), 806 

Ohio State University, radiotelescopio de, 778-781 
Ohm, Georg Simon, 2, 3, 122 
Ohm, ley de, 122, 280, 400 
en un punto, 126, 409 
Ohm metro, 439 
Ohms por cu adro, 508 
Qjo humano. 559 (véanse también Temas 
biomédicos) 


Onda(s), 415 

en ângulo polarizada linealmente (LP), 586 (Prob. 

12 - 1 - 1 ) 

electroMagnética transversal, 417 
esférica, 691-692 

espaciales electroMagnéticas transversales, 416 
espaciales TEM, 416 

estacionaria, 484-491, 517-518, 539-540 (Prob. 

10-3-8) 
pura, 487 
evanescentes, 572 

incidente, 486 „ 

ligada. 646 
no polarizada, 556 
en ângulo, 587 (Prob. 12-1-9) 
paralelas a frontera plana, 643, 646 
plana. 418 
difracción de, 579 
polarizada: 

circularmente, 546-547, 562 (Prob. Il-I-I) 
a 45°, 586 (Prob. 12-1-2) 
a 50°, 587 (Prob. 12-1-7) 
en ângulo de Brewster, 586 (Prob. 12-1-3) 
completamente, 556-557 
elípticamente, 547 
esférica, 691-692 
linealmente, 547 
parcial mente, 556 

para más potência, 562 (Prob. 11-1-7) 

reflejada, 509 

resultante. 593-594 

superfície, 570, 647 

TEM, 418 

transmitida, 509 

elípticamente, 562 (Prob. 11-1-2) 
incidência oblicua, 574-579 
potência. 562 (Prob. 11-1-9) 
perpendicularmente, 566 
sin polarizar, 557 

y prisma polarizadas circularmente, 587 (Prob. 

12 - 1 - 6 ) 

reflejada, 486, 509, 565-567 
refractada, 565n 
resultante, 593-594 
solares, 542 (Prob. 10-5-10) 
de superfície, 570, 646-647 
TEM, 418 

transmitida, 486, 565-566 
a través de ventanas, 673 (Prob. 13-5-4) 
verticalmente polarizada, 418 
viajera. 484-491, 516 
en antena, 730 
energias. 542 (Prob. 10-5-7) 
vector Poynting, 541 (Prob. 10-5-5) 

Onnes, H.K., 127 
Operador: 
de divergência. 105 
laplaciano, 111 

nabla (delta invertida, dei). 33, 200 
Óptica: 
física. 579-584 
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geométrica, 584-586 
Órtiu de Clarice. 738 
Otlogonaiidad. 26 


Plcht, Ericti. xvi-xvii 
Melas, rueda de. 197 
hntalla de TV, 225 (Prob, 5-5-2) 

Papa cocida, 396 (Prob. 8-4-8) 

Papel: 

espacial, 507 
de resistência, 323 
leledeltos, 323, 439 
Par (torque), 161, 229, 298 
en dipolo, 56 (Prob. 2-3-2) 
en espira, 172-174 
en solenoide, 178-179 
Parábola, 761 
Parámctro(s): 

para arreglo lineal de seis fuentes puntuales 
isotrópicas en fase, tabla de. 718 
de dispersión, 476 

de guia de onda cilíndrica rectangular y circular, 
tabla de, 641 

normalizados de Stokes para siclc estados de 
polarización de ondas, tabla de, 558 
S, 539 (Prob. 10-3-2) 

Partícula: 

aceleración de. 222 (Prob. 5-4-1) 
cargadas: 

en campos eléctricos, 208-212 
en campos magnéticos, 212-213 
radio de. 213, 224 (Prob. 5-4-14) 

Pbsoís): 
de agua, 196 

evadrado infinito, 315-318 
potencial en, 344 (Prob. 7-1-11) 
icdangular. 345 (Prob. 7-1-13) 
con efectrodo curvado, 345 (Prob, 7-1-14) 
RMrioi 388 (Prob. 8-1-10) 

Fcmeabilidad, 162. 190-191 
diferencial. 368 
inminciKal (adicional), 378 
inrmitesãna). 368 
inicial. 261. 263 
máxima. 261, 263 
ordinarfa. 369 
relativa. 233-234 
labia de. 235 
dei vaclo. 162 
Permeançia. 277-281 
de barra, 302 (Prob. 6-4-1) 

Permitividad: 
dei aire. 13 
de cristalcs. 59n 

de diclécirícos artificiales, 112 (Prob. 3-1-6) 
dei hielo, 393 (Prob. 8-3-7) 
relativa, 60 
tabla de. 61 


de titanatos, 6ln 
dei vacío, 13, 60 

Peters, Leon, Jr., xvii, 397-398 (Prob. 8-4-12) 
Piezas polares, corriente de desplazamiento. 413 
(Prob. 9-1-8) 

Piczoeléctríco, 119 (Prob. 3-5-16) 

Pintura: 

electrostática por rociado, 118 (Prob. 3-5-7) 
de plata. 322 
Placa: 

adaptadora, 540 (Prob. 10-4-4) 

H de cuarto de onda. 505 
Planck: 

constante de, 542 (Prob. 10-5-12), 807 
ley de radiación de, 542 (Prob. 10-5-12) 

Plano: 

de incidência, 566 
principal, configuración en el. 679 
Plessner, K.W.. 6In 
Plonsey. R., 822 
Pluma de agua, 598 
Poincaré. esfera de, 552-556 
Poincaré H., 552n 

Poisson, ecuación de, 111, 205. 299, 308. 334 
Polarización: 
adaptación de, 555 
circular, 546-549 
izquierda. 549 
recta, 549 

densidad volumétrica de carga, 109 
desvaneci miento de, 738n 
dc dieléctrico, 62, 66 
elipse de. 548. 552-556 
elíptica. 546-549 
estado de. 552-553 
antena. 556. 561 
onda. 559 
grado de. 559 
incohcrente. 556 
lineal. 546-549 

mediciones de, 796-797 (Prob. 14-5-16) 
de onda, 418 
paralela, 572-574 
parcial. 555-561 
perpendicular, 566 
tabla de, 299 
Polo(s): 

buscador de norte, 229 
magnéticos. 160 
norte magnético, 160, 228-229 
Positividad, 18 
Potência: 
compleja, 698 

por cuadro, 541 (Prob. 10-5-2) 
disipada por dieléctrico, 380-381 
para onda parcialmente polarizada, 562-563 
de onda dc superfície, 670 (Prob. 13-3-1), 672 
(Prob. 13-3-9) 

radiada efectiva. 543 (Prob. 10-6-1) 
reactiva, 562 (Prob. lT-2-1) 
de ruido, 775 
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índice 


solar. 542 (Prob. 10-5-8) 
a través de cuadrados curvilíneos. 520 
por unidad de área pro medio, 514-515 
Potcncial(es): 
absoluto. 23 
diferencia de. 22 
aumento en, 26 

escalar eléctrico: de cuadripolo, 57 (Prob. 

2-3-17) 

definición de, 2 In. 204n 
de distribución lineal de carga, 31 
de distribución superficial dc carga, 33 
de distribución volumétrica de carga, 33. 110 
magnetostático, 185-189 
retardados, 682-683 
vectorial: 

magnético, 203-208 
retardado, 683 

Pounder, E.R., 393 (Prob. 8-3-7) 

Poynting, J.H.. 5l3n 

Precipitador de humo, 225 (Prob. 5-5-3) 

Prensa eleclrostálica. 114 (Prob. 3-2-17) 

Presión de contacto, 305 (Prob. 6-6-4) 

Primer Buckminster, 545 (Prob. 10-6-7) 

Principio: 

de desigualdad de longitud de trayectoria, 765n 
de igualdad de longitud de trayectoria. 761 
de multiplicación de forma de onda. 708-709 
de la sobreposición: 
de campos eléctricos, 18 
de potencial eléctrico, 30 
Problemas sobre valor frontera o limite. 308 
Producto(s): 

BH. 273 
cruz. 170 
escalares. 818-819 
máximo de energia, 273 
vectoriales. 818-819 

(véase íamhién Producto cruz) 
Profundidad(es): 

l/e, 540 (Prob. IO-4-5> 
de penetración, 497 

longitud de onda, velocidad e índice refractor 
para cobre, tabla de, 498 
Programas de computadora: 

BASIC. 56 (Prob. 2-2-32), 787 (Prob. 14-2-1), 
787-788 (Prob. 14-2-2) 

FORTRAN IV. 319, 500 
Propulsión de electrones, 227 (Prob. 5-5-10) 
Pulso(s), 468-472 
cuadrado. 474-475 
en línea de transmisión, 475-476 
Punto: 

brillante axial. 584 
de espejo, 223 (Prob. 5-4-8) 
de fase constante. 484-485 
singular, 29 
Purcell, E.M., 476 

Q. 661. 664 

comparación de, 672 (Prob, 13-4-7) 


Radar: 

de policia. 797 (Prob. 14-6-4) 
a Venus. 797 (Prob. 14-6-6) 

Radiación, 541 (Prob. 10-5-3) 
antena y, 677-682 
Radiador: 

de cuerpo negro, 542 (Prob. 10-5-12) 
esferoide. 727, 729 
Radio: 

de bolsillo. 797 (Prob. 14-6-3) 
de curvatura dei protón, 223 (Prob. 5-4-10) 
relación, 223 (Prob. 5-4-5) 

Radiómetro, 775 
Radiotelescopio. 781 
de Ohio State University, 778-780 
parâmetros de, 794 (Prob. 14-5-4) 
resolución de. 783 
sensitividad de, 778 
Raiz, rango de la. 621 
Ramo. S.. 822 

Ranuras de media onda, 791 (Prob. 14-4-11) 
Rayleigh, Lord, 302 (Prob. 6-3-2), 599n 
Rayo: 

cósmico. 223 (Prob. 5-4-10) 
móvil, 386 (Prob. 8-1-2) 
y rueda. 390 (Prob. 8-1-25) 
simple, 386 (Prob. 8-1-2) 

Receptor-transmisor. 543 (Prob. 10-6-1) 
Reciprocidad, 742-745 
direclividad, 744-745 
forma, 743 
impedancia, 745 
Red: 

de antenas: 
ancho dei haz de, 739 
binómica, 708-709 
centro de fase. 708 
colineal, 790 (Prob. 14-3-1) 
continua, 720 
direcciones nulas. 711 
directividad de, 739 

de dos fuentes punluales isotrópicas, 706-708 * 
exploradora. 739 
de fuentes de seis puntos, 717 
con n fuentes, 710-715 
caja de radiación longitudinal, 712-715 
caja de radiación transversal, 712 
uniforme, 710 

mundial superconductora, 545 (Prob. 10-6-7) 
Reductor para ancho de banda amplio, 468 
Reflector: 

de esquina. 759-760, 763-764, 793 (Prob. 14-4-6) 
de cuadro, 758, 761 
de hoja plana finita. 755 
de lâmina plana infinita. 754-755 
(véase también Antenas, reflector) 

Reflexión(es), 566 
interna. 653-654 
total, principio de; 570 
de línea, 539 (Prob. 10-3-3) 
de onda en transformador de cuarto de onda, 
472-475 
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dei terreno, efecto de la. 770 
y transmisión de onda polarizada circularmente, 
562 (Prob. 1 ,1-1-4) 

Refracción, ângulo de, 565n, 566 
Regla(s): 
de bolsillo, 740 
de la mano derecha. 158 
Tigura, 158 
Relación(es): 
axial, 547 

de campo, general. 383-385 
entre campos eléctrico y magnético, còmparación 
de, 187 

de circuito y campo, tabla de. 533 
constitutivas, 298, 409 
de continuidad, 140. 409 
de cuadrado inverso. 57 (Prob. 2-3-15) 
Drude-Debye, 393 (Prob. 8-3-7) 
de frontera o limite, 66, 72, 254-258, 382-383 
campos eléctricos y magnéticos, tabla de. 353 
campos eléctricos, tabla de. 72 
campos magnéticos, tabla de, 258 
de fuerzas, 409 
hiperbólicas, 808-809 
logarítmicas, 809 

de onda estacionaria (SWR), 447, 489 
(véase tantbién Relación de voltaje de onda 
estacionaria) 

portadora/ruido (C/N), 543 (Prob. 10-6-1) 
de potência, 123, 512-519 
de punto, 406 

de Rayleigh, 302 (Prob. 6-3-2) 
de recurrencia, 812 

sefial/niido (S/N), 531-532, 543 (Prob. 10-6-1) 
778, 785, 
cr/ íü€. 492 

de transformación de Fourier entre trayectoria y 
abertura, 722-725 
trigonométricas, 807-808 
de voltaje de onda estacionaria (VSWR), s 7, 
488-489 

Reluctancia, 276-281, 366-367 
Remanencia. 266 
Resistência, 122, 123 
antena, 704 
característica, 433-434 
dieléctrica, 77, 78 
tabla de, 78 

de fuga a tierra, 150 '(Prob. 4-1-8) 
de geometrias simples, 145, 147 
en paralelo de línea de transmisión, 152 (Prob. 
4-3-2) 

dei pecho. 156 (Prob 4-4-5 
de pérdida, 698 

radiación. 528-529, 677, 695, 698, 745, 785 
en términos de potência, 149 (Prob. 4-1-1) 
a tierra, 156 (Prob. 4-4-1) 
de tubería, 153 (Prob. 4-3-9) 

Resistividad, 124. 126 
Resistor(es), 124 

cuadrado con núcleo cilíndrico. 155 (Prob. 4-3-24) 


y flujo de potência. 543 (Prob. 10-5-14) 
serie en línea, 537 (Prob. 10-2-21) 
Resnick, R., 820 
Resolución, 774 
ângulo de, 786 
dei ojo, 783 

dei radiotelescopio, 783 
de Rayleigh, 783 
Resbnador, 474, 660 
de cavidad, 660-667 
acoplamiento a, 665-666 
cuadrada, 664 
Respuesta(s): 
a problemas, 823-828 
sistema, 561 
Retentividad, 266 
Retina, 659 

Retrorreflector, esquina, 793 (Prob. 14-4-10) 
Revestimiento, recubrimiento, 654-655 
Roldana dividida, 220 (Prob. 5-2-6) 
Rotación: 
de Faraday, 738n 
de pulsar, 794-795 (Prob. 14-5-8) 
Rowland: 
anillo de, 262 

disco de, 395, 396 (Prob. 8-4-6) 

Rowland, Henry, 395, 396 (Prob. 8-4-6) 
Rumsey, V.H., 740n 
Rutilio, 61 


Salisbury, W.W., 674 (Prob. 13-5-7) 

Sams, H.W., 822 

Sandwich dieléctrico. 112 (Prob. 3-1-5) 

Satélite(s): 

de comunicación (véase Satélite, tópicos) 
Fleetsatcom. 738 

geoestacionaríos. 543 (Prob. 10-6-1) 
en órbita de Clarke, 530-531, 543 (Prob. 

10-6-1). 781, 7% (Prob. 14-5-13) 
tópicos: 

antena helicoidal, uso en satélites, 739 
atenuación de enlace de radio tridimensional, 531 
de comunicación, 739 

contcstador, satélite de TV, 543 (Prob. 10-6-1) 
enlace hacia abajo. satélite de TV, 543 (Prob. 
10-6-1), 588 (Prob. 12-3-1), 796 (Prob, 
14-5-13) 

enlace lunar, 797 (Prob, 14-6-5) 
enlace con Marte, 798 (Prob. 14-6-7) 
estación terrestre, radiotelescopio, iv, 543 (Prob, 
10-6-1), 798 (Prob. 14-6-10) 
interferencia solar en estación terrestre, 798 
(Prob. 14-6-10) 

línea de transmisión de enlace de radio, 530-532 
mUF para satélites en órbita de Clarke, 796 
(Prob. 14-5-13) 

potência efectiva radiada (ERP), 543 (Prob. 
10 - 6 - 1 ) 

relación portadora/ruido (C/N), 543 
(Prob. 10-6-1) 


SÍMBOLOS, PREFIJOS 
Y ABREVIATURAS 

Véanse Apêndices A-l (unidades) y A-2 (constantes y conversiones) para información más detallada. 


A 

ampere 

A 

angstrom = 10" ,0 m 

A 

vector potencial. Wbm -1 

A , a 

área, m 2 

AR 

razón axial 

AU 

unidad astronómica 

a 

alto = 10” 18 (prefijo) 

á 

vector unitário 

B, B 

densidad de flujo magnético, 

T = Wb m " 2 

B 

susceptancia, ü 

B 

susceptancia/longitud unitaria, 13 m" 1 

BWFN 

ancbo dei haz entre primeros nulos 

c 

coulomb 

c 

capacitancia, F 

c 

capacitancia/longitud unitaria.Fm -1 

C c 

constante, c = velocidad de la luz 

cc 

centímetro cúbico 

°c 

grado Celsius 

D. D 

densidad de flujo eléctrico, Cm* 2 

d 

distancia, m 

deg 

grado, ângulo 

dB 

decibel = 10 log (P 2 iPi) 

d Bi 

decibeles sobre la isotrópica 

dl 

elemento de longitud (escalar), m 

d\ 

demento de longitud (vectorial), m 

ds 

demento de superfície (escalar), m 2 

ds 

elemento de superfície (vectorial), m 2 

dv 

elemento de volumen (escalar), m 3 

E, £ 

intensidad de campo eléctrico, V m“ 1 

E 

exa =I0 18 (prefijo) 

emf 

fuerza electromotriz, V 

e 

carga déctrica, C 

F 

farad 

F, F 

fuerza, N 

f 

femto = 10" (prefijo) 

f 

fuerza por volumen, N m " 3 

/ 

frecuencia. Hz 

G 

giga = 10 9 (prefijo) 

G 

conductancia, U 

G 

conductancia/longitud unitaria, Um" 1 

g 

gram 

H 

hcnry 

H. H 

campo magnético, Am” 1 


HPBW ancho de haz de media potência 
Hz hertz = I ciclo por segundo 
I, /, r corriente. A 

J joule 

J densidad de corriente, Am -2 

Jy jansky, ÍO -2 ^ W m“ 2 Hz" J 


K 

K,K 

K,k 

k 

kg 

L 

L 

/ 

/,L 

I 

LCP 

i 

LEP 

ln 

log 

M 

M. M 
M 

m, m 

m 

m 

min 

N 

r\ 

Np 

n 

n 

P, P 

P 

P 

P 

P 

P 

P. 

& 

& 

P 

Q<è 

R 

R 

Jt 

RCP 

REP 


kelvin 

densidad de corriente pelicular, 

A m" 1 
una constante 
kilo = 1Q 3 (prefijo) 
kilogramo 
inductancia y H 

inductancia/longitud unitaria, H m' 1 
litro 

longitud (escalar), m 
longitud (vectorial), m 
circularmente polarizado a la 
izquierda 

elípticamente polarizado a la 
izquierda 

logaritmo natural (base e) 
logaritmo común (base 10) 
mega = 10 0 (prefijo) 
magnetización, Am" 1 
estado de polarización = M (r, r) 
momento magnético (dipolo), A m 2 
metro 

milii = 10" 3 (prefijo) 

minuto 

newton 

número (entero) 
neper 

nano = 10" 9 (prefijo) 
vector unitário normal a una 
superfície 

polarización de dieléctrico. Cm" 2 
momento de dipolo eléctrico. Cm" 3 
peta = 10 J5 (prefijo) 
estado de polarización = P(y, 5) 
potência, W 

potência por ângulo sólido, 

Wrad" 2 

patrón normalizado de potência 
adimensional 
permeancia, H 

presión de radiación, Nm" 2 
pico = 10“ 12 (prefijo) 
carga, C 
resistência. Í2 

resistência/ longitud unitaria. 

Dm" 1 

H" 1 

polarización circular a la derecha 
polarización elíptica a la derecha n 
revolución 
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Símbolos prefijos y abreviaturas 


r 

radio, m; también dirección de 
coordenada 

r 

vector unitário en dirección r 

rad 

radián 

rad 2 

radián cuadrado = estereorradián 

= sr 

s,s 

vector de Poynting, W m" 2 

s 

densidad de flujo, W m 2 H 2 1 

S 

resistividad, O m 

5, s 

distancia, m; también superfície, m 2 

s 

segundo (de tiempo) 

sr 

estereorradián = radián cuadrado 
= rad 2 

T 

tesla = Wb rrT 2 

T 

tera = IO 12 (prefijo) 

T 

momento de torsión, N m 

t 

tiempo, s 

U 

potencial magnetostático, A 

V 

volt 

V 

voltaje (también fem), V 

r 

fem (fuerza electromotriz), V 

V 

velocidad, ms" 1 

W 

watt 

w 

energia, J 

Wb 

weber = 10 4 gauss 

w 

densidad de energia, J m" 3 

X 

reactancia, n 

X 

reactancia/longitud unitaria, 

n m" 1 

X 

vector unitário en la dirección x 

X 

dirección de coordenada 

y 

admitancia, 13 

y 

admitancia/longitud unitaria, O m" 

y 

vector unitário en la dirección y 

y 

dirección de coordenada 

z 

impedancia, Q 

z 

impedancia/longitud unitaria, Qm 

Z c 

impedancia intrínseca, conductor, 
fí por cuadrado 


impedancia intrínseca, dieléctrico, 
fí por cuadrado 

Z L 

impedancia de carga, fí 

z >2 

impedancia transversa, guia de 
onda rectangular, fí 

■Z r 0 

impedancia transversa, guia de 
onda cilíndrica, fí 

Zo 

impedancia intrínseca, en el 
espacio, fí por cuadrado 

Zo 

impedancia característica, línea 
de transmisión, fí 


-h-7— — - -;-— 

z vector unitário en la dirección z 

z dirección de coordenada, también 

desplazamiento rojo 
a (alfa) ângulo, grado o radián 

a constante de atenuación, nep m" 1 

fi (beta) ângulo, grado o radián; 

también constante de fase 

= 2 n/X 

y (gamma) ângulo, grado o radián 

<3 (delta) ângulo, grado o radián 

e (épsilon) permitividad, F m 1 

€ 0 permitividad dei vacío, F m 1 

rj (eta) índice de refracción 

0 (theta) ângulo, grado o radián 

6 (theta) vector unitário en dirección 0 

k (kappa) constante 

A (lambda mayúscula) acoplamiento 

inductivo, Wb vuelta 
X (lambda) longitud de onda, m 

p (mu) permeabilidad. Hm -1 

p o permeabilidad dei vacío, H m 1 

p (mu) mobilidad, m 2 s ' 1 V - 1 

p (mu) micro = 10" 6 (prefijo) 

v (nu) 

í (xi) 

7t (pi) = 3.1416 

p (rho) densidad de carga eléctrica. 

Cm' 3 ; también densidad de 
masa, kgm -3 

p coeficiente de reflexión, 

adimensional 

p s densidad de carga superficial. Cm" 

p L densidad de carga jineal, C m 1 

a (sigma)conductividad, Üm' 1 

i (tau) ângulo de inclinación, elipse 

de polarizâción, grado o radián 
t coeficiente de transmisión, grado o 

radián 

<j) (phi) ângulo, grado o radián 

(j> (phi) vector unitário en dirección 0 

y (chi) susceptibilidad, adimensional 

0 (psi) ângulo, grado o radián 

0 n( flujo magnético, Wb 

fí (omega mayúscula) ohm 

fí (omega mayúscula) ângulo sólido, r 

sr o grado 2 

O (omega mayúscula invertida)) mho, 

(13 = l/n = S, Siemens) 

to (omega) frecuencia angular 

(= 2ttf), rad s" 1 









GRADIENTE, DIVERGÊNCIA, ROTACIONAL Y 
LAPLACIANO EN COORDENADAS 
RECTANGULARES, CILÍNDRICAS, ESFERICAS 
Y CURVILINEAS GENERALES 
(Véanse también Apêndices A-16 y A-17.) 


Coordenadas esféricas 


v r ,,v + 6 l Jl + $-!-K 

J Sr r 50 v r sen 6 ítf 


-*wi, ê übK ) 


l s # 


V ■ A = -4 j- r 2 A r + 
r õr 


1 3 , A ^ , 1 

- ã Jã ( A « sen + - a TI 

r sen 9 õd r sen 9 õ<f> 


V x A = f 


1 


r sen 9 


r õ tl _ ÕAJ & 1 / 1 õA r ô \ 
[ãõ {A * sen 0) ~ ~w\ + 6 7 (ííõ ã* ~ Tr rA ‘V 


i 1 (d t < 3 A r \ 

r or \ õr) r se 


sen 9 Õ9 


n 3 f\ , 1 djf 

09/ r 2 sen 2 9ô(p 2 


Coordenadas curvilíneas generales 


1 df 


1 df 


1 tf 


\f = Xj — T"- 1 " x 2 i - ã- 1 " x 3 T~ 3 

' y 1 *■ hi ôx 2 h - ' ,v - 


h\ ôx 


h 3 õx 3 


v * A = h^r 3 (; é; h2lhAi + é 2 h * hiA2 + é; hih2/43 ) 

^ xA = ki hk[í h3A3 ~^ h2A2 ] + k2 ^ ií Ml " £ M3 ) 


+ * 3 ^(^ M2_ ^ Mi ) 

i \_ 8 _ M JA , A /Ml jA + A /Mi A 

h l h 2 h 3 \ /i! 3x 1( / 5x 2 \ h 2 õx 2 ) ôx 3 \ h 3 õx 3 ) 




h 2 

h 3 

*i 

*2 

X 3 

Rectangulares 

i 

1 

1 

X 

y 

Z 

Cilíndricas 

i 

r 

1 

r 

<t> 

z 

Esféricas 

i 

r 

r sen0 

r 

9 

<t> 



















852 Gradiente, divergência, rotacional y ta placiano en coordenadas rectangulares, cilíndricas 

esféricas y curvilíneas generales 


2á ':>] 


"la-rTíat 


Coordenadas recta ngu tares 

.ôf .ôf 

V/ = x~- + yf+ if- 


Sx ày 


ÕZ 


ÕÂ ôA f ÕA~ 
V-A- — ^ + ^ + ~ 
ífy <7Z 


í ! AJ 


V q 




x y z 

dx õy õz 
A x A r A. 


y J dx 2 dy 2 Õz 2 


Coordenadas cilíndricas 

. ôf í 1 õf . df 
Ç / = rf + <J>^ + zf 

õr r ô(f> az 

„ A I d t 1 ÕA+ ÕA Z 

V ■ A = - — rA, + - —^ + —— 

r pr r õq> õz 


_ . ./I í«, &4,\ ^ ,/íl/l, á/IA . 1 (d , - 5/IA 

V X A - r (r 1 ? ' ir) + ~ *7 + , ;(ãf M ‘~ã*) 


* l X 
r- 4> 
r 


* I 
z - 
r 

5 


l A 

A r rA+ A : 

íl( Ô JL 

r õr V Õr 


~ Am * ^ r 2 d<j> 2 dz 2 dr 2 r dr r 2 d <^ 2 dz 2 
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